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weilanb  ^ireftovö  bec  ©terntvarte  unb  ^tofeflori  bet  9{jh:ottomie  an 
ber  Untbcrfttät  au  ©icn. 
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UehetMtli^e  ^atfktUnn^  be«  ^ttl^alfe«. 


23ei  bet  5(U£iatbeitun9  beö  i^etten  2^eilefi  meine«  SSetfe« 
fiber  ©iffeteniiat^  unb  Sntegtaltec^nung  fa^  icfe  mid^  butc^  bie 
SRetc^^alttgfeit  beö  ©toffeö  gen5t^iget,  benfelben  in  jttei  S(b* 
t^ettangen  ju  ietf&tten.  3>et  »otliegenbe  itt)eite  25anb  umfoft 
We  erjle  ^Ibt^eilung  unb  be^anbett  bte  3)tffetenital-  unb  3n* 
tegralfttnctionen  itt)eter  unb  mehrerer  »Uariabeln;  tin  btittet 
SBanb  wirb  bte  jtt)eite  5(bt^eilung,  ®iffetenjtal*  unb  Ontegtal* 
gleic^ungen  jt^eiet  unb  meuteret  95artabetn,  aufnehmen,  mit 
bem  id^j  wenn  feine  unvor^etgefe^ene  Jg)inberniffe  eintreten, 
im  Saufe  ber  nd#en  i^ei  hü  brei  öa^teba«  »oriiegenbe  SSBert 
fd^lie^en  werbe.  5(u*  im  »oriiegenben  Sanbe  l^abe  ic^  §wat,  gleic^:^ 
wie  im  etjlen,  ganj  »otjögKc^  bie  Sntegtattec^nung  im3(uge  be^al* 
ten;  bennod^  aber  ^abe  ic^  bie  ©iferenjialtec^nung,  wenn  aud^ 
nod)  immer  nic^t  ganj  erfc^6pft,  bod^  mit  größerer  3(uöfö^rlid^* 
feit,  aW  eö  bie  Uebetfd^tift  biefe«  SJanbeö  t)etmut^en  lägt,  be^an* 
belt.  00  j.  S5.  bfitfte  bet  ^atagrap^  ober  3)iifeteniiation  t)on 
Oleid^ungen  iWeiet  unb  meuteret  35atiabeln  e^et  in  ber  feiten, 
ate  in  bet A)priiegenben3(bt^eilung.t)etmut^et werben;  gleic^woi&I 
glaube  ic^  iit  5lufna^me  beöfelben  (§.  II.,  ©iffetenjialted^nuttg 
III)  in  biefem  SSanbe  nid^t  nut  butd^  beffen  9?ot^wenbig* 
feit. bei  bet  Sntegtation  »on  3)iffetenjiaIfunctionen  me|)tetet 
ajatiabeln  ted^tfettigen  ju  fbnnen;  fonbern  auc^,  unb  jwat  im 
P^etn  (Stabe  bamit,.bag  nic^t  ijrnnet  bie  unmittelbaten  ®if» 
fetenjiationöetgebttiffe  t)on  ©leic^ungen  jweiet  unb  meuteret 
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Storioftcln,  im  engem  SJegtiffe  ber  „^i^ttmml^ltidimitn" 
nac^fpmmen,  »el^e  natörlic^  bet  {toetten  ^bt^etfung  toocbe^atten 
bleiben. 

^ai  bte  ^tnorbnung  ober  Sertbeitung  be«  6toffei(  betrifft, 
babe  i(^,  gWc^wie  im  erften  58anbe,  bie  a^ifferensiottec^nung 
toon  ber  Ontegratrcc^nung  but(^  ©onbecung  in  jtt>et  25fi<^er  ge» 
((Rieben.  S)aei  britte  S^u(^  beti  ©efammttvecfeö  umfaßt  bie  3>if> 
feceniialre^nung,  hit  ic^  in  )toei  Kapitel  abgetbeift  babe,  mld^t 
tiU  $octfe$ung  bec  betrefenben  ^btbeilung  im  etilen  ^anbe, 
bie  foctlaufenben  Ueberf^rifttiiablen  tragen.  S>ai  vierte  Suc^ 
beä  ®efammtn>ecfed  umfaßt  bie  Ontegralrec^nung  mit  9un(< 
tionen  mebcerec  SSariabeln  unb  i|t  in  )9ier..^a9itel  abgct^eilti 
beten  Uebecf^rift£iiablen  <t(^  benen  au£i  bem  etften  S^onbe  in 
gleicbet  SSeife,  n>ie  bie  bet  S^ifeteniialredbnung  anteiben.  2>ie 
einjetnen  ^avitet,  in  bet  3)ifeteniialre(^nung  fotoobl  ate  in 
bet  Ontegtaltccbnung,  ftnb  je  mä^  S^efcbajfenbeit  be0  6toffa(, 
in  ^atogtapbe  abgttbeiU  lootben,  beten  Uebetf<ibcift«iabten  in 
feinet  gegenfeitigen  S^ejiebung  (leben,  unb  iai  ganje  JBetI  enb> 
lidb  in  einzelne  fleinete  ^bfd^nitte,  bie  ic^  0lummetn  nenne, 
t»tl(i)t  abet  in  beiben  S9&nben  eine  fottlaufenbe  {ufammen^än» 
genbe  Steibe  Don  Uebetfcbrift^iab(en  ttagen. 

^ie  2>iffeteniial(e^nung 

(in  }wet  Itflpittl  jafiOt). 

3>tt«  etfle obet  refixctit«  btitteÄapitel  bet  gefommten 
{{►iffetenjialtedbnung  tbeitt  in  jwei  abgcfonbcrten  ^togtoDben 
f(&mmtli(^e'  jut  Siifeteniiation  tm  Functionen  unb  ®tei<^ungen 
mebtetet  $atiabe(n  nbtbigen  e^t  mit. 

$.  I.  ^ifetenjiation  bet  Functionen  iioeiet  unb  mebtctet 
Satiabetn.  —  ^iib^em  bafefbjl  bad  totale  )»om  vattieOen  Sif< 
feteniiten  flteng  au«gef(Meben  unb  bie  S3egtiffi^eflimmung  »on 
luittietten  S)iifetenjialquotienten  mttgetbeilt  tvutbe,  ifl  bann  ge> 


Digitized 


by  Google 


IX 


jetgt  mtbtn,  ba^man  jur  ^entttm§  be^  totalen  S^ifferenjtaki 
«ncr  Function  mehrerer  SSariabeln  gctangt,  Wenn  man  We  par» 
ttetten  2>ifferenjtalien  ober  Stffercnjialquottenten  berfeltw  ^er» 
iletten  fann;  unb  bag  enbltd^  bie  ^etjleÄung  bicfer  auf  eint 
©iebet^olung  bed  S)tffetcnjireng  einer  Function  einer  Saria-- 
beln  ^inaitätöuft. 

§.  II.  2)ifereniiatioii  Don  ®((i^ungen  mit  stvei  unb  me^« 
reren  95ariabeln.  —  a>ie  fünf  erften  SRrn.  nmfaffen  bie  2)iffe» 
renjiation  einer  ©lei^ung  jtoifi^en  stoei  ))on  einanber  ab^n« 
gigen  Sariabeln,  wenn  bie  unenbli^  fteinwerbenbe  ^enberun^ 
ber  at>fo{uten  SSariabeln,  <Ai  @on{iant^  gebac^t  wirb;  unb  {War 
in  bem  ^aUt  foWo^I^  wenn  bie  t>orge(egte  dUei^ung  eine  enb« 
lidit,  b.  ^.  (einerlei  2)ifereniialien  ent^altenbe,  ijl,  Wie  oud^ 
bann,  wenn  bie  »orgclegte  @(ei(^ung  2>ifferenji«lien  ber  «a» 
riabeln  enthält,  we%  ®(ei^ung  aber  af^ann,  «U  ^gebnii 
einer  fuccefftDen  S)i#eren)iation  einer  enbli(i^en  '@lei(ji>ung  an« 
gefe^en  werben  mui  3n  ben  barauf  folgenben  brei  «Rrn.  wirb 
gezeigt,  1)  wie  eine  @leid^ung  ber  )u(e|t  erw^i^nten  ^rt  ju  \xm 
formen  fei,  wenn  bie  abfolute  S^ariable  in  berfetben  ate  $unc> 
tion  einer  neuen  9toriabe(n  auftritt,  wobun^  baä  Siferen^iale 
ber  erflem  ni^t  me^r  confiant,  fonbern  ebenfalls  variabel  iü; 

2)  wie  in  $oIge  biefer  Umformung  in  ieber  ))orgeIegtcn,  imdi 
fu(cef|i)>e£i  2)iffereniiren  entflanben  gebac^ten  ®(ei(^ung  Int  ah 
fotüte  mit  ber  relativen  Sariabeln  un^etaufc^t  werben  !ann, 
in  ber  2Beife,  ba$  wenn  in  ber  erjlem  bie  unenbli^  Kentwer» 
betibt  ^nberung  ber  abfoluten  93ariabeln  ate  (|onftante  erfc^eint, 
fol<^e£i  nunmehr  bei  ber  re(ati))en  93ariabe(n  ein  6tatt  ^obe; 

3)  wie  in  $o(ge  biefer  Umtauf<^ung  ber  obfofuten  mit  ber 
retotitten  SJariabeln  aufi  einer  @Ieic^ungx  =  ^(y)  bie  intoerfe 
iU  berfelben,  bie  i^  dletterftonifgteic^ung  nenne,  bur^  eine  o^ne 
$nbe  forttaufenbe,  mit  einem  ^rg^jungügliebe  ))erfe^ene  fütif^t 
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^cgeflettt  tmUn  (ann/  3n  ben  betten  @<^(u6nummecn  biefe« 
Paragraphen  n>irb  Ui  Sefentli^e  fotoobi  ober  partietteü  ate 
totalefi  S^tferenjiren  ))on  Gleichungen  mit  mebr  benn  {toei  9a< 
nabeln  mitgetbeilt. 

^s  \>ierte  Kapitel  entbält  in  ^mi  ^ragrapben  %n< 
toenbungen  auf  Functionen  mebrerer  ^ariabein. 

•  $.  I.  ^erfelbe  entb&It  bie  Steigen  »on  Saolor  unb  ana> 
cläurin  filr  Functionen  mehrerer  Sariabein,  n>ie  au^  Ik  ux» 
allgemeiner  te  Umfebrungüreibe  t)on  Sagrange;  jebe  biefer-  Steigen 
ijl  mit  bem  ibr  entfrre^cnben  ©rgdnjungfiglicbe  »erfeben. 

$.  IL  2>er  snapimum«  unb  isninimumiujianb  einer  Func« 
tion  mebrerer  ^ariabeln  toirb  iuerji  ganj  allgemein  erbrtert, 
»«rauf  bann  mit  leber  nur  n)änf(^baren  ^u0brli^feit  bie 
Function  jnjeier  unb  gleicbfalld  no($  gen&genb  ixt  Function 
breier  93ariabeln  befonber«  in  Unterfud^ung  gebogen,  unb  in 
.  ^ejicbung  auf  ben  einen  ober  ben  anbern  3uitanb  n&^er  ht» 
^immt  n)erben. 

S>ie  Ontegralrec^nung 

(in  oict  Jtapitel  jnfSOt). 

S)a0  erjle  .Äapitel  ber  Ontegralre^nung  in  borliegenbem 
Sanbe,  Ui  fdnfte  ber  gefammten  Ontegra(re(^nung,  bat  jum 
©egenftanbe  ber  ©rbrterung,  hk  (ineare  a>ijferenjia(function 
mehrerer  SJariabein,  in  ber  nÄmlicb  Ik  3)iffereniiaKen  ber 
SJariabeln  nur  in  erjlen  unb  pojititoen  ?Joten§en  »orfommen. 
—  «Rad^bem,  bii  unb  mit  ber  9?r.  287  biefe«  ÄapiteW,  bie 
S5ebingungöglei(^ungen  ber  Ontegrabilitit  einer  foltben  ^iffe» 
reniialfunction  bageJleÄt  tmb  unter  ber  ?tnnabme  eineei  iben» 
tifi^en  ajejlanbbabenö  berfelben,  bie  Ontegralfunctionen  berfelben 
^erjuileÄen,  getebrt  Worben  i$,  wirb  in  ber  9lr.  288  unb  ben 
barauf  folgenben  9lm.  jur  S))itt^ei(ung  einiger  ni^t  unin» 
tereffanten  SJemerfungcn,  über  ben  jlatt^abenben  3ufammen« 
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Iiang  in  9{ödft(^t  auf  OntegrabUit&t  unb  dlit^tintegraMität 
einer  t>orgefegten  tineacen  3)iffereniiaIfunction  unb  einet  atu$ 
kcfelben  tucti^  SrannformaHon  abgeleiteten  analogen  gefiä^ritten, 
toenn  in  jlenet,  um  biefe  {u  ecjeugen,  Ut  ^iatiobtln  burt^  be<^ 
Kebige  Functionen  neuer  ^ariabeln  etfeigt  toerben.  3)a  tmrb 
benn  ?tu«!gang£(  ber  9?t.  290  ber,  für  itoei  SSariabeln  bcgrön» 
bete,  &(Hi  au^gefpro^en ,  ba§  n)enn  feistere  bie  gleiche  ober 
eine  noc^  grigete  ^nja^I  ))on  S^ariabeln,  ali  bie  »orgeUgte 
ent^U,  jlebo^  fo,  H^  bur^  Ui  Sinfö^^ren,  ber  neuen  '^a- 
riabebi  {einerlei  gegenfeitiger  3ufammen^ang  unter  ben  vtimU 
titoen  SJariabeln  btworgetufen-  wirb;  —  bag  bann  Uiit  ^iffe» 
rensialfunctionen,  bie  primititje  wie  bie  bur»^  Transformation  ge» 
»onnene»  enttoeba  jugUi^  integrabel  ober  juglei^  nic^tintegrabel 
finb.  hingegen  wirb  in  ber  barauf  foigwben  9lr.,  in  9tr.  291, 
gezeigt,  ba$  bie  bur(^  Sranüformation  getoonnene  lineare  S)if« 
feren}iaIfunction  atterbingö  integrabel  toerben  fann,  voenn  glei(^ 
bie  urfpri^ngli(i^  vorgelegte  ti  nic^t  i%  faß£i  beim  Umformen  ber 
einen  in  bie  anbere  ein'  3ufammcn^ang  unter  ben  primitiven 
S^ariabetn  herbei  gefö^rt  toirb,  tooburc^  bann  bie  burc^  %um' 
formation  gen>onnene  eine  geringere  ^nja^l  t>on  2^ariabe(n, 
ate  bie  vorgelegte  ent^dlt.  Sie  ^^lu^nummern  biefeti  S(a» 
pitefe,  von  9lr.  292  biö  unb  mit  Ölr.  295,  befpre^en  bie 
bejUmmten  Ontegraltvert^e  integrabUr  (inearer  Viferem 
Sialfunction  mehrerer  93ariabe(n.  S>lit  aUer  nur  toönfi^baren 
9(u{ff&^r(i(^feit  tvirb  ^ier  bie  Analogie  umiiä^m  beflimmten 
Sntegralien  integrabler  linearer  2>iffereniiaIfun(tionen  stveier 
tmb  ben  einer  33ariabeln  na^getviefen ;  am  ^^luffe,  in 
ber  9}r.  294  gani  aSgemein  unb  in  0tr.  295  an  einigen 
befonbern  hätten ,  tvirb  äberbief  no(^  gejeigt,  la^  Ut  ^er« 
ilefiung  be«  2Bert^ef$  Ui  befUmmten  Ontegralü  einer  inte« 
grabein  linearen  3)iifereniiaIfunction  jtoeier  ^ariabeln-  auf  bie 
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Kiulmtttelung  mti  einfachen  be^mmten  dntegrate  einer  So^ 
tiabtln  iebetfmat  jutöd  geka(^t  tvecben  tonn. 

3)aff  fe^i$te  Kapitel,  bau  )um  ©egen^iAe  bet  Unter« 
fuc^ung  bie  Onteg'ratton  ber  /ntc^tlinearen  eingltebertgen  2>tft« 
reniial^ncttonen  einer,  ^tveier  unb  mehrerer  ^oriobeln  ^t,  i^ 
in  jtoei  ^atagrap^e  folgenben  On^altefi  verfällt  Sorben. 

$.  1.  S)iefer  »^aragrop^,  ber  den)ifferma^  ote  Anleitung 
ium  t>pr(iegenben  fed^iften  Kapitel  angefe^  toerben  tonn,  ittUt 
ba0  m  malige  fuccefftPe  Ontegriren  ber  ^fferensialfiincttim 
^(x)dx'"  enttocber  t>on  m  abgefonberten  3ntegrotion«ßj>era« 
tionen  eben  ^  t>iel  einfa^er  2)iferen}ia(forme(n,  üt  ber  $orm 
f(x)  dx  ftnb,  pber  aud^,  burc^  3ufammen)ie^ttng  biefer  abge« 
fonberten  (^ntegratipndoperattpnen,  ppn  einer  entiigm  3nte> 
gratipnüpperatipn'  einer  einfachen  3>iffereniia{fprmel,  tpie  bie 
@Iei^ung  (11)  0lr.  302  jeigt,  ab^ngig  bar.  2)iefe  eben  9t> 
nannte  9lebuctipnüg(ei(^nng  (II)  ifl  ts  du<^,  ipel^  bei  ben  im 
baraufptgenben  ^weiten  Paragraphen  biefeci  ^opitelii  angefkdlten 
Unterfu(^ungen  p  ®runbe  gelegt  u>irb. 

$.  II.  2)iefer  ^aragrop^  ^anbelt  Ppn  ben  me^rfad^  Qm» 
t^rotten  eingliebriger  nid^tlinearer  ^ferenjiaifimttipne»  mtfy' 
rerer  93ariabetn.  3n  ben  brei  erflen  9ton.  bedfelben  \ottbm 
me^rfac^  Ontegralien  ber  ^prm: 

ipo  jebe  ber  ganjen  pofitiPen .  3«^len  m,  n,  p,  .-.  .  . 
gr^^er  a(£i  ^ini  iit,  in  analpge  unb  aequiPatente ,  in  benen 
jebe  biefer  3a^Ien  m,  u,  p,  ...  ber  ppjftiPen  6i«§eit  gJeid^ 
ijl,  umgefei^t.  —  95pn  ber  SRr.  309  angefangen  hii  urtb  nwt 
ber  9lr.  323  tpcrben  bann  bie  jWeifa^en  Ontegralien  jtoeier 
ppn  einanber  unabhängigen  «ariabeto,  n&mlic^  J  J  ^(x,y)dxdy, 
bcfprpd^en  unb  na<^  atten  ©eiten  beleud^tet.  3öerjl  tperben  bie 
ppn  ber  Ontegratipn  ^errö^renbcn  tpifffö^rß<^en  ©tb^en,  Ppn 
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benett  eine  eme  totCffö^tltc^  $uncttpn  'oon  x  unb  hit  anbm  eine 
fold^e  t>ony  ijl,  untetVetfc^iebenm,  ^tt  Ontegratfunction  geflefften 
9(nfotbecungen  bejHmtnt ,  unt  in  $p(ge  bot^on  bie  ä^egrififbe« 
iUnmutund  eine^  bejUmmten  3)o))pe(integraIii  fejlge^ettt.  l^e 
beihmmten  SPt^pelintegtalien  bieten  in  aften  Steilen  ^nalo« 
gien  iu  ben  be^mmten  einfachen  3ntegta(ien  bor.  ^i  toicb  gleich« 
n>ie  bei  bief^  aud^  bei  jenen  toon  ben  OntegratiDn^cenjen  bec 
S^atiabeto  eine(i  3)op9e(integcal£t  gefvroc^en ;  eben  fo  n>irb  bec 
Bufammen^ng  eineü  befHnnnten  3>pppelintegca(f$  mit  einer  $op> 
pelfnmme  in  einer  &§n(id^en  ^üft,  wie  bei  ben  einfachen  be^ 
^immtcn  3ntegra(ien  fe^gefteSt;  au(^  wirb  tiber  bis  3ulä(figfoit 
biefeti  3ufammen^ange£i  in  A^nUc^er  SBeife  bei  2)0pi>elintegra> 
Ken,  wie  bei  be^imntten  einfachen  entfc^ieben  u.  bgt;  m.  @nb^ 
U(^  ifl  in  ben  Heben  testen  ber  utf^in  citirten  9lm.  »on  ber 
Umfomtttng  eine^i  2)QPDe(integrate  in  ein  analogem  unb  aequt« 
^cimta  bie  Siebe,  wenn  bie  primitiven  Ontegrationfi))ariabeto 
bur(^  Functionen  neuer  ^ariabetn  erfei^t  werben,  bie  fowo^l 
unter  ftc^  in  feinerUi  3ufammen^ang  fielen,  ali  nuäi  unter 
ben  primiti))en  ä^ariabeto  feinen  gegenfeitigen  Bufammen» 
^ng  §ert)orrufen.  ^i  Hauptergebnis  biefer  Unterfud^ung 
befinbet  ft(^  in  gebringter  3)arjlettimg  in  9?r.  321  jufammen» 
gefaxt ,  worauji  lai  befonberfi  ^erautige^oben  ju  werben  Perbient, 
ba$  nid^t  jebeff  mit  beftimmten  Ontegration^igrenien  ^»erfe^ene 
Soppetintegrafe  jweier  3Jariabe(n  burd^  je  jwei  unter  ben  pri> 
mitipen  unb  ben  neueingefö^rten  Sariabe(n  fe^eftefften  ®(ei< 
d^iingen,  in  pben  befc^riebener  SBeife,  umjuformen  mbgii(^  ifl;. 
—  3n  gaui  a^nlid^er  SQBeife  werben  in  ben  no(^  folgenben 
9lrn.  biefe«  «Uaragrop^en ,  Pon  9lr.  324  angefangen  biö  jur 
6(^tu$nttmmer  be^felben,  bie  breifac^n  (^ntegraiien  breier  ^» 
riabeln,  ber  ^prm  J*/X,^(x,y,/i)(lxdydz,  biöcutirt. 
Jg)ier  bürfte  eine  SJemerfting,  bie  bei  mc^ac^en  fowo^I, 
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tote  aad^  bei  einfachen  befhmmteti  Ontegtaliett  i^re  ^mvettbutid 
findet,  ni^t  am  unrcd^ten  ^tol^e  fein;  ti  bcfc^t&at  bieftlbe 
Ht  Umfptmung  eineü  befHmmten  Ontegrat«  in  ein  bemfelben 
anatogeä  unb  aeqtti))a(entei( ,  bet  wir  ben  in  91c.  333  be^ 
betten  $att,  aW  5Cn^att  unteriegcn.  SSBÄmi  in  biefem  befon« 
becn  $afte  bie  auf  z  ä^ejug  ^abenben  Ontegrationügcenien , 
flatt  tpic  bort  0  unb  1,  —  1  unb  +  1,  bann  toötbc  bie 
©(eid^ung  (c)  bafelbjl,  bie  juc  ^ejHmmund  bec  @ren}Wect^e 
t>on  a  nac^  benen  \)i>n  z  bient,  fäc  z  =  -  1  fotiw^I,  ate  aud^ 
föt  z  =  1  bie  @Iei(^ung  Taug.u  =  0  batgebpten  ^aben,  »ot« 
au«  benn  fi^  bie  obere  unb  untere  ©renje  für  n  ein  unb  bcr» 
fetbe  Sert^,  W  9lu0  ndmlic^,  ftc^  ^erau^ge^edt  ^aben  toärbe; 
»elc^efi  offenbar  eine  Ungereimtheit  wäre.  On  fo  einem  Jatte ' 
nun,  ber  fein  ^na(ogon  bei  iWeifati^en  fott>o^(,  aU  beim  ein» 
fachen  Ointegralien  ftnbet,  ^at  man  ba^i  jur  Umformung  twr« 
gelegte  3ntegra(e,  nac^  ber  @(ei(^ung  (8)  0}r.  36  Hü  erjlen 
S9>anbe(i,  in  eine  @umme  jn^eier  ju  jerfMen  unb  ben  einen 
burc^  3erfäÄung  gewonnenen  S^eil  t)orer^  ju  umformen ;  biefe 
3erfäaung  unb  Umformung  i^  bann  in  einer  ji^n(id)cn  ^ift 
))oriune^men,  b)ie  tvir  bei  bem  t>orbin  jum  ^n^alt  ^vorgelegten 
^«)»ot^etif(^en  befonbern  5att  fofort  mitt^eitcn  tperben.  SWan 
jerfdtte  im  befagten  breifat^en  Ontegralauöbrucfe  W  auf  z  be* 
jtlgUc^  Ontegration^operation  in  eine  @umme  {toeier,  Ut  eine 
inner  ben  ©renjen  —  1  unb  0  unb  bie  anberc  inner  ben 
©rcnaen  0  unb  +  1;  erfeßt  man  nun  im  erjlen  Ontegral» 
auöbrucfe  bie  Sntegrationöttariobie  z  burc^  —  z»  fo  ^ettt  ftd^ 
lai  @rgebni^  mit  gekbertem  Seichen,  ald  ein  inner  ben  ©renken 
0  unb  1  ju  toottjie^enbe  Integration  in  25ejug  auf  z  bar;  ut- 
einigt  mqn  .nun  nodb  btefeti  ju  bem  ))or^in  burc^  3erfättung 
gewonnenen  §tt)eiten  2^eile,  fo  ^at  man  ben  in  ber  cirirten 
0lr.  ^vorgelegten  $att,  Waü  namentlich  bie  Ontegrationifgrenien 


Digitized  by 


Google 


i»on  z  betrift,  tvteber  ^ergefleKt,  unb  babuc^  bie  oben  befonbet« 
^(cauiige^Dbene  @(^h)iettgfeit  befeitiget. 

3m  ftebenten  Kapitel  tverben  nic^Uineace  me^tdlte^ 
brige  ^tfetetiitalfuncttonen  me^cecer  Sanabeltt  in  ^jie^ung 
auf  3ntegrabitttät  uittcrfuc^t;  im  ^aüt  beö  ®intrcffenö  b«  je» 
beitmal  ft^  ^ecduü^iettenben  ^btngungtigleic^ungcn ,  tt)irb  aud^ 
bic  Ontcgtatiott  bctfetben  gelehrt.  ®«  jerfäÄt  biefe«  Äopitef' 
in  t)ier  «paragrap^e  folgcnben  Oo^alte«. 

§.  I.  3)ie  Unterfuc^ungen  biefe«  Paragraphen  betcefm 
bie  me^cgKebrigen  ni(^üineatcn  S)iffcrcniialfuiictipnen  jtoeiet 
Satiabebt,  bie  \tiodi  feine  ^6^ern,  aU  erjle  3)iffeceniiatien 
bet  SJatiabetn  enthalten.  —  Slad^  95orauj!f(%idung  ber  bcfotv 
beim  SÄÄCf  wenn  bie  ju  unterfuc^enbe  SJtjfcreniialfunction  uom 
jweiten  unb  britten  @rabc  (in  Sejie^ung  auf  bie  S)ifferenjiff= 
Ken  ber  SJariabetn)  ijl,  wirb  in  bet  9lt.  342  bie  .3>ifferen» 
iialfunctipn  uten  ®rabe£i  {toeiet  Saciabeln  in  ä^ejie^ung  auf 
3ntegrabi(it&t  unterfuc^t,  unb  bie  ^ebingung^gUi(^ung,  bamtt 
fplc^e  eine  unmittelbar  \)pr§erge^enbe  ^ntegralfunction  bcrfelben 
SJariabetn  unb  »om  (u— l)tcn  ®rabe  in  SJejie^ung  auf  bie  »if« 
ferenjialien  berfelben  iufaffe,  ^ergeflettt;  in  ber  barauf  folgcnben 
9lr.  343  biefefi  Paragraphen  wirb  bann,  bei  3ugrunbctegung 
ber  anfgeilettten  9ebingung£igleid^ung,  hit  Integration  ber  in 
SRebe  (le^enben  ©iffereftiialfunction  toottjogenj  —  unb  ba  jleKt 
jt^  bann  am  @(^(uffe  ^erauti,  bag  bie  unmittelbar  toor^erge» 
^enbe  3ntegra(function  einer  me^rgliebrigen  ni(^tlinearen  2)if= 
fereuiiolfunction  jioeier  93ariabe(n  t>pm  uten  @rabe  eine  %niaU 
\)pn  4  n(n+  1)  toiÄfö^rKc^en  6onitontcn  mitfö^rt. 

§.  II.  3n  biefem  «Paragraphen  werben  bie  3>ifferenjia(» 
functione»  breier  SJariabetn  Siücutirt ,  unb  jwar  tcbiglic^  bie. 
Dom  jtteiten  unb  britten  ®rabc  iri  25ejie^ung  auf  6ie  Äiffeten« 
iiatten  ber  Sariabeln.    Unter  ben  Srgebniffen  biefe«  «Para» 
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mP^^  ))ecbtent  boö.^erauiige^pben  p  »erben,  ba6  wenn  eine 
ober  meutere  @tb^m  aM  einem  69fleme  toon  ®lei(^ungen  ju 
eliminiren  i$  (tt)Qbei,  n>ie  ftc^  t>on  fetbfl  »erfleht,  bie  ^ja^I 
ber  erfiein  geringer  di  bie  ber  (entern  i^),  loelc^e  Gleichungen 
jeboc^  nW  unmittelbar  \>it  ju  eliminirenben  ®r6§en  fe(b^, 
fonbem  bie  partietten  2>iffereniia(quotienten  berfetb^n  Mdi  an> 
'bern  in  benfelben  Gleichungen  t>prfommenben  @r6^n  entölten, 
ba§  bann  bad  C£rgebni§  ber  Elimination  abweic^enber  95ef(^af< 
fen^eit  i%  alü  fold^eö  in  ber  ^nal^ftd  be{$  C^blic^n  allgemein 
angenommen  «wirb.  2)iefed  ^gebni^  Mt  it(^  burd^  ein  ^d» 
^m  unter  einanber  h>efentli^  t)erf(^iebener  Glei^ungen  tar, 
beren  ^nja^l  gr^ger  alü  Ut  Unterfc^ieb^ija^l  i^,  fo  bie  ^nja^l 
ber  \)orgelegten  Gleichungen  unb  bie  ber  eliminirten  Grafen 
barbietet. 

§.  in.  2)ie  aagemeinjie  3)ifereniialfunction  ^nrnten  Grabet^ 
mit  n  S^ariabeln  n)irb  ^ier  in  ä^e^ie^ung  auf  Ontegrabilit&t, 
ob  n&mlic^  folc^e  Ergebnis  ber  3>iffereniiation  einer  linearen 
2)iferenjialfunetion  berfelben  u  3[^ariabeln  iti ,  in  ber  man  ^it 
SHferenjialien,  gleic^tvie  in  ben  beiben  )>or^ergebenben  ^ta- 
grat>^en,  al£i  eonftante  Gr^gen  bebanbelt,  jur  Unterfuc^ung  t>orge<= 
legt.  —  9lad^  ber  9lr.  360  biefe«  ^aragrapb««  ^  man  au« 
einem  6#cm  \)on  i  u  (n+ 1)  Gleichungen  bie  je  n  )>artietten 
2)ifferen)ialquotienten  t)on  u  Grb§en,  im  Ganzen  fonac^  d^ 
partiette  3>ifereniialquotienten,  p  eliminiren.  3)a  nun  Ne 
^Injaftl  jener  toon  ber  3lnja^l  biefer  um  +  n  (u  —  1)  üb.ertroffen 
wirb,  fo  werben,  wie  fol^e«  fc^on  im  »or&ergcbenben  ^ra» 
grapfeen  bei  ber  2)ifferenjialfunction  brittcn  Grabe«  breier  95a» 
riabeln  gefc^a^,  eben  fo  biele  unbefannnte  Functionen  einge« 
«fö^rt;  woburc^  bann  fdmmtli^e  partieüen  S>ifereniial<)uotienten 
ttieil«  burc^  befannte  unb  t^eite  bur^  bie  neueingefi^^rten  un- 
befannten  Functionen  audjubrActen,  voit  folc^e«  bie  Gleichungen 
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(El),  (E2),  . .  (E„)  icigen,  mJgftc^  etfannt  wirb.  9Ju<  biefen 
©feid^ungcn  wirb  nun  in  9?t.  361  bic  in  Siebe  jleftenbe  (BlU 
mination  in  ganj  allgemeiner  SEBeife,  b.^.  unter  jeb»ebcr 
aSerfögung  über  ik  ganje  unb  pofttitoe  3a6t  n,  »ottiogen,  nnb 
i<ii  (grgebniß  biefer  gUmination  in  9lr.  362  burc^  bie  ®Iei= 
(jungen  (M),  (N)  .  .  (Q)  ftmboUft^  bargcjlettt.  S)iefe  ®lei» 
(jungen ,  bic  bie  partiellen  2)iferenaiarquotienten  fümmtlic^er 
neueingcfö^rten  Functionen  nac^  ben  primititoen  95ariabeln 
xi,  X2,  X3,  .  .  X.  ber  in  9lebe  ile^enben  S>ifferenjiatfunction 
2ten  ©rabeü  entsaften,  jtnb  in  ben  ©c^tußnummcm  bicfe^  <Ua» 
ragrap^en  för  iit  befonbern  9(nno^men  ii  =  2,  u  =  3,  11=4 
pr  Elimination  biefer  neueingefö^rten  Function  ^u  @runbe 
gelegt  toorben;  mit  tt>el(^en  ©rgebniffen  bann  au(^  bieSJebin* 
gung^gleid^ungen  ber  dntegrabilitSt  för  biefe  eben  em&^nten 
fpecietten  3>ifferen}ialfunctionen  jtoeiten  ©rabeö  erhalten  tt>or= 
ben  ftnb.  Ueberbief  i^  in  ber  9lr.  363  eigenet  noc^  unb 
jtoar  ganj  allgemein  gezeigt,  n^orben,  toit,  beim  Eintrefen 
biefer  S3ebingung£iglei^ungen ,  iit  unmittelbar  t>or^erge^enbe 
Ontegralftmction  jebeömal  ^erjuiletten  fei,  unb  U^  bicfelbe 
au(i^  iebeümal  eine  ^nja^l  t>on  i  n  (n  +  1)  n>illftl^rlid^en 
(Sonjlanten  einführt. 

§.  IV.  S)ie  Sifferenjialfunction  jebteeben  ©rabeö  unb  be» 
liebiger  Drbnung  einer  unb  mehrerer  Sariabeln  wirb  bier  §ur 
Unterfud^ung  in  ä^nlic^er  ^tiit,  wie  in  ben  brei  »or^erge« 
^enben  ^aragrapben  tjorgelegt,  b.  ^.,  in  wiefern  man  biefclbc 
ate  Ergebnis  einer  unmittelboren  3>ifferenjiation  ju  erflären 
berechtiget  fei.  a>er  Unterf^ieb  befielt  bier  lebiglic^  barin, 
H^i  ungleich  tok  bort,  aud^  Ut  3)iffereniialien  ber  Sariabeln 
variabel  fejlgefei^t  unb  baber  W  vorgelegte  Sifferenjialfunction 
aud^  bbbere  ®ifferenjialien  ber  SJariabeln  entbaltenb  vorauf!» 
gefeilt  würbe,    ^u^  bier  werben  nidbt  allein  \>it  S^ebingung«« 

Koaic,  SAf.  t-  Sut.  Ste^mnig.  ii.  "' 
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9leid)uogcn  t>er  Sntcgrabilttat  ^ergcflem,  fonbem  md^  itt  2Je- 
»eiff  totrt  bafeftfl!  fftt  boö  Umgefc^rtc  geführt,  bag  namKt^ 
beim  ©tatt^bcn  ber  S^ebingungöglcic^öngcn  btc  votgctcgte  2>if* 
fetcniialfunctton  in  ber  S^at  burt^  eine  einzige  ©ifferenjiation 
eotllanben]  fei,  tt>o  afebami  bie  J^eiilcÄung  ber  unmittelböt 
»pr^erge^enben  3ntegrolfitnction  ouf  ein  bereite  gettfitc«  «Prob^ 
lern  jtc^  rebucirt. 

S>af!  a<^te  Äojjitel  ber  3ntegrorre(^nung  bietet  3(n»en» 
bungen  ber  jwei»,  brei»  unb  me^rfac^en  be<limmten  Ontegro* 
Ken  bor,  \>k,  in  \)ier  «Paragraphen  abget^eift,  folgenbe  @e» 
genflönbe  betrefen. 

§.  I.  i^ier  werben  Functionen  einer,  j»cier  unb  mehrerer 
95ariabern  burc^  jwei»,  vier«  unb  mebrfac^e  beflimmte  Onte» 
graßen  auögebrödt.  2>er  SJorjug  biefer  S>ar#el](ung£ih>eife  ber 
^(tionen  t)or  ber  nad^  ber  Steige  von  Sa^lor  ober  SDla« 
ctaurin  bejle^t  barin,  la^  ttJÄ^renb  nac^  biefer  baö  ^ntettwtt 
Ui  barjujleÄenben  Sunctiont^eile«  nic^t  von  unferem  SJelieben 
abgingt,  ivUf^ti  nwt^  jener  immer  iuerfl  fe^gefleHt  unb  bor« 
nad^  auc^  au{$gebrö(ft  toerben  fann.  60  i^  man  ).  ^.  mittel^ 
beif  in  0lr.  391  begrönbeten  €>aiit6  jebe  Function  einer  oüge» 
meinen  @rb$e  för  alle  innerhalb  jioeier  bejlimmten  3a^(engr6$en 
fattenbcn  SBert^c  ber  le$tem,  Ut,  wenn  biefelben  nur  nic^t 
bie  Sontinuität^grenjen  ber  Function  öberfc^reiten,  ganj  beliebig 
fein  fbnnen,  barjuileßen  in  ber  Sage,  w^Uf^ti  offenbar  mit» 
teljl  beü  maclaurin'fc^en  2^corem£t  nie  erreid^t  tt>erben  fann» 
3)enn  abgefe^en  von  ben  F^en,  too  iai  maclaurin'f<^e  S^eorem 
ganj  unb  gar  unbrauchbar  iil,  'repräfentirt  hk  Steige  biefef$  S^eo« 
remö  Ut  betreffenbe  Function  för  alle  SBcrt^e  ber  allgemeinen 
@rbge,  för  welche  erjtere  convergent  ijl.  3(ufer  ben  ^auptfi^en, 
bie  \>ai  @nb}iel  biefeü  Paragraphen  ftnb,  entb&lt  berfelbe  nod^  eine 
ganje  9lei^e  VonJg)ölf(«fä$en,  mitteljt  beren  er<tere  erhalten  toorben, 
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unb  ober  beten  ^ebettttntd  mi  bem  nac^oldenbett  Sn^ol^ 
t)ec}ei(^mfTe  am  fc^nettfien  ^ufßdrong  erlangt  tverben  bötfte. 
$.  IL  %li  ^nlvenbung  ber  im  t>Dtatt£ige^enben  ^aragcop^ 
getoomtenen  6&l^e  ivtcb  in  biefem  bie  anal^tif^e  ^at^tUmq  ^f 
mifc^tet  Functionen  in  einigen  befonbetn  9Men  fotoo^I,  n>ie  ot«^ 
gan)  ottgemein  fi^t  eine  Variable  gezeigt.  Unter  ben  befonbem 
SSKen  t>erbient  folgenber  ^etaufSge^oben  ju  »erben.  3>ie  in 
9lr.  411  burc^  bie  ©leic^^eit  (fj  bargcjlettte  gcmif^te  %mt" 
tion  Don  x,  f(x),  ilettt  in  3ntertoatten  Don  je  ^,  im  ganjen 
SJereic^c  ber  reellen  SBert^e  »on  x,  obwed^felnb  ben  6inu« 
Don  X  nnb  ben  6oftnuö  Don  x  Dor.  %U  Folgerung  bicfer 
gemif^ten  Function  ftnb  bann  in  ber  barauf  fofgenben  9lr.  412 
Ut  ©ummenwert^e  ber  beiben  o^nc  @nbe  forttoufenben  Steigen: 

Sin.x  -I-  f  SioSx  -i-  \  Sin.  5x  -»- 

Cos.x  —  I  Cos.  3  X  -»■  f  Cos.  5  X  — , 

för  alle  reellen  SGBert^e  Don  x  feilgejleKt  toerben. 

§.  III.  SUlit  ^ölfe  berfelben  @ä$e  Hi  erjlen  «Paragraphen 
biefeö  Äapitelö  jtnb  im  Dorliegenben  einige  bcjlimmte  >5!ntegra* 
Ken  auögemittelt  unb  anbete  in  gegenfeitige  ?tb^ängigfeit  gc» 
bracht  toorben. 

§.  IV.  3n)ei*  unb  me^rfac^e  Sntegralien  mit  Dariabeln 
Ontegrationögrenjen.  —  ©Icic^wie  ber  Dorauöge^enbe,  enthält 
au(^  ber  Dorliegenbe  »Paragraph  eine  siemlid^e  5(n}a^t  befon» 
berer  ^dlle,  Ik  einjeln  imfolgenbcm  On^altöDerjetc^niffe  auf« 
geführt  ftnb,  unb  Dorjögli^  fragen  befc^lagen,  Ht  auf  bie  Oben» 
tität  Don  S)oppe|intcgralien  mit  ®oppeIfummen,  Don  breifat^en 
Omegralien  mit  breifac^en  ©ummen  u.  bgl.  m.  berufen.  3)ie 
Unterlagen  biefet  Stagen  ftnb  atterbingü  geometrifc^er  95efc^af»- 
fen^eit;  biefelben  |tnb  jebo(&  rein  analtjtifc^  bezaubert  »orben, 
unb  nur  im  95orbcige^en  gleid^fam  ijl  jebeümal  auc^  ber  gco» 
metrifc^en  SJebeutung  berfelben  ©rtoä^nung  gefc^e^en.  —  3>ie 
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Mbtn  6(i^(»§tt»minecn  biefeä  >ßara9ta))^en  bel^attbeto  enblid^ 
bie  J^erfiettung  bet  S)ifeceniiaIquotienten  be^immter  ein« 
fa^cr  fotoo^I  toit  me^yrfa^et  OntegraKen  nad^  einet  attge« 
meinen  \>on  bec  3ntegtatiQnd))atiabe(n  unabhängigen  @rbfe, 
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I8efeu(^tung  bet  aOgemeinen  (EtgebnifTe  bet  t)otl^ctge$enben 

^i.  an  einem  befonbetn  Sfatt »356 

©c^fußbemetfungen »357 
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/ 

S.  III.  aRe^rdnebttgeSXfftrenstalfunctionaiocIs 
ten  @tahii  t)on  n  fßaüabtin.    6eitc  257. 

C^tne  in  htt  Utbttfcgnft  an^ibtutttt  XXffetensialfunctton  wich 
5UC  Untetfuc^ung  in  Se^telung  auf  Sntegra&ilttSt  t>0(s 
flaegt !nr,  358 

S)a^  erfle  i^ge6ntß  ber  Untetfuc^uttd  (leOt  (14  butc^  etn 
S^llem  üon  j^  n  (n  -«- 1)  ©(ei^^ungen  5ac  ^  au6  btnm 
n.n  ober  n^  patütüt  Stffmn^lalquoHetiten  tton  n  un« 
befannten  Functionen  )u  eltminiren  ftnb »    359 

Se§ttf5  bief»  (ilfmtnaHon  metbcnf  n(ii  — i)  ®(d(^ttng<n, 
bte  tben  fo  t)feU  unbefannte  gfunctioncn  mitfürten/  ben 
©Utt^ungen  bet  t)or$etgc9enben  9}f .  beigegeben  unb  ge< 
otbnet  ^ufammengeHedt »360 

S)te  @Itmtnatfon;  \>cn  bet  tn  bet  diotttt)ot|etge|enben  mt. 
bte  9{ebe  toat,  toitb  in  t^ret  Sotolit^t  tooS^gen  unb  bai 
(Stgebnif  f^mboltfc^  sufammengefteat »361  —  362 

mi  ben  ^rgebmffen  bet  (eftten  iHt.  finb  bte  ISebingungt« 
gtelc^ungen  bet  3ntegtabt(tt^t  iebe^mal  fe§t  leicbt  (ets 
^ufleQen  mogltc^ ;  untet  aSotoui^feftung  etne^  ibentifd^en 
ISefle^en^  betfelben  toitb  bit  Qvi^tnh  bet  3ntegta(funcs 
tion,  unb  bit  9(tt  unb  SBßeife  biefetbe  p  et^alten  nac^« 
gewiefen •    ♦    <^    363 

ainwenbung  auf  bit  befonbetn  9allt  ii  =  2,  3^  4  •    .    «    ^    364  —  366 

Untet  ben  20  ISebingung«g(ei4ungen,  bit  bte  ^nnabme  n=4i 
batbietet;  bieten  btei  eine  metfmStbtge  Se^tebung  hu 
ben  fteben^ebn  ubtigen  bat »367 

Qin  befonbetet  %aU,  bet  fdnna^mt  n  =r  4  eatfptec^enb,  toitb 

nacb  ben  aUgemeinen  QSoefc^tiften  bebanbelt       ...»    368 

S.  IV.  9Re^tgliebtige2)iffetenMa(functi0nme9s 
\)etet  QSatiabeln  iebmeben  ®tabetf  unb  bes 
liebiget  Otbnung.    Seite  285. 

i^inlettenbe  S3emetf ungen  betteffenb  ben  9xab,  bit  jDtbnungd: 
unb  Afaffensa^l  einet  in  bet  Uebetfc^ttft  angebeuteten 
2)tffeten^ta(functton 369 

S)ie  aggenteinffe  3)i|fetensia(function  mtet  Otbnung  einet 
fBatiabtin  mitb  in  ^ejie^ung  auf  3ntegtabi(it£t  jut 
Untetfuc^ung  uotgeUgt ;  e6  metben  m  unbefannte  ^uncs 
tionen,  bit  in  ia),  eingefü^tt,  loeic^e  juleftt  beflimntt 
wetben,  unb  eine  S3ebingungdg(ei(bung ,  bit  etfle  bet 
©leidS^ungen  in  (6)^  batbieten 370  —  372 
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SBctm  Stattgaben  btt  auf^efieaten  fStbin^nn^iqUid^un^  mb 
M  3udtun&e(egung  btt  für  bk  unbefannten  m  gruncs 
tionen  gewonnenen  S3efitntmunden  roitb  bann  nad^^trok- 
fen,  baf  5te  t)Otde(egte  2)tffeten$taIfun€tton  ^^ibnif 
tjimt  unmitUlbaxtn  S)tfferen)tatton  einer  grunction  fei, 
welche;  mit  $ii(fe  btt  eben  erwal^nten  m  gruncttonen,  t)on 
5et  äntegratton  einer  integrabeln  linearen  S)ifferen^ials 
function  ab^än^i^  bargefJeflt  wirb  ....*••  !nr-  373  —  377 

Z)ie  fd^on  öfter«  erwSl^nten  m  Functionen,  vok  bk  gfotm 
ber  SSebingungdgleic^ung  ber  Sntegrabilit^t  ffnb  noc^ 
anberer  S)arfleaungdfornien  ftifj^ig 378  —  379 

dinmenbung  ber  aSgemeinen  ^rgebniffe  auf  einen  befonbern  graO.    »    380 

9ur  bk  Differen^ialfunction  ^o^erer  Orbnung  einer  btHimmUn 
Alaffen^a^t  k  jmeter  ^ariabetn  werben  bk  IIBebingung^s 
gkicbungen  ber  SfntegrabiHtift  fammt  ben  notbigen  ^ülf^t 
functionen,  bk  pr  Integration  berfelben  unttläflid)  finb, 
abgeleitet »381-382 

Q^  wirb  umgefebrt  nacbgewiefen,  ba^  btim  Stattgaben  ber 
in  ben  üorgergebenben  ^wei  9lrn.  abgeleiteten  ®(ei(^ungen 
bk  t)orge(egte  S)tfferenaia(function  notbwenbig  integrabet 
fei,  unb  3war  mittelfl  Integration  einer  lntegr<^beln  linearen 
S)tfferen5ia(function  mehrerer  ^ariabeln 383 

!ttnwenbung  ber  allgemeinen  Srgebniffe  auf  einen  befonbern  gfalT.    »    384 

3ufaninien(le(Iung  ber  (^rgebniffe  für  bm  aOgemeinflen  %aU 
ber  in  ber  Ueberfcbrift  biefeO  Paragraphen  angebeuteten 
Sifferen^ialfunction »385 

Sorftt^rung  tint6  befonbern  9aÜU  breier  ^atiabtin     .    .    »    386 

^c^teö  Kapitel,  ^ttmenbuttgen  ber  imx^f  btei  unb 
ttte^rfac^en  beftimmten  Sntefltalien*  @cite  331. 

S*  L  2)ar|}enung  t)on9ttn€tioneneiner  unbmebe 
rerer  SSariabeln  burcb  tßt^xfa^^  btüimmti 
3ntegr alten.    Seite  33i. 

(iinUitenbc  ISemerfungcn      387 

Sewddffi^rung  bti  Sa«e«,  ba9  sugleicb  mit  ber  ®Iei(bung 

A 

/  (p(x)  Cos.ax  dx  —  F(«) 
aud^  folgcnbe 

<p(x')  =  A  /*F(«)  Cos.x'a  da 

0 

befielt,  unter  gewiffen  Scfi^ränfungett  unb  9Robiftcas 
tionen  iebotb  ber  bier  Dorfommenben  atfgemeinen  3<t(^«n 
unb  @tS9tn , 388 
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©Uicgfan«  unter  ^miffm  Scfd^ranfungen  mb  9Robif!ras 
tiomn  beliebt  in^ltid)  mit  btt  ®Ietc&ung: 

A 

/  cpfx)  Sin.ax  dx  =  F'(a) 

a 

bte  fel^tnbt: 

(f(x')  =  J.  /'fY«)  Sin.x'a  da  .     .     .  91«.  389 

0 

Srold^^und^n  <>><^  ^^n  5^^<  ootau^Sefc^icften  6d(en  ^itr  Sc» 
grünbung  ctntget  untergeorbnetcn  @^(^e,  bte  juUftt  auf 
ben  5utc^  fofgenbe  (^(etc^^ett  au^geörucften ,  unter  eis 
gend  bezeichneten  {Reflrtcttonen  befle^enbcn  6a(  fiteren : 

9?(x)  =  X  J  J  g,(xO  Cos.a(x  -  xO  dx'  d«     .     »     390  —  391 

0     a 

9l(d  Srolge  bed  \)j)t^erge|)cnben  @a(e^  gc^t  and)  ber  folgende 
^ert>or : 

<rW  =  3^ /7*^CxOCos.«(x-xOdx'd«, 

0        .00 

wobei  }ebo(^  bfe  gfunctton  g^(x)  fuc  ade  iSBert^e  t)on 
x=:—  00  bid  x  =  -f-oo  continutrlt*  oerbleiben  muß    •  •  392 

fDlittelfl  bed  in  f^x.  391  aufgefleOfen  6a(e6  i(l  man  auc^ 
trgenb  ein  abgegrenzte^  3ntett>att  einer  ffunction  einer 
affgemeinen  ©roße  barzußeQen  im  Staube    •    .    •    •    »    393 

QSier  $u(ftff%,  benen  in  ben  9lrn.  388  unb  389  analog, 
werben  für  Functionen  jweier  aOgemeinen  ®rofen  abs 
geleitet <,    394  —  397 

3n  %olQt  bitfix  m'er  ^ulWä^t  werben  einige  untergeorbnete 
®£(e  zur  SarflcOung  \>oh  Functionen  zweier  QSartabdn 
abgeleitet <,     398  -  399 

3n  Solge  biefer  untergeorbneten  Solje  fteHt  |t*  folgenber 
^auptfaQ;  t^boc^  unter  gewiffen  9tef}rictionen,  begrün^ 
bet  l^eraud:   . 

<^(x,  y)  =  -1  SX^J,  ^(^''y')Cos.a(x.xOCos./?(y-y')dx'dy 'd«d/?  fflx.  400 

3n  Folge  cnbfic^  biefed  $auptfa|e^  ge^t  folgenber  §erau<: 

g)(x,y)  =r  J-/77  J  V%'»y')Cos.«(x-x')Cos./?(y-y')dx'dy'dad/?  , 

71^    0    0    -«-oo 

wobei  jeboc^  bit  Function  <jp(x,  y)  für  aCte  reellen  SBert^c 

t)on  X  unb  y  continuirlic^  t)erlleiben  muß  .    ,    *    •  9}r.  4oi 
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WtttlH  bed  $auptfa|ed  in  9lr.  400  tfl  man  aud^  ein  ab§u 
^ttniM  3ntctt>att  einer  ^umtm  iweter  ^atiabtln  ana« 
I^ttfdE)  an^udeben  im  6tan5e mc.  402 

aingabe  etned  ^gnltc^en  ^aupt:  unb  %olQtfaiti  für  gfunc« 

ttonen  breter  ^ariabeln »403 

9Iu(^  mtttelff  btefed  $auptfaQed  ff!  t'ebed  begrenzte  ^nteroad 

einer  Function  breier  SSatiabeln  ana()pttf(^  barfieObar    •    «,404 

S.  n.  2)arf!enung  gemifcbter  Functionen  but^ 
algebraifcbe  Summen  me^rfacber  Integra« 
Hern    Seite  366. 

Ueber  ibentifcbe^  üerfcbiebene  unb  gemif(bte  gfuncttonen  .    «    »    405 
SarßeQung  einer  gemtfcbten  Function  \)on  n,  bit  innerhalb 
ber  ©renken  o  unb  1  einerlei  mit  x^  unb  innerhalb  ber 

©renken  i  unb  2  mit  x^  einerlei  iü *    406 

93eriftcirung  bcd  ^rgebniffed  vorberge^enber  9}r.       ...»    407 

2)ar(leaung  einer  gemtfcbten  Function,  bit  für  bit  3n!ircben* 

wertbe  ^u  0  unb  J  t)on  x  mit  Sin.x,  für  bie  3»^* 

fcbenmertbe  ^u  ^  unb  tt  mit  Cos.x,  für  bie  3n><fcb<ns 

wertbe  ^u  tt  unb  ^^  mieber  mit  Sin.x  u.  f.  n).  übers 

einßimmenbe  (Refultate  barbietet 408 

3)arfleffung  einer  gemifc^ten  2function,  bit  für  bit  3n>if*ens 
mertbe  5U  0  unb  —  ^  uon  x  mit  Cos.x,  für  bie  )u 

—  ?  btd  —  TT  mit  Sin.x,  für  bit  ju  —  tt  bi^  —  V 

mieber  mit  Cos.x  u.  f.  m.  übereinflinimenb  i(l  *    •    •    »    409 
SarfleOung  einer  gemifcbten  %mition  uon  x,  bie  t)on 

—  i^TT  bid  -4-  iiiilTT  abwecbfelnb,  in  beh  Snterr 
DaOen  t>on  je  § ,  bit  grunctionen  Cos.x  unb  SiD.x  res 
pra'fentirt • ^    4i0 

S)at(leaung  berfelben  gemifcbten  Function  vorbergebenber  9lr. 
unter  ber  befonbern  ^nnabme  eined  unenbücb  großmer« 
benben  SBertbed  für  n 4il 

SHnwenbung  bed  (Jrgebniffe«  tjorbergegenber  ff\t.  auf  bit  Sums 

.  mation  einiger  trigonometrifcben  dtti^tn »412 

S>ai  Problem  ber  S)arf!eaung  einer  gemifcbten  gfunction  einer 

aQgemeinen  ®rofe  allgemein  gefaxt  unb  gelo6t      .    .     »    413 

9[ucb  gemifcbte  gfuncttonen  ^n^eter  unb  mebrerer  ^atiabtln 
finb  ana(i;)tifcb  barfleObar;  Erläuterung  burcb  einen  be« 
fonbern  gaO    • ^414 

§.  III.  S)ar(lenung  ber  SBertbe  beflimmter  Sn« 
tcgrafiennacbberfKbUit  ungern  et  bobe^menn 
fotcbc  aU  Functionen  ber  in  bcnfelben  t)or3 
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fommenbcn  aUgemetnen  ®toßcn  angcfc^cn 
wecken.    6tiH  396 

QxnUittnbt  Scmetfunden fHt.  415 

S)a^  6«fHmmt«  SnttgraU  f*e~""  d»  t0tr5  ol«  afunctton 

0 

btt  po(!ttuen  Sroße  z  angefe^en  un5  für  6fefe  iSevt^e 
bld$  anal^ttfc^  audgebrücft;  in  grolge  bat)on  ftn5  foh 
genbe  beftimmte  Sntegtaden  errntttelt  W0f5en: 

f  V-^  Cos.  bx  dx  ,     f  V-'  Sin.  bx  dx  , 
/V-*  Cos.Cbx'')  dx  ,     /  V-*  Siii.(bx')  dx  , 


f  x*-*Cos.bxlog.xdx.     f  x—^Sin.bxlog.xdx.     ^     HS 

3n  ä^nliö^tt  SGBeife   totrb  ))on   bem   befitmmten  3ntcgral< 

JSin.az 
— - —  e*"'*  dz ,  al6  Suntrton  bet  pofitben  ®t5f  e 

0 

X  btttad^ttt,  ausgegangen;  n>o  bann  f0(genbeS)oppeltntes 
gralten  btfkimmt  tvtxbtn : 

oo        eo  oe      CO 

Jr  Cos.axSin.az    i     .  ff  Sin.axSin.az     «  *     • 

J    *        «2  -t-  Z2  *     "  '      J     J  «2  -4-  Z2         •    Z     *     ^  ' 

0        0  0       0 

unb  f0(genbe  {Relation  begvünbet  wirb  : 

Ji   f*S'»Y* 
Arctang.bx  Cos.ax  dx  = I ^  ^^  ^^*  ^^'^ 

0  0 

!Bon  btt  Function  bet  poftttüen  ®cofe  x,  namUd^  uon 

/   e""**  —  ^  auSge^enb,  gelangt  man  auf  We  9lefattoncn: 
1  5& 

oo  «o 

JA                    /*             *         *1 
Arctang.bx  Cos.  ax =^  t  I     ®    **     > 

0  i 

ee  .    oo 

J     log.(l+b2x2)Sin.ax^  =  ;r  J     e'^"'  ^  , 

0  "  1         ' 

wte  auf  bit  SBefHmmungcn  folgenbcr  3ntegraKen : 
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b 


f      ,       '  .—,     f       Z^"   H      .  ^  Sn».  418  -  419 

■ 
a(d  SfuncHon  bei;  poftHuen  ®toße  x  au^gebvScft  unb 
jur  (^r$te(und  OK^rmt  tnteteffanten  fRtlatmtn  6enuQt.     »    420 
3n  einet  6et  in  \)Ot§etö«&en&et  Sfi«.  aufgefleßten  9«eIattonen 

Wirt  <3p(ä)  ==—;==  angenommen,  welche  Söfnna^me 
bie  Sefh'mmung  folsenber  3ntedralten  §er6etfu&tt : 

J/y'i-<-xg-i-a\       dx  /•*  /       a       \       dx 

0  0 

J  '"g-(!-aCoI:x)c^'    f   Arctang.(aCos.x)^. 

0  0 

1  . 1 

J/i-4-aKl— x2\     dx  f  , dx 

'Ai=^Y^)tS^'    J     Arctang.(a|/l-,.)_. 

A  A 


T  T 


0  0 

9ln5ete  ^n>et  !N[nna(men  über  bk  ffnntHanen  <p(z)  fugten  auf  ' 
Intereffante  HBe^te^ung  unter  bt^immtm  Sntegtalten  ))<r= 
((fetebener  gfotmen      *♦.*....•..  Sf^j;.  422  —  423 

S)fe  In  belben  tJor§etge|>en6en  tfltn.  gewonnenen  ISejte^ungen 
fugten  \>iil  angemelnere  gerbel,  Me  5te  folgenben  bes 
fiimmUn  Sntegralten : 
1 

J/l-4-a^l^cgxg\  1— Ax2 
^^*  \1— a|/l— C2x2/  (1— C2x2)  1/ 1=^2  |/l— C2x2 
0 

J  ^     \1/1--C2x2— a^/    |/l— x2  |/1-C2x2 

0 

/, 1— Ax2  .     , 

Arctang.(a  1/1-02x2)  ^,^,,,,^^^=1^ y^zf^,  ^^  ' 


0 
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1 


0 

üon  anbcrn  mtnbn  camplkftten  in   Otb^^ngigfett  uet« 

fcften Snt.  424 

S.  IV.  lieber  jtoet:  unb  mtf^t^ad^t  ^nttqtalitn 
mit  \)atta6eln  ^ntegratton^gren^en.  Seite  433. 

@inUtten6e  fflemerfung ' 425 

S>a6  S>opptUnUqtalt: 

A      X' 

/    /    (3p(x,  y)  dy  dx  ,  ^ 

a        X 

190  a  unb  A  cooftante  ®tS^tn,  X  un5  X'  gfimctionen 
t)on  X  finb,  ivftb  in  ein  mit  conflanten  Integration^: 
grenzen  »erfe^ncd  S)oppcIintegra(e  umgefeftt      .    •    .     «    426 
Anwendungen  5iefe^  adgemetnen  ^ecfo^ren^  auf  bit  ^mef 
S)oppe(integra(ien : 

J     J  <;p(x,  y)  dy  dx  ,     J    J  (jc(x,  y)  dy  dx 

aiuf  2)oppeIintegraIien  mit  \>arta6e(n  3ntegration«gten)en 
n>irb  man  geführt;  n>enn  erflece  9teprä'fentantcn  üon  2)op: 
pelfummen  flnb .,    428 

<5in'„^foI*e6  q?ro6lem  i(l  folgenbed:  S>a$  Soppelintegrale 
X  /  gp(x,y)dydx  foß,  al6  S)oppeIfumme  aufgefaßt, 
über  f^mmtlic^e  reeOen  DBßert^  üon  x  unb  y  an^gebe^nt 
merben;  bit  in  bit  Function: 

x2  y« 

gefeilt,  berfelben;  mitbegriffen  ben  muHmert^,  nur  ne^ 

gatiüe  SGBert^e  beilegen »429 


427 
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SptmUfitunQ  btt  Sfunctton  €p(yt,  y),  n>obuc4)  hxt  CXuabcatut 

bix  <^atpfe  erhalten  wirb Snr.  430 

^xotiU  @p(cta(tffvund  5etfe(bcn  Function  cf.{x.,y),  bte  Me 

^lanirun^  5e^  5rdac6ftgen  ^Qtpfotb^  be^ivectt  .    .    •    i»    431 

Crtn  ^toetted  ^roMem,  ivo  eine  Soppelfumme  bnvc^  ein  S)op« 
peltntegrale  mtt  ))artabe(n  ^ntegvationOgrenscn  bargefleQt 
tp«6,  ift  fotgenbed :  a)ad2)oppeImt<grole  ff(p(x,y)dydx 
foQ  übet  bte  veeOen  SBert^e  k)on  z  un5  y  aui^tbt^nt 
werben,  bte  bet  %umtion: 

X2  y« 

f(x,y)  =  — --^  -  1> 

mft6ed«ffen  ben  Sfluawert^;  entroeber  bloß  poflHoe  ober 

bloß  negattve  {RefuUate  beUegen    ........    432 

S)te  ^meifac^e  Stellung  bed  tn  ))orandegenber  9lr.  bt^mbtlttn 
^vobUmd  fu^rt  auf  folgenbe  ^ivet  (Relationen  unter  S)ops 
pelintegralien : 

f   J  F(x,  y)  dx  dy  =  J  J  F(x,  y)  dy  dx  , 

CO        00  oe  a« 

r  J  F(x,y)dxdy  =  J  J-         F(x,y)dydx 


433 


Die  aOgemetnen  (StgebnifTe  ber  beiben  tjor^ergegenben  !nrn. 

auf  bte  Ciuabratur  bet  ^^^parbei  ^ur  ^nmenbung  gebracht    »    434 
(itn  britte^  Problem,  ben  beiben  bereite  niitget|^ei(ten  analoge 

ift :  S>a6  3)oppehntegtaIe  /  /  g(x,  y)  dy  dx  wirb  ober 

bit  reeOen  SBert^e  uon  x  unb  y  au^gebe^nt;   bte  ber 

Sfunction : 

f(x,y)  =  y2-px, 

mitbegriffen  ben  üluOioert^;  entmeber  nur  negative  ober 

nur  pofttioe  diifüUatt  betlegen      /,    435 

Z)ie  stoeifac^e  ^luffaffung  be^  in  t>orangc^enber  9)r.  bebans 
belten  ^roblem^  füt^rt  auf  folgenbe  9te(ationen  unter 
S)oppe(integra(ten : 
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f      /      F(x,y)  dy  dx  =  /    /'*      F(x,  y)  dx  dy  , 

0  0  0       1      . 

/    /      F(x,y)dydx  =  /        /    F(x,y)dxdy, 
/"/    'F(x,y)dydx  =  /"/    F(x.y)dxdy, 

0       0  0      M     . 

tote  auf  etne  ®lt\d^^tit  pr  S)ar(lc(Iund  einer  für  alle 
reelTen  SBett^e  5et  aUgememen  @tSft  tontinuulxd^m 

Srunctton 9tt.  436 

3ntetpretatton  eined  3>oppeHntegra(d  mit  üatiabeln  ^nttqta* 
tion^Qunitn ,  wobntd^  fol^enbe  9le(aHonen: 

a  -  my  ma  a 

S    S    "pC^'Y^   dx  dy  =  /  /  q)(x,y)   dy  dx , 

0  *0  0    X 


ma  m  >    <»« 

I  I  y(x,  y)  dy  dx  =  ^  /  gc(x,  y)  dx  dy , 

tote  ttoc^  itic^reve  anbete  erhalten  morben  finb »437 

S>a6  bretfac^e  integrale: 

A       X'      f'(x,y) 

JT    J     J        gp(x,y,z)dzdy  dx, 

a  X       f(T,y) 

WO  a  unb  A  conflante  Oroßen,  X  unb  X^  gfuncttonen 
oon  X,  f(x,y)  nnh  f  (x,  y)  gfuncttonen  oon  x  unb  y  ftnb^ 
wirb  in  etn  analOQt^  unb  aequtoaUnte^  mtt  conitanten 

Sntegrattondgtenien  umgefeQt »438 

SIntoenbung  be<  aUgemetnen  ^etfa|ten<  auf: 


I       I  I  ^(x,y,z)dzdy  dx  . 


439 

0         0  0 


£GBenn  etn  bretfac^ed  äntegrale,  a(d  btetfac^e  Summe  auf« 
gefaßt  lotrb,  mtib  oerlangt :  baS  ba6  bretfac^e  integrale 
f  f  f  gn(x,  y,  z)  dz  dy  dx  fÄmmtlfd^e  teette  SBevt^e 
oon  X,  y  unb  z  befd^Iage,  bte  In  bit  gfunction: 

f(x,y,z)  =  —  -*-^-.._-l 
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QtU%t,  httitlhtn,  btn  inudwert^  tmtbcgttffdt  nuc8?es 

fuCtatc  mit  nedattt>cn  3^^^^  btiitQtn Ult.  440 

@ptdaii^mQ  htt  ffuncHan  (p(ii,  y,  z)  in  Mr^etgc^eiibet  9lr. 
1)  für  5ie  Aubtrung  eine«  btciac^flgen  ^flipfoib6  ;  2)  ffir 
bte  Sefltmmung  5er  Sr^g^ciMmomente  bc^feCben  ^aips 
fotb«  um  Me  5ret  ^auptad^fen  5e<felben;  3)  jur  (2lu5: 
mtttdund  einer  gfunction;  deren  partteQe  Sifferen^iaU 
quotienten-  beaugiic^  drei  in  berfelben  üorfommenben 
®rof en  bit  mttaftion  biefed  Craipfoibd  auf  einen  q^unft 
t)or(lenen «    «     «,    441 

Ser  unter  III.  ber  Dor^erge^enben  f^t.  bt^anbtlH  9aU,  nad) 
einem  üon  S)irt4(et  mitget^etUen  !8erfal^ren,  auf  bk  9Iu5s 
mittelung  eined  fünffachen  beflimmten  3ntegra(5  juriicfs 
aebra*t <,    442  —  443 

{Rebuctton  bed  bretfacben  3ntegra(tf: 

+^  +«  +« 

S    S  S   g>{i"(Ax2-«-By2-*-Cz2^2Dx-f-2Ey-f-2Fz-VG)}  dxdydz 

.00      .00     .CO 

auf  ein  einfac^ed  beflimmted  Sntegrale  einer  ^atiabtln.    »    445 
Crnblic^e  3urS(ff{i$rund  bed  in  ff\u  441  gewonnenen  f&nf« 
fachen  3ntegra(d  auf  ein  einfac^^  befHmmted  ^ntt^talt 

einer  ^atiabtln ....<,    446  —  447 

Segrfinbung  ber  ®(ei(^^eit: 

•  I  d.a)(x,«)  j         dA       ^A      ^       da     ^  «*,*.« 

a 

SJegrunbung  S^nKc^er  (SUid^^tittn  fSr  jmeis  unb  breifac^e 

Sntegralien Sflr.  449 
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^ie  S>iffeteti}ialtedbtiuti9« 

Streiten  Sl^eiUd  ttfit  ^ht^Mun^. 

©ritte«  ^avittl 

JBifferetijiation  fcet  Functionen  jweierunb 
mct)reter  Sariabeln. 

247.  9((Keö,  waä  in  6er  Einleitung  jum  etflen  Steile  aber 
Functionen  einer  adgemeinen  @tö^e  mitget^eilt  würbe  ^  lä'ßt  fid)  mit 
geringen  3lböinberungen  anä)  auf  Functionen  mit  jwei  unb  mebrern 
allgemeinen  ©röfen  auöbef)nen. 

I.  S)er  in  ben  9lrn,  1  unb  6  mitgetf)eilte  Segrijf  einer  FuncKon 
lautet  nun  wie  folgtet 

Sebe  algebraifc^e  93errid)tung  mit  mef)rern  allge? 
meinen  ©rö^en  x,  y,  z,.../  bereu  2Bert^  t)on  ben 
SBert^en  biefer  allgemeinen  ©röfen  abhängig  ifl, 
wirb  eine  Function  biefer  allgemeinen  ©röfen 
.  genannt 

3e  nacfebem  bie  algebraifd^^n  SJerric^tungen  mit  ben  affgemeinen 
®röfen  enblid)er  ober  unenbüd)er  9(njaW  finb,  nennt  man  gleich 
wie  bei  einer  aögemeinen  ©rbfe  biefe  F^wction  algebraifd^  ober 
ttanöcenbent* 

5{ttd)  bie  Sejeicftnung  ber  F«tt<Jrtonen  bleibt  biefelbe,  wie  im 
erflen  Sbeite.    0o  fteöt  man  unter: 

fRaaU ,  3)tff.  u.  3«t.  «ed&nung.  n.  J[ 
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wo  ixt  auf  i(i6  gunction^aeic^en  F  fotcien^en  aögemeinen  ©rößcn 
iuvdt)  Äommata  gefontert  jttt^,  irgend  eine  gunction  itv  aügemeinen 
©rö^en  x,  y,  z,  _  ,  iax ;  eben  fo  inxdj : 

f(x,  y,  z, . . .)  1  v^C^,  y»  'v  •  •  •) .  '/  (*/  y/  z,  • .  •) 
onbeve  Functionen  berfelben  attgemeinen  ®r6fcn. 

II.  Hud^  bev  Segviff  ber  Kontinuität  ift  bei  Functionen  Don 
me()r  benn  einer  attgemeinen  ®rö^e  berfefbe,  oXi  fotcftev  bei  einer 
attgemeinen  ®röße  9lr.  14  unb  15  fe(lge(lettt  worben ;  bie  Sontinui» 
tätögrenjcn  aber  fönnen  für  bie  Derfdbiebenen  affgemeinen  ®rößen 
ung(eid)  fein.  .  @ö  fann  j.  S.  einer  Function  awcier  attgemeinen 
®rö^en  x  unb  y,  für  bie  attgemeinc  ®r6pe  x  innerhalb  ber  @rcnj« 
wert^e  a  unb  b,  hingegen  für  bie  aügemeine  y  innerf)alb  a'  unb  b' 
continuirlicfe  fein.  2Benn  fonad)  eine  folcl)e  Function  ber  Operation 
bed  2)ijferenjirenö  unter jogen  werben  foB,  bann  ift  biefed  für  jebe 
attgemeine  @rö^e  ober  93ariabte  nur  im  Sereic^e  ber  i()r  entfpre« 
c^enben  Sontinuita'tdgrenjen  gemattet 

III.  9tucl^  bebatten  wir  ben  im  erflen  S^eil  aufgeflefften  begriff 
Don  S)iöcontinuitä't  einer  Function  bei;  ncimlicl),  wenn  eine  Function 
mehrerer  attgemeinen  @rö^en  bei  einer  unenblid)  Meinen  Su«  ober 
3lbnabme  einer  ober  mehrerer  biefer  attgemeinen  ®röfen  eine  un« 
enblidb  gro^werbenbe,  ober  aud)  nur  eine  enblidje  9lenberung  bed 
SBertbeö  erteibet,  bann  wirb  bie  Function  in  biefem  äWomente  eine 
bit^continuirlidb^  genannt.  3m  le^tern  %(iüz,  wenn  nämlict)  bie 
9(enberung  ber  Function  enblicfeer  Sefcftaffenbeit.  ift,  werben  wir 
biefen  Sujlanb  ber  S)iöcontinuitat  burd)  ^in  oorgefefeted  enblid) 
nod)  ndber  bejeidbnen* 

5(tteä  anbere,  bie  Functionen  mehrerer  93anabefn  audf(!)tießlid) 
betreff enbe,  Derfparen  wir  auf  gefegentUdbe  ÜJlittbeifung,  unb  über« 
geben  fcl)on  in  ber  nä'd)ilfoIgenben  fJlr.  jur  (gntwictelung  unb  5(n« 
gäbe  ber  JKegetn,  Functionen  mit  mebrern  attgemeinen  ®röfen  ober 
95ariabetn  ben  Operationen  be^  S)ifferenjirenö  ju  unterjieben, 

248,  93Jir  beginnen  mit  bem  einfacfeften  ^aüz,  mit  einer  Fniw* 
tion  jweier  attgemeinen  ®r5|ien  ober  aSariabeln  x  unb  y.  —  ©ei 
biefelbe  bur(^  f(x,  y)  oorgeftettt,  unb  ber  Äürje  wegen  burd)  ben 
einen  Sud)ilaben  u  angebeutet;  fo  baf  man 
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u  =  f(x,y) 

l)abe;  bann  bieten  (td)  im  Sereid^e  jener  QBert^e  Dbn  x  unb  y^ 
für  bie  nod^  u  conttnuirlid^  Derbfeibt;  fotgenbe  ajlomente  jur  (tt'ix^ 
terung  bar,  bie  bie  t)erfd)iebenen  ®e|tcl)töpunf te ,  unter  benen  eine 
fofd)e  Function  u  ben  Operationen  beö  SE^ifferenjirendunteraogen 
werben  fann,  feftiletten. 

a)  S)ie  Srmittetung  ber  unenblid)  fleinwerbenben  5(enberung  pon 
u^  wenn  x  bie  unenbKd)  Heinwerbenbe  Slenberung  cj  ober  dx 
erleibet,  y  hingegen  unDera'nbetlid)  ober  con^lant  bleibt 

b)  2)iefetbe  (grörtetung  unter  ber  genau  entgegengefel^ten  5(nnabme; 
b,  I).,  wenn  y  eine  unenblid)  Meinwerbenbe  5(enberung  w'  ober 
dy  eingebt,  bie  unenblid)  fleinwerbenbe  9tenberung  t)on  if  ju 
ermitteln,  fatl^  x  atebann  conftant  gebad)t  wirb. 

c)  Snblid)  bleibt  nocfe  bie  unenblic^  fleinwerbenbe  9(enberung  pon 
u  anjugeben,  wenn  x  unb  y  jugleid)  bie  refpeftiüen  unenblicfe 
Heinwerbenben  ^lenberungen  w  unb  w',  ober  dx  unb  dy  eingeben. 

3n  iebem  biefer  gaffe  wirb  bie  unenblid)  fleinwerbenbe  5lenberung 
Don  u  baä  S)ifferenjiale  t)on  u  genannt;  unb  um  möglid)en 
SWiföerftänbniiTen  üorjubeugen,  wirb  baöfelbe  ip  ben  jwei  erflen 
partielle^,  im  britten  unb  leisten  ()ingegen  totaleö  2)ifferenjiale 
genannt.  00  wirb  im  gaffe  a)  baö  partieffe  S)ifferenjiale  üon  u 
nac^  X,  im  gaffe  b)  ba^  partielle  S)ifferenjiale  Don  u  nad)  y.  unb 
im  gaffe  c)  enblid^,  bad  totale  S)ifferenjiale  t)on  u  nad)  x  fowoftl, 
aK  md)  y  verlangt. 

S)ad  partieffe  S^ifferenjiale  Don  u  nad^  x  beuten  wir  burd)  d.u, 

X 

iai  mn  u  nac^  y  burd)  d.u  unb  iai  totale  Sifferenjiale  oon  u 

y 

burd^  d.u  an.  3ur  ^erfteffung  biefer  breierlei  S^ijferenjialien  geben 
wir  fofort  in  ber  nÄd)ilfolgenben  9lr.  aber* 

249.  ßaffen  wir  in  ber  in  öorange^enber  9lr.  au  ©runbe  ge* 
legten  gunction  bon  x  unb  y,  nämlid^  in  f(x,y),  bie  affgemeine 
®röfe  X  in  x+w  äberge^)en,  belaffen  aber  y  ate  (Jonftante;  fo 
nähert  .(td^,  nad)  bem  gunbamentalt^eorem  in  9lr.  16  U6  erften 
S^eiled,  ber  ©renjauöbruct/ 
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wo  iai  ®ten}}ei(i^en  auf  tad  mtnUiäft  ^bne^men  k)on  u)  Se^ug 
tiat,  im  Sereid)e  jener  9aBert()e  öon  x,  für  Me  f(x,y)  conttnuirad) 
t)erbleibt,  einer  neuen  gunction  t)on  x  (tie  aud)  y  enthalten  fann), 
Me,  wie  am  angeführten  Orte,  abgeleitete  ber  gunction  f(x,y) 
mä)  X  genannt  unb  burd): 

d.f(x,y)        .       du 
dx  dx 

angebeutet  wirb.  —  S^iefe^  Doraudgefefct,  ^at  man  jur  SefHmmung 
beö  particIKen  JE)iffereniiate  Don  u  nad)  x,  ober  be*  ©pmbote  d.u, 
bie  ©leic^ung: 

d.ii  =  -i —  dx. 
«  dx 

5lud  a'ftnlid)em  ©runbe  ftat  man  jur  Seftimmung  bed  partietten 
2)ijferenjiate  t)on  u  nad)  y,  ober  bed  ©tjmboW  d.u,  bie  ®Iei(^ung: 


wo  alfo  bie  5tugbrflcfe: 


du  du 

dx  dy 


bie  abgeleiteten  Functionen  ber  Function  f(x,y)  ober  öon  u, 
erftere  nad)  x  unb  (elftere  nac^y,  Dorftetten. 

S)iefe  ^Tlu^briide  werben  aud)  aud  leidet  ju  erfebenben  Orünbcn, 
partielle    !E)ifferenjiatquotienten   ober   S^iffercnjiat 

coefficienten  ber  Function  u  genannt,  unb  jwar  wirb  -jj  ber 

partiene2)ifferenjialquotient  pon  u  nad)  x,  unb  ^7"  ber 

partielle  2)iffcrenjialquotient  pon  u  nad)  y  genannt; 
iener  wirb  gefunben,  inbem  man  in  u,  ober  in  f(x,y),  bie  att^ 
gemeine  Oröße  y  aK  Sonftante  beftanbelt,  unb  lebiglid^  ben  ä>iffe« 
renjialquotienten  Pon  u  nac^  x  fucfet;  biefer  hingegen  wirb  burc!^ 
bad  ©egent^eil  ^iepon  gefunben ,  nämlid)  x  wirb  aW  Sonftante  be« 
ftanbelt,  unb  pon  u  wirb  ber  2)ifferenjialquotient  nad)  y  ^ergeflettt. 
entliefe  jur  öefUmmung  iti  totalen  2)iffereniiaÖ  pon  u  über« 
gefeenb,  laffen  wir  tn  ber  vorgelegten  Function  f(x,y) 
X  in  X  -^  CD,  unb  y  in  y  -*-  w' 
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fl&etgeben,  unt  nel)men  bann  Un  Unterfcl)ieb  tiefer  ^eÄttbetten  Function 
unb  bet  Uffprfln9(td)en  f(x,y);  ober  Diefmebr,  wir  nel)men  ben  ©renj» 
wert^  biefeö  Unterfcl)iebed  unter  ber  Slnna^me,  w  unb  w'  feien  öon 
einanber  unab()a'n9i9e  unb  unenbtid)  H?inwerbenbe  ©röfen:  bann  ift 
iai  Snbergebni^,  ia6  eine  unenblic^  Meinwerbenbe  ©röfe  tjorftejlen 
muf ,  wenn  anberö  u  nodö  im  3uftanbe  ber  gontinuiWt  gebadjt  wirb, 
baö  verlangte  totale  S^ijfierenjtale  t)on  u. 
S)iefem  jufolfle  bat  man  bie  ©leidöung: 

d.u  =  Liin:    \  f(x'*-o} ,  y-t-o)*)  ^f(x,y)  \  , 

bie  mit  ieber  ber  nun  fofgenben  jwei  ©feid^ungen: 

d.u  =  Lim:  CO   j  ^C^"^^ .  y^^^-O  -  ft^.'y W)  j 


d.«  =  Lim :  CO'  j  fC^t"^.  ^^^^0.  "   ^^"^"^^^  j 

gleidbbebeutenb  ift. 

S^iefe  jwei  ©teid^ungen  ge^en,  nad)  bem  wa6  oben  über  partieöe 
S)ifferenjialquotienten  mitget^eilt  worben,  in  folgenbe  über: 


d.ti 


_       d.  f(x,  y-fcuQ  d.  f(x,y) 


CÜ' 


dx  dy 


dy  dx 

fubtra()irt  man  biefe  t)on  einanber,  fo  ergiebt  (td^  bie  ©teid^ung: 

t  d.f(x,y-f-ft,0        d.f(x,y)  I              id.f(x-i-w^)       d.f(x,y)  j 
^-^'^i di di— (-^    i        -d^ d^— (' 

bebenft  man  nun  ben  Umftanb,  bie  ©rö^en  m  unb  w'  (tnb,  bie  Se« 
fd[)rä'nfung  aufgenommen  unenblid^  fleinwerbenbe  ©röfen  Dorjufteffen,. 
in  ieber  anbern  SBejiel)ung  burd^aud  witlfiibrßd^  unb  an  feinen  gegen» 
feitigen  3ufammen^ang  gebunben,  bann  fann  bie  le^te  ©leidbung 
nur  infofern  Seflanb  ^aben,  a(g  man  folgenbe  ©Ieid)ungen 

d.  f(X;y>f-ft>0    _    d.f(x,y)       d,  {(x-^-o),  y)   _    d.  f(x,y)     , 
dx  dx        *  dy  dy 
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fefljleöt*),  TOObutd)  iam  jebe  ber  bciben  Dorfter9?^)enben  @Ieid)un:^ 
gen,  wenn  w  burc^  dx  unb  w'  burd)  dy  crfel^t'wirb,  auf  folgenbe  fö^tt: 

dx  dy 

ober  aud)  auf: 

-  du     ,  du    .  .., 

'*"  =  "dr^'"*"-d7^y'  (A) 

WO;  wie  oben  bemetft  würbe,  -^  ben  partietten  J^ifferensiatquo* 

du 

tienten  Don  u  nad)  x,   «^i^  17  l^^»  partiellen  ^ifferenjialquotten* 
ten  üon  u  nacfe  y  üorjlettt.  ^ 
9Ran  ^at  a(fo  and}: 

d.u  =  d.u  -*-  d.u, 

aud  we(ct)er  @leicl)ung  wir  folgenbed  Sbeorem  )ur  ^erfieQung  bed 
totalen  S^ijferenjiatö  einer  Function  u  jweier  aSariabeln  x  unb  y 
gewinnen:  ^a6  totale  I)iffereniiaU  einer  Function 
jweier  95ariabeln  ift  ber  ©umme  ber  partiellen  2>iffc» 
renjialien  biefer  Function,  nad)  jeber  ein}elnen  ge» 
nommen,  gleid). 

250,  ®urd)  analoge  Setrad)tungen  unb  ©dölöfie,  wie  folcfte 
in  ber  Porangel>enben  9lr.  jur  3lnwenbung  gebrad)t  worben,  folgert 
man,  wenn  f(x,y,z,...)  irgenb  eine  5««ction  ber  93ariabeltt 
X,  y,  z, . .  .  tjorflettt,  bie  ber  Äörje  wegen  burd)  u  angebeutet  wirb, 
bie  ©leic^ung: 

1  du    ,  du    ,  du    ,  ^, 

d.u  =  — dx  +  ^dy-i-— dzH-  ..  ,  .;  (B) 

bie  bad  totale  SE^ifferenjiate  Don  u  repri'fentirt,  in  ber  bie  3(udbrä(te: 

du       du       du 
dx       dy       dz 

*)  ffllan  bürftc  3.  95.  nur  Mc  ^Inna^me  0»'  =  yo)  treffen ,  fo  ^ebt  man 
baburcb  b{e  uiterl^ßltcbe  (^tgenrguoiltcbfelt  btefer  ®roßen,  unenMicb  fletnwets 
bcnb  5u  fein;  ntcbt  auf,  unb  bte  t>ortgc  burcb  ®u6traftion  gewonnene  ®Uu 

d)ung  bietet  nacb  SBeglaflFung  btt  gemetnfcbaftlfct^en  8faftor6  V^'bie  )Wtt  fo 
eben  gefolgerten  ©leic^ungen  bar. 
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ber  Ocbnuttg  nact),  Me  partiellen  S^ifferenjiatquotienten  Don  u  nacft 

X,    y,    z,    ,    .    , 

üor(lellen,  ?luö  biefer  ©leicbung  entnimmt  man  bie  ^tllgemein^it 
beö  Sluögangö  Dor^er9ef)enbev  9lr.  aufgehellten  Sfeeotemö,  na'mlidö: 
iaä  totale  $E)ifferenjiale  einer  gwttction  iebwebet  9ln* 
jal)T  t)on  93aviabeln  ift  ber  0umme  ber  partiellen  S)if= 
ferenjialien  bie/er  Function  nad)  ieber  SJariabeln 
genommen  gleid)/ 

S)aö  2)ifferehjiren  einer  ^wnction  mehrerer  93ariabeln  erfd)eint 
fonac^  auf  bad  einer  93ariabeln  jurucf9ebr4d)t 

251.  S)ie  in  ben  amei  öoran9efd)ictten  fJlrn.  ein9efijl)rten  par= 
tiellen  S)ijfercnjiaIquotienten  werben  im  5(ll9emeinen  Functionen  ber 
urfprünglic^cn  93ariabeln  x,  y,  z, .  .  .  fein  (2;i)eorem  in  9lr.  16), 
unb  f önnen  fonad)  abermaligen  S)ifferenjiationen,  partiellen  fowol)l  alö 
totalen,  unter jogen  werben. 

fiaffen  wir  ber  (Jinfad^^eit  wegen  u  nur  eine  Function  breier 
aSariabeln  x,  y,  z  fein,  unb  fefeen  Äürje  falber 

du  du  du 

fo  beliebt  nact)  ber  Porangel)enben  9lr.  bie  @leld)ung: 

d.u  ==  uj  dx  *4-  U2  dy  -+•  uj  dz  ^  (a) 

unb  ani  gleicl)en  ©riinben  aud)  fölgenbe  brei  ®leid)ungen : 

,      dui  ,     du|  ,     dui  , 
d.u,  z=  — p-^  dx  -h-   -^-^  dy  -»-  -- —  dz , 
dx        dy  "^  dz 

,      dU2  j     du2  j      du2  ,    V 

d.„,  =-^  dx  +  __  dy  H-  -^  dz,  >         (b) 


,      du3  ,     du3  .     «loa  j 

d.U3  =  --j^-  dx  -^  '—'  dy  -i -p^  dz  ; 

dx        dy        dz 


./ 


mitteilt  welcher  wir  in  ber  folgenben  9lr.  baö  totale  jweite  S)iife- 
renjicile  Don  u   l)erftetten  werben. 

Um  folc^eö  jebod)  unter  möglidjft  einfad)er  gorm  ju  erbalten, 
führen  wir  nur  t)ortibergebenb  unb'  blo^  jur  95eretnfac^ung  ber 
S)ar|lellung  fölgenbe  5{bfiir jungen  ein: 


Digitized 


byGoogk 


8  I)tffereniialred)ttunfl.  III.  251. 

_     dui  dai  dttf 

du2  du2  dog 

"«'•  =  "dT '  "»'*  =  "df"  "'''  ~  ^JT ' 

^    dU3  dU3  dU3 

Ul.t   =   -^  .      U3,2   =   -g^  .     U3,3   :=  -5^  ; 

ge^en  (attn  jur  ^tiielung  liefet  QJeretnfad^ung  auf  ben  Urfptung 
ber  ®röfen: 

ui ,    H2 ,    U3 ,    ai,2  /    ai/3  /    «2/3  /    •    •    • 

jutiicf :  fo  äetciitaen  wir  ouf  fXefationen  unter  meftrem  Mefer  ®r9fcn 
hebefdgte  QSereinfadöung  ()erbeifiibren. 

S)a  unter  ber  gegenroärtigen  SSorau^fe^ung 

u  =  f(x,y,z) 

ifl;  fo  bat  man: 

.      u,  =  Lim:    jfi^-^^/y.^)-  «'.7/^)1 

wo  bie  ©renjjeidöen  auf  bie  unenbUc^  Meinwerbenben  Orö^en  w,  m% 
ft>"  Sejug  ^aben.  %xi  icber  biefer  ©lei^ungen  erhält  man  ein 
0i)ilem  i)on  brei  neuen  ©teidbungen ;  bie  bie  QBertbe  öon : 

"1/1  /    ^\,2  /    «1/3  ;     «2/1  /     «2/2  /     «2/3  ;     «3/1  /     «3/2  /    «3/3 

barfteöen,  unb  bie  wir  in  berfefben  Orbnunfl  ftier  folgen  laffen: 

Ut,i=Lim:  \  fi^-*-^<^/y^^-)  -  2f(x-f-ft>,y,z)  -f-  f(x,y,z)  |  ^ 

u,  2— Lim:  \  ^(^-*-^/y^^  7^)  -  f(x,y-^^ctf^z)  -  f(x-4-ft>;y,z)  -k  f(x,y,z)  |  ^ 

u,,3=  Lim:  i  f(3c^^-a>,y,z-Hctf ^0  -^  f(x,y,z-i-ft)^*)  —  f(x-4-a>,y,z)-K  f(x,y,z)  |  ^ 

_ ,  ■  ^.  i  f(x-Hfo,yKft>^,z)  -  f(x-»-ft),y,z)  -  f(x,y^^-ft>^z)  -4-  f(x,y,z)  | 
U2,i-Lim:  J ^,^j j  f 

_ T  :.^.  1  f(x,y-^-2ft>^z)  —  2 f(x,y"*-a)^,z) h-  f(x,y,z)  ( 
U2,2  — Lun.  J -r^ j  ' 

_  j  .  ^.  J  f(x,yf-a>^z-t-o>^'}^f(x,y,z-»-ft)^')--f(x,yH-fr,^,z)-4-f(x;y,z)  L 
U2,3-.lam;  j -^^, j  , 
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-  .       l  f(x,y-f-i»';Z-i-a)"j-- f(x,y-l-(w',z)— f(x,y,z-i-fti")-*-f(x,y,z)  j 
U3,2=Lim:  J : -^^i^, j  . 

.  .„,  (  f(x,y,z-f-2ft)^0-2f(x,y,zH-co^0-^f(x,y,z)  [ 
U3,3  =  Lim:j —^ j  . 

SSetgleidöt  man  We  jweitc  unt  vierte,  britte  unt)  Pcbettte^  fcc^dte 
unt  ad)te  tiefer  neun  @Ieid)un9en,  fo  fleCen  jtd^  We  Dor^in  erwähn» 
ten  fXefationen  folgentetmafen  bar: 

«1,2  =   «2/1  /     "1/3  =  «Ä/l  /     «2/3   "^.   «3/2  / 

TOeld)e  fclgente^  S^eorem,  bie  auf  einander  folgenben  partiellen  S)if? 
ferenjialquotienten  betreffend,  barbteten:  QOBenn  ju  einer  gunc* 
tion  mehrerer  93ariabeln  ber  partielle  2)ifferenjial* 
quotient  nadö  einer  93ariabeln  bergejlellt  wirb,  bann 
ju  biefem  ber  partielle  S)ifferenjialquotient  nqc^  einer 
anbern  93ariabeln;  fo  fann  audf)  bie  Orbnung^folge 
biefer  jweierlei  partiellen  SE^ifferenjiationen  gera» 
beju  umgefe^rt  werben,  um  9leicl)n?ol)l  baöfelbe  ®nb« 
refultat  ju  erjielen. 

Oeftt  man  ferner  auf  bie  erften  Sebeutungen  ber  Symbole : 

«1/2  /     «1/3  /     «2/1  /   •    •    • 

jurtäcf,  fo  iletten  jtd)  biefe  eben  gewonnenen  ^Relationen,  wie  folgt  bar: 

,  du     -  du 
dx  dy 


dy       dx 

I  ^°     A     ^" 
'  dx     *  dz 


dz       dx 

,  du     j  du 
dy  dz 


dz   "-"   dy   * 

Ober,  wenn  man  einen  burd^  jweimaliged  JHffetenjiren  Don  u,  juerfl 
nad)  X  unb  hierauf  nacft.y,  erjeugten  partieöen  SBifferenjiat<|U0:' 
tienten  burd^ : 
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dgg 

dxdy 

andeutet/  mt>  wenn  im  9(uäbru(ten: 

d^u     d^u     d^u     d^u     d«u 


dydx  '-   dxdz  ^  dzdx  '  dydz  '  dzdy 

analoge  ^Bedeutungen  beigelegt  n^erten;  bann  fieOen  folgende  ®Iet« 
ct)ungen : 

dgg     _     d^u  dgg d'g  d^u     _     d^u 

dxdy  djrdx  '     dzdx  dxdz  '     dydz  dzdy   ' 

bie  angettinbigten  fXetationen  bar. 

®emäf  tiefet  eben  fejlgeileQten  Se)eici)nung  wirb  man  auc^  bie 
©pmbole: 

«1/1  /   «2/2  /   «3/3 

bur(^ 
ober  butd) 


d^u     d^a     d^u 


dxdx  '  dydy  '  dzdz 
d«a    d«u    d^u 


dx2  '  dy«  '  dz» 

barfleUen;  unb  bie  oben  aufgefleOtten  @leic^ungen  (b)  gel)en  nunmel)r 
in  folgenbe  ober: 

d^u 


A                      J   •*« 

d.u,  =  d.  ^^  = 

d2u 
dx2 

A             d2u 
dx  -•-  ■  ,  . 
dxdy 

dy 

d.u,  =  d.  ^y  = 

d% 

dxdy 

,      d^u 

dx  -K   .  ^ 

dy« 

dy 

A                   ^   d^ 
d.U3  =  d.  ^^  = 

d^a 
dxdz 

.      d^a 

dydz 

dy 

dxdz 

d^n 
dydz 

d^a 


dz, 

dz,>     (bO 

dz 


dz« 

bie  wir  in  ber  folgenben  9lr.  bei  ber  ^erfteöung  be*  aweiten  totalen 
ä^ijferenjiaö  öon  u  benuljen  werben. 

252.  3tud  ber  ©leid^ung  (a)  öorangefeenber  9lr.  gewinnen  wir 
für  iai  jweite  S)ifferenjiale  ber  Function  u,  ncfmlid)  fördju,  ju* 
näd^ft  bie  ©leidöung: 

d.Q  Tz:  d.  r«idx)  -i-  d.  («sdy)  •♦•  d.  (uadz)  , 

md  ber  wir  unter  ber  "^nnal^tnt,  bie  unenblid)  Reinwerbenben  3u» 
nahmen  Don  x;  y  unb  z,  nämlid^: 
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ft) ,   m* ,   ft)"  ,    ober  dx ,    dy  ,    dz 

jtnt  Don  ben  QJattabeln  X;  y  un(  z  unabhängige  folgenbe  ©(eid^ung 
jie^en: 

diu  =:  dx  d.Ui  -i-  dy  d.uj  -••  dz  d.ua  ; 

werben  ^iet  bie  (grgebnifie  ber  @leid)ungen  (b')  ^otongeftenbet  9lr. 
eingefel^t^  fo  et^ält  man  bie  ©(ei^ung: 

^    d^u      ,    .         «    d«u      ,    ,         «     d^u      ,    .  ,,, 

bie,  Detmöge  ber  ^Relationen  in  (c)  Dor^erge^enber  9lr,,   mit  fol» 
genber  gleid)bebeutenb  ifl: 

^2  d^u    ,  „        d»u    ,  -         d%   ,  , 

«••" = 1^  ***' -^  -^^^-^-^^ 

<»»"Jy  +  2-=-r-dxd*  +  2-5-i-dydi.         (d') 


dydx  dzdx  dzdy 

Se^anbett  man  aber  in  ber  am  Eingänge  aufgefieOtten  SBefUnrntungd:» 
gleicfeung  für  dju  bie  S)ijferenjialien  dx,  dy,  dz,  ate  öon  x,  y  unb 
z  bepenbirenb^  bann  ifl  noc^  ju  ben  5(udbrii(ten  red^td  ber  legten 
jwei  ©leidöungen  folgenber  Sluöbrucf: 

du     ,-  du     -.  du     ,„ 

-3—  d»x  -•-  -j—  d2y  -I-  -— -  d2z 
dx  dy       ^  dz 

beijufelien ,  fo  \^(x%  man  unter  biefer  9tnnaftme  folgenbe  Seftimmungi- 
gleid^ung  fär  dju  ^at: 

du    j„  du     .«  du     ,-  ,  , 

-^iT^'^^-dF'^^'^^ar^'*-  ^*> 

2Berben  nun  bie  einfachen  partietten  J)ifferenjiaIquotienten,  wie: 

du         du         du 
"di"'    17  '    IT 

^artieUe  S^ifferenjialquotienten  crfter  Orbnung,  unb 
bie  jweifaci)en,   wie 
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d^g         d'g         d^g  d%  d%  d^g 


dgg 
dy«  ' 


dgg 

dxdy 


dx2  '     dy«  '     dz2  '     dxdy  '     dxdz  '     dydz  ' 

beten  Sebeutung  wir  in  Dor^er9el)enber  fJlt*  feflgeftettt,  pat^ 
tielte  J)ifferenjial<|UOtienten  »weitet  Otbnung  ge^ 
nannt ;  fo  »eigen  un^  tie  biet  aufgeileUten.  @leici)ungen ;  iaf 
6aö  jweite  S)iffetenjicite  einet  gun^tion,  wie  f(x,  y,  z),  untet 
bet  etften  ftiet  gettoffenen  9(nna^nte,  nut  Don  pattieöen  S)iffeten» 
}ia(quotienten  »weitet  Ordnung  abhängig  fei;  wä^tenb  untet  tet 
»weiten  Slnna^me,  au^et  Mefen  auc^  nodb  We  pattieöen  ^iffieten* 
jialquotienten  etftet  Otbnung  bei  bet  J)atfteÖunfl  U6  »weiten  Dif» 
fetenjiaB  bet  Function  u  mit  etfcl)einen. 

253.    9(uf  analogem  SBege  wie  in  9lt.  251  gelangt  man  aud) 
auf  fotgenbe  ©leid^ungen : 


d% 


d^g 


d3g 


d^g 


dz , 
dz, 
dz, 
d*, 
dz, 
dz, 


dy2dx 

pattiellet  ä>iffetenjial<|uotient  btittet  Otbnung  ge» 
nannt  witb  unb  anbeutet:  bie  Function  f(x,  y,  z),  obet  u,  fei  »wei= 
mal  nad)  einanbet  pattieö  nac^  y  unb  bad  Stgebnif  einmal  pattielK 
möi  X  »u  biffeten»iten ,  baö  ©tgebnif  einet  tebedmaligen.  $)if* 
fetenjiation  abet  ift  fofott  in  ben  entfptecl)enben  2)iffeten»iaIquo« 
tienten  um»ufefeen;  eben  fo  »eigt  bet  pattieUe  S^iffetenjiaU 
quotient  btittet  Otbnung: 

d% 


"        dz» 

= 

dx3 

•  dx  + 

dx^dy 

dy  + 

dx^dz 

d»tt 

— 

d3g 
dy2dx 

dx  + 

d3g     . 

dy  + 

d^n 

•"•      dy« 

dy3 

dy2dz 

,       d«u 
^-     ,dz2 

= 

d^g 
dz2dx 

dx+. 

d3g 

dy  + 

d% 

dz2dy 

dz3 

,       d2g 
^-     dxdy 

= 

d3g 

dx  + 

d^g 

dy  + 

d3g 

dx2dy 

dxdy2 

dxdydz 

d       ^'"^ 
dzdx 

= 

d3g 

dx  + 

d3g 

dy  + 

d3g 

dzdx^ 

dzdxdy 

dz^dx 

d       ^^" 
dydz 

= 

d3g 

dx  + 

d3g 

dy  + 

d3g 

dydzdx 

dy^dz 

dydz^ 

WO  ».  a.  bet  5ludbtucf 

d% 

dxdydz  ' 


Digitized 


byGoogk 


2)ifferetiiialteci)nun3.  III.  254.  13 

bafi  bicfelbe  Function  u  juerft  pattiett  nad)  x,  bann  nad)  y  anb 
enblid^  nad^  2^  2U  bifferen}iten;  unb  jebedmal  in  ben  entfprect)enben 
S:)ifferenji<Jlquotienten  umjufefeen  fei« 

5(e^nlid)e  Delationen;  wie  bie  pattieöen  S^iffeteniialquotienten 
jweiter  Ocbnung  in  ben  Oleid^ungen  (c)  9lt.  251  eingetyen,  (inben 
aucfe  unter  ben  partielKen  $E)ifferen3ialquotienten  britter  Otbnung 
@tatt«.  ®o  }.  S.  beilel)en  fotgenbe: 

d^g    ___         d^g    _    d3g 
dy^dx   ~~   dydxdy  "*"  '  dxdy^  ' 
d^g         d^g         d^g 


dxdydz      dxdzdy      dydxdz 

u:  bgL  m. 

9Kit  ^ölfe  biefet  Delationen  unb  ber  am  (gingange  aufgeflettten 
Oleidöungen  etWIt  man  für  ba*  totale  brttte  JE)iffewn}iaIe  öon  u 
bie  ®Ieiclbung: 

d'u  d^g 

A^n  d^g 

+^-d-^^"^y^^' 

bie  roir  aud  ber  ©leid^ung  (d);  alfo  unter  ber  93orauäfel^ung  abge« 
leitet  feaben,  baf  bie  $)ifferenjialien  t)on  x^  y,  z  unenblic^  Hein* 
werbenbe^  aber  conftante  ®riJßen  jtnb. 

254.  2Birb  nad)  ber  in  ben  üorange^enben  9lm*  befolgten  SBeife 
fortgefahren,  fo  erfc^eint  jebed  totale  2)ifferenjiale  Pon  u  burc^  partieöe 
S)ifferenjialquotienten  pon  u  barfteffbar,  unb  jwar  nacfe  einem  aui  ben 
b\At}tt  be^anbelten  menigen  Sollen  leici)t  erfennbaren  Silbung^gefel^e. 
Sei  biefem  Stnlaffe  überjeugt  man  jtd)  atebalb  Pon  ber  fXic^tigf eit  fot 
genber  allgemeinen  Delation  unter  ben  partiellen  ^ifferenjialquotienten 
nter  Orbnung: 

d"g  d"g 


dx'dy^'dz"  dx"'dy^'dz*''dx"'V"d7/"  .  . 
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wo  a,  b,  c;  a',  b',  c\  a",  b",  c",  ,  .  .  gattje  pojttiöe  3oWenwert()e, 
9lua  mitbegtiffen,  Dotflctten/  We  folgenden  ScMngungen  nad)» 
lommen : 

a  +  b   -|-  c  =  n , 

a'  +  a''  +  a'"  +  .  .  .  =  a,. 
b'  +  b"  +  b"'  +  .  .  .  =  b  , 
c'  +  c''  +  c"'  +  .  .  .  =  c. 

<Sd  ergiebt  |t^  au^  a(K'  bem  biä  je^t  2Ritgetf)eiIten ,  bof  bad 
S)tjfetenjiren  einer  Function  me^teter  SJariabeln  ouf  bie  wieber* 
^ofte  S)ifferett}iahon  berfelben  Function  nad)  einer  aSariabeln,  ober 
auf  bie  ^erjleffUhg  öon  partiellen  S^ifferenjialquoticnten  ()inattö  Wuft 
Sei  iebem  biefer  partietten  S)ifferenjialquotienten  —  ba  ein  fold)er 
auc^  aB  abgeleitete  Function  an^ufe^en  ifl  —  finbet  lai  ^xa^ 
per'fcl)e  SI)eorem  (fJlr,  16  bed  erften  S^eiled  ber  JE)ifferenjiaIre(ft* 
nung)  in  feinem  ganjen  Umfange  (Statt,  wie  aud)  umgefebrt  fann 
pon  ben  partieöen  S)ifferenjialquotienten  nur  in  fo  weit  ©ebraud^ 
gemadöt  werben,  ate  bie  ^rÄmiffen  biefe^  S^eoremd  realiftrt  er« 
fd)einen,  b*  %.  infofern  bie  allgemeinen  @rö^en  ber  Function  im 
SBereid^e  jener  QQBert^e  gebadet  |tnb,  bie  bie  Kontinuität  ber  gunc* 
tion  nid^t  ftör^n. 


§•  II. 

S^ifferenjiation  oon  ©leidbungen  mit  jwei  unb 
met)rern  a3ariabeln. 

255.  ^at  man  eine  ©(eid^ung  jwifc^en  jwei  atfgemeinen  ober 
pariabeln  ®r9gen  y  unb  x,  in  ber  eine,  j.  ,S.  y,  gefonbert  por« 
Kmmt  unb  einer  Function  ber  jweiten  x  gleid)  ift,  wie  etwa  in 
fblgenber  ®Ieid[)ung: 

y  =  fW.  (1) 

wo  f(x)  eine  beliebige  ^«nction  Pon  x  porjleCt;  fo  Wft  (td)  ber 
Sinfluf  einer  unenblid)  fleinwerbenben  9(enberung  Pon  x  auf  y  mit 
^ölfe  beö  im  erften '  Steile  ber  2)ijfereniialrec^nung  aWitget^eiften 
fe^r  Iei(^t  beflimmen.  SDafetbft  befaften  wir  und  nä'mlid)  mit  ber 
Eingabe  berunenblidö  fleinwerbenben  5(enberung  b?r  Function,  faöd 


Digitized 


by  Google 


S^iffecenjiaUed^nuns.  III.  S55.  15 

Me  aögemeine  @röfe  becfelben  eine  terattige  ^lenberuna  einsing;  im 
öorRegenben  gatte  nitttmt  tie  allgemeine  ®töf e  otet  Me  telatioe 
93attable  y  (Einleitung  9lr,  11)  tie  ©teile  Wefet  Function  ein. 

©teilt  man  fonad)  bie  unenblidö  Heinwerbenbe  Slenberung  öon 
y  burd)  dy  bar,  fo  t^at  man : 

dy  =  ft(x)dx ,  obit  dy  =  i^  dx , 

n?eld)e  ©leicfeung  bad  ©tflebniß  bev  JE)iffetenjiation  bet  Oleicfeung 
(1)  ift,  unb  ben  9Bert^  tjon'dy  barftettt. 
S)a  man 

.        T^  =  '« 
t^at,  fo  nennt  man,  gleicfewie  ber  5luöbtucf  redötö  S^iffeteniialquo* 
tient  ber  Function  f(x)  genannt  wirb,  auc^  ben  Slu^brucf  linK, 

dy 

nÄmtid)  -g^,  wofür  aud)  bisweilen  y±  wirb  gefefet  werben,  ben  J^if* 
ferenjialquotienten  t)on  y  nati^  x;  unb  man  l)at: 

dy  ^,  ,         df(x)  ,     * 

9tuf  gleidöe  OaBeife  flnbet  man  ben  Einfluß  einer  unenblid^  fleinwer» 
benben  Slenberung  t)on  x  auf  yi,  ober  bad  SJifferenjiale  Don  yi, 
ba*  btefer  leisten  (Sleidjung  (2)  entfpridjt  SJead^tet  man  nämlid^ 
bie  im  erjlen  Steile  ber  S^ifferenaialrecömmg  eingefö^tte  aejeid^. 
nung,  fo  M  man: 

dyi  =  f^CxJdx, 

anä  ber  fofort  ber  QOBert^  bed  jweiten  DiffereniiaB  Don  y  ober  d^y 
gefolgert  wirb  j  benn  eö  ift : 

fonacfe  ^at  man ,  wenn  dx  ate  Sonjlante  be&anbelt  wirb , 

dyi  =  -^,  ob«  dy,  =  -^, 
bie,  mit  ber  Dorigen  @leid)ung  Derbunben ,  auf 

d2y  ==  f2(x)dx» 

ftü^rt.  Seieid^net  man  bie  jweite  Slbleitung  ober  ben  jweiten  3>if« 
ferenjialquotienten  Don  y  nad)  x,  nämlid)^,  burcfe  y2,  fo  bat  man :  - 

V  -  ^'y  -..,,- d2f(x) 
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9Q?itb  auf  Mefem  QBege  fort3efat)ren ,  fo  erWft  man  aUsemettt; 
wenn  dx  otet  bie  unenblid^  Heinwerbenbe  3Cenbcrunfl  öon  n,  cXi 
öon  X  unabl)än9i9  angcfefeen  wirb,  für  bad  ntc  S^iffercnjiale  t>nn 
y  bie  ©Jeidöung: 

dl>  rr-   f„(x)dx" 

unb  füt  bie  eben  fo  oftmalige  5(bleitung  Don  y,  ober  fut  y»,  bie 
©leic^ung  y 

d>  d»f(x) 

y«  =  —  =  KW  = • 

256.  Slad)  bem,  wad  in  t)or^ergebenber  Sit.  mitget^eilt  mürbe, 
fann  unb  barf  jebe  gefonberte  ©leid^ung  jweier  95ariabeln  in  8ejug 
auf  biefe  95ariabeln  bifferenjirt  werben;  worauö  bad  93er()ältm0^t 
gegenfeitigen  5lenberungen  ber  93ariabeln,  fattd  biefe  unenblid^  Hein^ 
werbenb  (tnb,  entnommen  werben  fann.  Dadfelbe  bei  einer  mtge» 
fonberten  ®lei(t>ung  jweier  SJariabeln  )u  eriielen,  woöen  wir  mit 
öorliegenber  fJlr.  jeigen. 

Seilest  bie  Oleic^ung: 

F(x,y)  =  0,  (1) 

wo  ber  9(uÄbru(f  jur  Sinfen  irgenb  eine  Function  öon  x  unb  y  öor» 
fleUt;  fo  ^aben  wir  öorerjl  )u  )eigen,  baf  IcA  (Srgebnif  ber  S^iffe^ 
renjiation  biefed  Slu^bruded,  nadfe  x  unb  y  jugleidö,  ebenfatö  ber 
Sluö  gteidö  fei. 

S^enfen  wir  un6  biefe^  barjut^un  aud  ber  ®Ieid)ung  (1)  y  aö 
Function  öon  x  ermittelt,  unb  fefeen  biefeö  ^rgebni^/  bad  burcft  f(x;i 
Dorgeilettt  fein  mag,  jlatt  y  in  biefelbe  ©leid^ung  (1)  auröcf ;  fo  fteöt 
(tc^  bie  in  Sejug  auf  x  Döttig  ibentifd)e  ©leicfeung  feerauÄ: 

F  [X,  f(x)]  =  0; 

biefe,  bie  für  ieben  2Bertl)  öon  x  Seflanb  feat,  bietet,  wenn 
in  berfelben  x  in  x  +  «  umgefefet  wirb,  au^  fotgenbe  ®teid)^eit  bar : 

F  [X  +  «/  fiCx  +  (0)1  -TZ  0. 

QBirb  nun  unter  ia  eine  unenblicfe  Heinwerbenbe  ®röfe  gebadet 
unb  in  biefen  beiben  ®leid){)eiten  unter  x  ein  fol^er  2Bert^,  ber 
nod)  im  Sereicl)e  ber  (Sontinuitätdgrenien  ber  Function  f(x)  fäJKt, 
bann  Mman; 

f(x  +  «ö)  =  f(x)  +  wfi(x)  =  y  +  ft>yi ; 
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feftt  man  feiet  .        ' 

o)yt  =  cotf  fllfO  f(x  -•-  cö)  =  y  -f-  »i, 

WO  öl  ita^  ber  getroffenen  9(nnafeme  ßber^gIeicl)faÖ8  einen  unenb» 
liefe  Hein  werbenden  sajettfe  Dotileöt^r  fo  ergeben  ftcfe  folgende  glei^» 
jeiKg  beftefeenben  ®(eid&ungen: 

F(x,y)  =  0,  F(x  -I-  crj ,  y  •+•  cy,)  =  0. 

©ubtrafeirt  man  t)on  ber  jweiten  bie  erfte  biefer  Oleid^ungen, 
unb  berütfjtcfetiget  baö  im  tjorauögefcfeicften  ^aragrapfeen  0lr,  249. 
SWitgetfeeilte';  fo  ftettt  (td&  bie  oben  angelünbigte  ©(eicfeung: 

d.  F  (x,  y)  =  0 

feerauö,  b.  fe,  beim  Sugrunbelegen  einer  Oleicfenng  wie  (1) 
finbet  gleid^fallö  baö  totale  S)ifferenjiale  berfelben 
nacfe  X  fowofel,  alß  nacfe  y  @tatt,  welcfeeö  ju  aeigen,  wir  mi 
Dorgefeftt. 

35er  ©renjwertfe  beö  Srgebnifie^  ber  Dorfein  erwa'fenten  ©ubtraf* 
tion  wirb  gleicfefallö  nacfe  3lr.  249  burcfe  folgenbe  ©leicfeung  bargefleöt: 

<iF(x,y)  dFCx,y)  _ 

-d^  ^  ^  -dT"  ""'  ^  ^' 

bie,  wenn  für  <i>i  beren  QQBertfe  «yi  rejtituirt,  unb  bie  gonje  ®lei» 
d^ung  burcfe  «  biöibirt  wirb,  in  folgenbe  übergefet: 

dF(x,y)        dFCx.y) 

mi  ber  auf  ö  beutlicfeile  feeroorgefet,  ba^  mön,  aucfe  ofene  9(uflöfung 
ber  ©letcfeung  (1)  in  SBejug  auf  y,  bennocfe  jur  Äenntni^  beö  berfelben 
entfpre^enben  ^ifferenjialquotienten  pon  y  nad&  x,  burcfe  partiette 
S^ifferenjialquotienten  ber  Function  F(x,  y),  jebeiJmal  gelangen  fönne. 
2>ie  eben  aufgeflettte  ©leicfeung  (2)  ifl  mit  ber  folgenben 

dx  dy       dx  -  ^'  ^^' 

wie  aucfe  mit  biefer: 

E^  dx  -H  ^I^  dy  =  0  (2") 

dx  dy         -^ 

gleicfebebeutenb,  bie  fämmtli^  nur  infofern  Seftanb  feaben,  aö  bie  rela» 

«aa*c,  5)iff.  tt.  3nt.  Äecifniing.  u.  2 
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tioe  93öriable  y,  a\xi  (1)  benimmt,  aW  contittuirlic^e  guncHon  öon 
X  ertannt  wirb;  ober,  bicfe  ®{eid)un9en  befielen  nur  für  jene 
ÖBertt^e  bon  x,  für  bie  y,  au^  (1)  bcilimmt  gebadet,  ben  Sujlanb 
ber  Sontlnuität  nid)t  üerläpt 

257.  Sülit  Sugrunbcicgung  ber  ®(cid)un9ett  (1)  unb  (2)  t)oran» 
gebenber  9lr.  fann  bie  Scftimmung  beä  jmciten  2)ijferenjiiiIcoeffi» 
cientett  ober  JBifferenjialquoticnteit  Don  y  ncidb  x,  na'mlid)  bie 
SBeflimmung  Don  y2  vorgenommen  werben,  —  ®6  enthalt  namlicft 
ber  3(uöbru(J  jur  Sinfen  ber  ®Ieict)ung  (2)  bie  brei  93ariöbcln  x,  y 
unb  yi ;  (letten  wir  benfelben  jur  93ereinfaciö««g  ber  !Darflettung  burd) 
F'(x,y,yi)  bar,  fo  feabcn  wir : 

F'(x,  y,y,)  =  0;  {V") 

wenn  nun  y  a\xi  ©leid^ung  (1)  unb  yi  aud  (2)  Dorfeergc^enbct  9lt. 
beflimmt,  unb  bie  ©rgebnifle  in  bie  fo  eben  aufgefleffte  ®Iei(l)utt9 
gefegt  werben,  cilfo  f(x)  für  y  unb  fi(x)  für  yi:  bann  ^at  man  fol- 
genbe,  in  Sejug  auf  x  ibentifcl)e  ©leiefeung: 

F'.(x,  f(x),  fi^x))  =  0. 

2a|t  man  feier  x  in  x  +  o  übergeben,  fo  ^at  man  tjorerfl,  wenn 
nä'mlid)  ü>  eine  unenblid^  fteinwerbenbe  ®röpe  ijl,  folgenbe  ®Ieicl)ungen: 

f(x  -fr-  cü)  =  f(x)  -*-  ft)  fi(x)  =  y  H-  (üjx, 

f|(X  -•-  W)   =   fi(x)    -4-    CO   f2(x)    =   yi    -*-    0)J2\ 

unb  la  biefe  nur  infofern  beileben,  a\i  bie  5luibrücfe: 

wji  unb  wya 

unenblid^  Keinwerbenbe  2Bertbe  toorfletten;  fo  gebt  nunmehr  obige  @Iet» 
dbung  burd)'ö  Umfe^en  Don  x  in  x  +  ^  in : 

F'  (x  -f-  w ,  y  -*-  cöi ,  yi  -f-  W2)  =  0 

über,  wo  man 

cüi  =  (ojx  unb  £ö2  =  wya 

gefegt  )^(xt,  unb  wo  bem  eben  ®efagten  ju  gofge  o,  a>i,   a>a  un- 

enblidb  ffeinwerbenbe  ®röpen  repräfentiren. 

(Subtrabirt  man  Don  biefer  bie  ®Ieidbung  (2'"),  fo  bietet  (tc^, 

nad)  9lr.  250,  aö  ©renawertb  biefeä  Unterfdbiebed  folgenbe  @Iei- 

dbung  bar: 

da'  "au'  du' 

_    ,,  H-   _  o,,  -h   ^  c,  =  0, 
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wo  man  jur  ^Wilrjung 

gefeilt,  mi  wo  Me  5luöbriicfe: 

du'         du'         da^ 
HT*    Hy'*     dyi 

nad)  ber  Ordnung  it)rcr  golge,  bie  patticffen  ^ifferenjiclquoticntctt 
öon  u'  nad)  x,  nac^  y  mi  nac^  yi  öovfleffen. 

JXcflituitt  man  t)ier  bie  2Bert^e  für  a>i  unb  o«,  t^eitt  hierauf 
t>a6  (5;r9ebmf  burdb  «;  fo  erhält  man: 

du'  du'  da'  ^  ^.^ 

and  ber,  aud^  o^ne  nähere  ©efc^teibung,  bie  SJorfc^rift,  eine  Olei* 
d)ung  wie  (2)  Dor^et:ge()enber  9lr.  ju  bifferenaiten,  fe^r  leicht  ent- 
nommen wirb, 

©erben  überbiep  nod)  bie  angeaeigten  partiellen  S^ifferenaialquo- 
tienten  auigefu^rt,  wo  man : 


du'  _    dgF(x,y)  d2F(x,y) 

dx                 dx2  dxdy 

du'  __    d2FCx,y)  d?F(x,y) 

dy               dxdy  dy- 

du'  _     dF(x,y) 


3      yi 


dyt  dy 

er^Ält;  fo  ge^^t  bie  Dorangefeenbe  Oleic^ung  liber  in 

weldbe  aö  ©rgebniß  ber  S^ifferenaiation  Don  Oleid&ung  (2)  Doran» 

d2y 

gel)cnber  9lr»  anaufe^en,  unb  aum  93Bert&e  t)ony2  obetf  Don -;j^  föfert 

JE)iefeIbe  befielt  jeboc^  bloä  für  jene  SBert^e  Don  x,  im  Sereid^e 
beren  bie  auö  ben  ©feid^ungen  (1)  unb  (2)  Dorangeftenber  9lr.  ge* 
folgerten  QBert^e  Don  y  unb  yi,  aB  continuirlid)e  Functionen  biefer 
allgemeinen  ©rö^e  x  (id&  ^erauöfleöen. 

258.    Um  ya  Ober  -^  in  erhalten,  (leöen  wir  einflweilen  ben 
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3fuöl)ru(t  jut  fiinfen  in  ©(eidöimg  (3)  ijorongebeober  9lr.  abwed)« 
feint)  burd^  F"  (x,  y,  yi,  ya)  ober  aud)  burd)  u"  tjot,  njoburd) 
biefe  ®Ieid)Utt9  unter  einfacl)erer  gornt,  wie  folgt,  bargeftettt  wirb: 

F"  (X,  y,  yi,  j2)  =  0. 

SBenn  nun  bie  ouö  (1),  (2),  (3)  ber  jmei  Dorangefeenben  9lrn. 
gefolgerten,  ober  nur  gefolgert  gebacl)ten  2Bertl)e  Don  y,  yi,  y« 
burd)  bie  @leict)ungen : 

y  =  f(x),  yi  =  fi(x),  y2  =  t^x) 

bargeftellt  werben,  fo  crftä'lt  man,  nad)  Sinfel^ung  biefer  2Bertf)e 
in  biefe,  fo  eben  oufgeflettte  @Ieid)ung,  folgenbe  in  Sejug  auf  x 
ibcntifc^e  @leid)ung; 

F"  (i.  f(x),  ft(x).  f2(x))  =  0. 

QBirb  ferner  unter  *  eine  3af)Iengröße  gebad)t,  bie  nod)  im  Se* 
reid^e  ber  gontinuitcitögrenjen  ber  Functionen: 

f(x),    fi(x;,   f2(x) 

faßt,  unb  ta|t  man  x  in  x  +  <»  übergeben;  fo  bat  man,  wenn  to 
unenblicb  fleinwecbenb  gebadet  wirb,  öorerft  bie  ©leic^ungen: 

f(x  -•-  ft>)  =  f(x)  H-  wfifx)  =  y  -•-  o)yi  =  y  -*-  «t » 
fi(x  -H  cü)  z=:  fi(x)  -+-  wi2{x)  ==  yt  -H  ('/y2  =  yi  -•-  o;2, 
f2(x  -*-&>)  =  f2(x)  -H  ft>f3(x)  =  y2  -I-  wya  =  y2  -»-  «3 , 

WO  öl,  02,  03  obne  (5nbe  abnebmenbe  ©röfen  Dorfleöen  unb  ber 
Äürje  wegen  (latt 

wyi ,    ft>y2 ,    a>y3 
gefeilt  worben  ftnb*    gjlittelfl  biefer  @leid)ungen  erhält  man,  augleic^ 
mit  ber  am  Eingänge  aufgeflettten  ©leic^ung,  aucb  folgenbe: 

F"  (x  -I-  cy ,  y  -*-  wi ,  yt  -t-  CÜ2,  y2  -«-  «3)  =  0, 

bie burcb  ©ubtraf tion  Derbunben,  auf  folgenbe  ©renjgleicftung  führen: 

du"  du"  du"  da" 

-_  ,,  H.  ^  ^,  ^  _-    ^,  ^    _  ^3  =:  0, 

ober  aucb,  tjermöge  ber  2Bertbe  öon  01,  02,  «3,  auf: 

du"  du"  du"  du" 

welche  le|tere  eine^leic^ung  wie  (3)  bifferenjiren  te^rt 


Digitized 


byGoogk 


SXffetenaialtec^nung.  III.  259.  21 

Öertic(ftct)ti9et  man  iit  Sebeututtg  Don  u"  unl)  Mfferenjirt  man 
Mefe  partteönad^  x,  nadb  y,  nad)  yi  uni  nadb  y2;  fo  erftält  man,  nad) 
(ginfüf)rung  ber  (grgcbniffe  Mefer  S^ifferenjiationen  in  ixt  le^te  @tei* 
cl)un9,  folgente: 

d^F(x,y)    -         d3F(x,y)         ,    ,   d3F(x,y)  d3F(x,y)  ^ , 

,   d2F(x,y)  ,   d2F(x,y)  '       dFfx,y)  ^   ,,^ 

auÄ  ter  ber  2Bert^  öon  ys,  ober  ber  dritte  S)ifferenjiaIquotient  tjon 
y  nadö  X  ermittelt  werben  fonn* 

5(uf  bem  bxi  iti^t  befolgten  QBege  fortgefahren ,  gelangt  man  aud^ 
auf  ®Ieid)ungen,  bie  y4,  ys>  yej  .  ♦  •  entf)alfen,  bei  beren  ^er^^ 
(lettung  wir  aber  nicl)t  üerweilen,  ba  fotcfeeä  nunmet)r  in  t^eoretifc^r 
Sejief)ung  feiner  befonbern  @ct)wierigfeit  unterliegen  fann,  S)er 
Umflanb  i|l  iebod)  nid)t  auper  9(cl)t  ju  laffen,  baß  atte  biefe  @Iei= 
ct)unäen,  wie  (2),  (3),  (4)  u,  f.  w,  nur  infofern  Seflanb  i)abm, 
al6  bie  auö  ben  ®Ieict)ungen  (1),  (2),  (3)  u.  f,  w.  gefolgerten  92Jert^e 
t)on  y,  yi»  y2>  u.  f.  w.  continuirKcJ)e  Functionen  t?on  x  (tnb;  fo 
bellest  i.  S.  bie  fo  eben  angegebene  @Ieict)ung  (4)  nur  für  jene 
QQBert^e  Don  x,  für  bie  y,  yi  uhb  y2  auö  ben  @leicl)ungen  (i), 
(2)  unb  (3)  gejogen ,  aU  continuirüd&e  Functionen  Don  x  erfd^einen* 

259.  3n  ben  Doraudgefd&icften  brei  9lrn.  gingen  wir  Don  ber 
®IeicI)ung  (1)  an6  unb  jeigten,  baf ,  and)  of)ne  biefe  ®Ieict)ung  in 
Sejug  auf  y  aufjulbfen,  bennod^  burd^  eine  fuccefliDe  JBifferenjiation 
berfelben  bie  S)ifferenjiaIquotienten  Don  y  nad)  x,  nämlid)  yi,  y2, 
y3>  y4,  .  .  .  (td)  f)erfletten  tajTen.  ^le  fucceffiDen  ^ifferenjiationen 
red^tfertigten  wir,  inbem  wir  jebeömal  eine  in  Sejug  auf  bie  aöge» 
meine  ®röße  x  ibentifc^e  ®feidbung  ^erflellten.  9lun  fa'ttt  aber  biefe 
©tüfee  weg,  fobalb  man  nid^t  Don  ber  eben  citirten  ©leic^ung  (!),• 
fonbern  Don  einer,  wie  etwa  bie  fotgenbe: 

F(x,  y,  yi,  y2,  ys,  .  . .  yn)  =  0  (A) 

auöjuge^en  jtd^  angewiefen  fte^t,  in  ber  yi,  y2,  ya,  .  .  «  y«  fuc* 
ceffiDe  S)ifferenjialquotienten  Don  y  nad^  x ,  Dom  erflen  biö  jum  nten 
Dorfleöen» 

^anbeft  eö  (id)  nun  barum,  bei  atteiniger  3ugrunbelegung  biefer 
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®lciä)un9  ben  QQBert^  Don  yn+i  ober  öom  (n  +  l)ten  2)iffeten)iaU 
quotienten  berfelben  Sariabeht  y  nad)  x  anjugeben;  fo  fa'ttt  Me 
Dotbin  erwöbnte  ©tül^e,  bicfe  bier  vorgelegte  ©leicfeung  in  eine 
Oleidbbeit  ober  in  eine  in  Sejug  ouf  x  ibentifcbe  @{eid)ung  umjufor- 
men,  weg,  wenn  nid)t  öorerfl  bargetban  wirb:  eö  epiflirt  aud)  eine  June« 
tion  Don  x,  bie  fammt  i^ren  fuccefjtöen  SMfferenjialquotienten  ftott 

Yi  yi»  72»  73»   •   •   .   yn 

in  biefe  ®Ieicl)ung  gefeilt,  biefelbe  in  eine  ibenHfd)e  umfe^en.  2)a 
ober  nad)  bem  gegenwärtigen  0tanb  unferer  2Bi|Tenfd)aft  biefer  5ln» 
fovberung  nid)t  entfprod)en  werben  fann;  fo  erföubt  man  iidi,  hai 
^afein  einer  folc^en  Function  auc^  obne  Segrünbung  anjunebmen/ 
woburdö  allein  eine  S)ijferenjiation  biefer  @leid)ung  (A)  gered)tfertigt 
werben  fann.  J£)ui-d)  Setradbtungcn ,  benen  ber  testen  brei  Slrn. 
ganj  übnüd),  gelangt  man  bann,  atö  (Srgebnif  biefer  ^ifferenjiation 
auf  bie  ®(eid}ung: 

da  ^   du      du      du  du 

dz     dy  •"*   dyi  -^    dy2  "^  dyn  "^ 

WO  ynfi  ben  (n  +  l)ten  S^ifferenjiafquotienten  Don  y  nad)  x  Dor. 
(lettt,  unb  wo  ber  Äürje  wegen: 

u  flatt  F(x,  y,'yi,  y2.  y-a,  .  .  .  y») 

gefegt  worben  ifl.  , 

260.  93Benn  eine  ®Ieid)ung  wie  (A)  Dorangebenber  91r.  Dorliegt, 
gebt  man,  wie  bafelbjt  erwä'bnt  würbe,  Don  ber  QJoraudfel^ung  aud, 
für  y  epiflirt  eine  Function  Don  x,  bie  fammt  ben  auä  berfelben 
gefolgerten  8Q3ertben  Don  yi,  y2>  ya,  .  •  y»  in  (A)  fubjlituirt,'lefe» 
tere  in  eine  ibentifd)e  ®Iei^ung  umfel^en.    2Bir  boben  bierbei  x 

aö  bie  abfofute  unb  y  afö  bie  refatiDe  93ariable  angefeben 9lun 

ifl  t6  bisweilen  jwecfbienlid^,  x  ald  Function  einerneuen  93ariabeln 
anjufeben,  wo  nunmebr  biefe  neue  93artab(e,  bie  burdb  t  Dorgefteöt 
fein  mag,  bie  abfotute  ijt,  S)a  aWbann  aud)  y,  unb  jwar  Dermit:» 
telt  burdb  x^  eine  Function  Don  t  ift;  fo  wotten  wir  in  Dorliegenber 
9lr.  jeigen,  wie  bie  fuccefilDen  2)ifferenjiaIquotienten  Don  y  nad)  x 
in  benen  Don  y  nad)  t  umjufefeen ,  b-  f)^  wie  bei  befagter  5ibänbe» 
rung  ber  abfoluten  SBariabeln  bie  ©leid^ung  (A)  ju  umformen  fei. 


Digitized 


by  Google 


S)iffeten}ta(rec^nun3.  III.  260.  23 

©tettt  man  Wefe  Detmitteinbe  ®feicf)un9  invd) 

dy 

hat,  bann  burd)  -j^  ben  $)iffetenjiafquofienten  Don  y  nad)  x  unb 
analog  invd)  -^  ben  ^ifferenjialquotienten  Don  x  nad^  t;  fo  t^at 
man,  wegen: 


dy  =  --^  dxj  unb  dx  =:  --j-    dt , 
dx  dt 


dy 

= 

dy 
dx  • 

dl 

dy 

dt 

dx 

dx 
*    dt 

bie  ®(eict)ung: 


au*  ber 

(•) 

gefolgert  wirb,  £>iefe  ®Ieid)ung,  bie  ben  J£)ifferenjial<|uoHenten  Don 
y  nad)  t ,  ald  ^robuft  ber  2)ifferenjia{quotienten  Don  y  nad)  x  unb 
Don  X  nad)  t  barftettt,  bient  aÜ  ©runblage  bei  ^erjlettung  be^J 
gegenfcitigen  S)ifferenjialquotienten  jweier  allgemeinen  ©fopen,  beren 
5lb()ängigfeit  nid)t  unmittelbar  burd)  eine  ®teid)ung  gegeben,  fonbern 
wenn  biefelbe  burd)  anbere  allgemeine  ®röpen  Dermittclt  wirb,  beren 
gegenfeitige  SSejiet)ungen  burd)  eine  genügenbe  3lnja^l  Don  ®lei» 
jungen  feflgejlellt  ftnb.    @o  i(l  bie  folgcnbe  ®leid)ung: 

dy  •  ^^     dy      dx      dz       du 
dt  dx  '   dz  '  ^u  *    dt 

eine  Erweiterung  biefer  ®leid)ung  (a);  in  biefer  ifl  u  unmittelbar 
aU  Function  Don  t  gegeben  Doraudgefe^t  worben ,  unb  bie  5lb^ä'ns 
gigfeit  jwifc^en  y  unb  t  erfd)eint  bi^r  burd)  bie  3lbba'ngigfeit  jwi» 
fd)en  z  unb  u ,  jwifd)en  x  unb  z  unb  }wifd)en  y  unb  x  Dermittelt. 
©teilt  man,  eine  93ereinfad)ung  in  ber  ^arflellung  ju  erjielen, 
bie  S)i(ferenjialquotienten : 

-—•  nnb  -^  butcb  xi'  unb  yi' 

bar,  unb  burdb  yi  ben  S)ifferenjialquotienten  Don  y  nad^  x;  fo  geW 
obig^e  ®ltx<i}mq  (a)  über  in: 

yt'  =  yi  ^t  • 
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S5ifferett3ttt  matt  Wefe,  fo  f)at  ttton : 

dyi'  =  xi'  dy,  ^  yt  dxi' , 

(ie  toegett  (et  @leic^ungett : 
itt  folgettte  ttbecge^^t: 

dy,'=:(y,x,'^-|.y|ig^)  dt, 

ober  aud^  itt: 

dyi'=  (y,x,'2^y,  ig:)  dt; 

oug  t)er 

gejogett  ttjirt. 
9lutt  M  tnatt: 

-dT  -  -ar^^^^r  ~  1^' 

roetttt  fottac^  attalog  tt>ie  obett  bic  S)ifferett3iaIquotietttett  jtt^eiter  Ort* 
ttuttg  ttadö  t,  ttj(tttlidö: 

d^x  d^y 

^w  ""^  "dt2  ^****  **'  ""^  y*' 

bargeflettt  wertett;  battit  flettt  folgenbc  @leicl)uttg  bad  Crgebttif  ber 
^tfferctt3tation  ber  ®leid)uttg  (a)  bar: 

ya'  =  y2Xt'2  ^  yiX2'. 
aOBirb  au$  biefe  ®Ieicl)uitg  bifferettjirt,  fo  ergiebt  fxä^  juttäd)fl: 

dyg'  =  xi'2  dy,  -f-  X2'  dyi  -h  2y2Xt'  dxi'  -*-  yidx,' ; 
nutt  ijt: 

^Yi  ==  y3<Jx.  <Jyi  =  yadx»  dx,'=  -^    dt,    dx,'  =  ^^^^ 

uttb  tvegett 

dx  =  -^-  dt  =  xi'  dt , 
dt 

baf)er  bat  titatt  folgettbe  ©leicfeuttg: 

dyj'  =:  (y3Xt'3  4-  yaxi'xa'  -+-  2y2X,'x2'  -i-  yt  -J^)  dt, 
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nud  meldtet  folaenbe  gejogen  wixi: 


ti  ift  aber 


^  =  y3X.'3*3y,x.'x,'-y,J^; 


^yg^  _   ^^y  „„^  <ix2^  _   d^x 

dt     ""    dt3    ""'^    dt     •"     dts  • 


wenn  fona^  bie  S^tfferenjialquotienten  btitter  Otbnung  bon  y  unb 
X  noc^  t  refpectiöe  butcl^: 

ya'  unb  X3' 
ansebeutet  werben;  fo  ^at  man: 

ya'  =  y3Xi'3  ^  3y2  »iW  -+■  yiXa'. 

®ben  fo  pnbet  man 

74'  =  y4X,'*  -H  6y3  xi'^xj'  -H  72  (4xi'  xj'  -h  3x2'^)  -*-  71X4', 

WO  ber  ^tir}e  wegen: 

d^  d^x 

74'  tjtib  x^'  (Jatt  -^  nnb  -jjy 

gefegt  worben  ifl* 

©teilen  wir  bie  gefunbenen  SrgebnijTe  jufammen,  fo  ^aben  wir: 

yi'  =  yjx/  i 

J2'  =  y2Xi'2  -4-  y,X2',  f 

Ja'  =z  73  xt'^**-!-  3  72  xi'x2'  ■*-  yi  X3',  l 

y4'  ==  y4Xi'*  -i-  6  y3Xi'2x2'  -•-  72Cixi'x.,'  -4-  3x2'«)  "*-*7ix/ J 
U.  f-  W., 

auö  welchen  folgenbe  ®letcl&ungeri  gejogen  werben: 
xi'7i  =yi'. 

x/3y2=:7jj'x,'  —  7i'X2', 

xi'«73  =  y3'x/2  -  3  y2'x,'x2'  ^  yi'(3  xg'«  -  x/xa') ,         )  (c) 
X,'^y4=y4'x,'3^6ya'xi'2x2'  +  y2'(15x,'x2'2-4xi'2xa0| 
-  7i'(l5  X2'3  -  10  xt'xj'xa'  -*-  Xi'2x4')  •  / 

u.  f  w. 

in  welchen  lefttern  bie  S^ifferenjialquotienten: 

xt',  X2',  xa',  X4',  ... 

yi',  y2',  ya',  yV,  -  -  - 
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fä'mnttnc^  auf  t)ie  abfplute  93artabte  t^  mi  He  Z)ifferen}talquotientett 
jur  ßittfctt  t)afelbft,  ttä'mlicl&: 

yi»  y2.  ya.  y«.  •  •  . 

auf  We  Dermittclnbe  93ariabfe  jwifct)en  y  unb  t ,  nd'müc^  auf  x  8e» 
jug  {)abcn. 

etettt  man  in  tcn  obigen  (Sleicbungen  (c)  bie  auf  t  Sejug  fea» 
benben  S^ijferenjialquotitntcn  in  attgemein  übttcfeet  ®eife  bar,  muU 
tiplicirt  bann  fol^e  in  bet  Orbnung  i^rer  9lufeinanberfotge  mit 

dt,  dt3,  diS  dt',  .  .  .  ; 
fo  fletten  (id)  biefe  @Ieict)ungett  (c)  auc^  folgenberntafen  bar: 

yidx  =  dy 

y2dx3  =  dxd2y  —  d^xdy  , 

yadx^  =  dx2d3y  —  3  dxd^xd^y  -i-  { 3  (d^x)»  —  dxd^x}  dy , 
y4dx7  =  dx3d*y  —  6  dx2d2xd3y  -*-  { 15  dx(d2x)3  - 
—    { 15  (d2x)3  —  10  dxd^xd^x : 
U,  f*  W,  -         * 

WO  fa'mmtKct)e  S^ifferenjialien  auf  bie  abfolutc  93ariab(e  t  Scjug  J)aben, 
(Sel^t  man  lie  für  yi,  y2,  ys,  ju  ♦ .  •  gewonnenen  (grgebniffe, 
entweber  bie  auö  (c')  ober  bie  auä  (c)  in  bie  ®Ieid)ung  (A)  Dor» 
t)oranget)enber  91r.;  fo  erhalt  man  bie  Umgeformte  berfelben  in 
Derfangter  2Beife. 

^a<J  attgemeine  Sifbungi^gefel^  ber  ©feid^ungen  (c)  unb  (c') 
unter  einer  fpecieffen  ülnna^me  über  bie  Sefct)affenf)eit  ber  Function 
V'  (t)  werben  wir  no^  in  ber  folgenben  9lr.  mittl)eUen. 

261,  aSJir  fe^en  ©ingangö  üorf)erget)enber  9lr.  bie  5lb^ä'ngig» 
feit  jwifd^en  x  unb  t  burd)  bie  ©leic^ung: 

fefl,  wo  i/^(t)  jebe  Function  öon  t  Dorileden  fonnte;  ba  wir  und 
einmal  jur  5(nnat)me  bere^tiget  erf (arten,  tä  epiflirt  eine  gunction 
oon  X ,  bie  für  y  in  ®Ieid)ung  ( A)  9lr.  259  gefegt,  berfelben  iben» 
tifdö  ein  ©enüge  t^ut:  fo  ifl  über  biefe  wittfü^rlidöe  gunction  V»j(t) 
auc^  bergeflalt  ju  verfügen  möglid^/  i(i9  man 

y  =  t 
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ficht,  woiuvdi  nunmehr 

et^aften  wirb. 

Slad)  biefep  9fnnaöme  über  t)ie  gegenfeitige  ^Ibf^ä'ttgigfeit  t)er  trci 
93ariablen  x,  y  unb  t  tfl  feistere  fe^r  leid)t  ju  eliminiren  möglich, 
unt)  man  iiat: 

-    yi'  =  i ,  yj'  =  0 ,  ya'  =  0,  y4'  =  0 ,  u.  f.  ro. 

,         dx         ,        d2x  ,  d^x      •  d^x 

woburd)  bann  bie  ©leic^ungen  (c)  Dor^erge^enber  9lr,  in  folgenbe, 
Diel  einfachere  iibergef)en: 

dy    d2x 

y^  =  "-  -SFlir» 

dy  /      /d2x\'         d3x\ 
y^  =        d?  \  ^  llir>'    -  "dlj;  • 

dy  /      rd2x\^  d^x    d^x  d^xX 

y^  =  -  ^  V^  '-'di^^  -  *^  "dis-  "dir  +  "dir;  • 
•  •♦••♦••• ••#.» 

wo  bie  ^ifferenjialien  redi)terf)anb  aöerbingä  auf  t  jtd^  bejie^en, 
wegen  beä  eben  getrojfei^en  3ufamment)anged  jwifcfeen  t  unb  y  aber, 
bie  SJifferenjialien  öon  x,  aU  auf  y  Sejug  feabenb,  angefel)en 
werben  bürfen;  fe^t  man  baf)er  folgenbe  ®Icicl)ungen  fefl: 

dx  d2x  d^x  d*x 

"df  =  ""^ '  "dp"  ~  ''^»  "d^  =  ^^'  "d^  ^  ""*  "•  ^-  "'• 

fo  ^at  man  ouc^: 

1 


Xi  \  Xl^  XI*  XI*  / 


(c'O 


U.  f.  W. 
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aOBerten  tiefe  ©rgebniffe  in  Me  ®feicf)Uti9  (A),  9lr.  259  einge* 
fefet,  bann  (lettt  ftd)  fol^e  in  Uv  ®eife  umgeformt  tat,  ba^  nun^ 
mef)r  y  Me  abfolute  unb  x  bie  relatiDe  SJariable  ifl;  benn  bie  fo 
erhaltene  Umgeformte  enthält  auf  er  y  unb  x  aud)  bie  Oröfen: 


Xi  ,   X2  ,  X3  ,   X4 , 


weldbe  bie  fuccefffitjen  ^ijferenjialquotienten  Don  x  nad)  y  üorftetteh, 
3n  ber  3ntegralrecl)nun9 ,  namentlich  bei  ber  Sntegration  be.r 
S)ijferenjialgleic^ungen  bietet  jtd)  öfters  ber  5ln{af  bar,  fDlcl)e  Um* 
formun^jen  \f)u6  guten  (Srfolgeö  wegen  Dorjune^men;  um  iebod)  hier 
fcl)on  eine  3(nwenbung  berfelben  ju  jeigen,  werben  wir  in  ber  nä'cfefl» 
folgenben  9lr.  mit  ^tflfe  ber  julel^t  aufgeftettten  ®feict)ungen  (c'O 
bie  fogenannte  9leDer(tonögleid)ung  ableiten,  ju  welchem  3wecte  wir 
noc^  baä  allgemeine  Silbungögcfeft  berfelben  burd)  eine  fKecurjion 
mitt^eilen. 

S^euten  wir  ben  SDifferenjialquotienten  irgenb  einer  ber  Oröf en : 

y  y    Jlt    J2y    J3t 

na^  X  baburd^  an,  inbem  wir'biefelbe  mit  runben  Älammern  um^^ 
geben  unb  r.ecl)tö  berfelben  ben  3eiger  1  unten  beife^en ;  fo  jtnb  bie 
obigen  ©leic^ungen  (c")  mit  ben  folgenben  gleich  bebeutenb: 

yi  =  — .  y«  =  —  (yOi .  yj  =  — (y2)i ,  y4  =  —  (ya)! »  «.  f.  «>• 
wo  fonadö  (yi)i  ben  S^ifferenjialquotienten  Don  yi,  ober  Don  befien 
SBert^  —  n 
tienten  Don: 


± 

SBert^  —  nadb  y  Dorflefft,  wo  femer  (y2)i   ben  !©ifferenjialquo^ 


nad^  y,  unb  wo  (y3)i  ben  JE^ifferenjialquotienten  Don : 


1    /^     X22  X3\ 


gleichfalls  nac^  y  u*  f,  w*  DorfleCt ;  wobei  man  folgenbe  ©lei^ungen : 

dxi  =  X2cly ,  dx2  =  xjdy ,  dxj  =  x^dy  ,  u.  f.  xo. , 

ate  befle^enb  angenommen  ^at. 

Um  nun  bie  allgemeine  ®ältig!eit  bed  burd)  bie  obigen  ®teid)utt* 
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gen  auägefprod^enen  Silt)ung£^defe|eä  (arjutf^un^  nä'mnd^  taf  man 
attgemein : 

^abe,  bet>enfe  man,  la^  naö)  bem  oben  getroffenen  Ueberetnfommen 
folgende  ©leidbultg  beflef)t: 

(..-).  =  %!  . 

nun  ift 

baber  bat  man  aucb 
worauö 

y»  =  ^  (yu-i)t »  ober  yn  =  ^  (yn-i)i 

gejogen  wirb,  w.  j.  j.  w. 

262,  ©ine  nidbt  untt)id)tige'3lnwenbung  ber  in  tjorangebenbet  9lr* 
gewonnenen  (grgebniffe  ijt,  wie  bafelbfl  er^äbnt  würbe,  bie  ^er» 
ftellung  einer  Keberponögleidbung. 

^at  man  nä'mlic^  bie  ®leid)ung : 

X  =  ip(j)  (I) 

wo  '^  (y)  irgenb  eine  ^w^ction  ijon  y  bebeutet,  fo  woöen  wir  bie 
@leicl)ung,  bie  umgefebrt,  y  alö  Function  Don  x  barflettt,  bie  JR et) et«» 
fionögleicfyung  jur  vorgelegten  nennen. 

^ie  gunction  üon  x,  burdb  bie  wir  y  auöbröcten,  werben  wir, 
wie  foglei^  gejeigt  werben  foö,  afö  eine  nad)  auffleigenben  ganjen 
^otenjen  Don  x,.obne®nbc  fortlaufenbc  Keibe  barfleöen,  bie  au^ 
ein  (grga'njungöglieb,  ö'bnlidb  bem  bei  ber  S;a^tor'fd)en  ober  SOlacIau* 
tin'fcl)en  'JReibe  ber  erflen  2(btbeilung  ber  Stifter enaiafredbnung,  mit« 
fuhren  wirb. 

3lud  ber  bier  vorgelegten  ®leid)ung  (I)  wirb  unmittelbar  ent* 
^nommen,  ia^  y  eine  Function  von  x  fein  mu^;  flettt  man  biefe 
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etnftweilen  burd)  f(x)  lav,  fo  bietet  \>üi  aRacIauritt'f*«  Z^eorem 
(9lr.  27;  ©leid).  (24))  fotgente  ©ntwidelung  bar: 

f(x)  =?:  f(0)^H-  xft(O)  H-  ^  f2(0)  H- 


1,2 


ffc.!   (0)   -^   _i^    f,,(ax) 


1.2.3. .(k—l)    *"*  1.2.3. .k 

We  wie  folgt  geflettt  werben  fonn: 


y^y(0)^,y,(0)        ^       J^y^(O) 


WO 


1.2 
1.2.3-.(k-l)^''-*  1.2.3... k^"" 


v(<»       v/^^      Vo^®^  V         <®> 

y     ,  yi     t  j2     f  •  •  •  Jk— 1 


bie  bet  9lntia!)me  x  =  0  entfpredbenben  2Bertt)e  Don  y,  yi,  yjt  •  ♦ 
yk-i  öorflctten,  uttb  yk  ^"*^  ben  9Bert^  Don: 

öorflettt;  faUg  man  im  ©rgebnifie  bed  kten  2)iffetenjiaIquotienten 
Don  y  nadb  x,  x  in  ax  umfe^t/  wobei  a  einen  poittiDen  ec^tgebto« 
ebenen  3a^l?ttwert^  bebeutet. 

SJlutt  b<Jt'man  nac^  ber  öorange^enben  9lr. 


Fl 

= 

1 

» 

y2 

= 

1 

(yOi. 

ya 

• 

1 

Xl 

* 

(72)1 . 

aii) 

Fk-i  =  ~  (yk-2)i » 
y^    =^(yk-i)i; 

befKmmt  man  nad)  unb  nacfe  bie  Sluöbrücfe  jur  ßinlen  biefet  ®lei» 
(jungen;  inbem  man  Don  ber  ©lei^ung  (I)  auäge^t;  fledt  l^ierauf 
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gleidifattÄ  mit  Sujie^ung  itv  ©leic^ung  (,1)  bie  QBert^e  Uv  5ittitrücfe: 

y      9  yi      >   y«     »  •  •  •  Xk-t     »  Xk 

f)et ;  fefet  enblidb  bie  fo  gewonnenen  ©rgebnijTe  in  (II)  ein :  fo  ftettt 
tiefe  txinn  bie  Devlongte  inDecfejut  @leicl)ung  (I)  üor. 

S)en  richtigen  ©ebraudö  biefer  ®Ieicl)ungen  ju  evfefeen,  legen 
wir  \mä  .fofgenbe  @Ieict)ung: 

jur  Umte^rung  t)or. 
üJlan  ftnbet  juecfl: 


xi  ==  e^,  dfo  —  =  e" 

Xi 


mithin  erWlt  mön: 


yi  =  e"*^  unb  (yi)i  =  —  i.e"^  ; 


auä  ber  lefttern  gewinnt  man: 


y2  =  —  1.«        unb  (y2)i  =:  i.2  e       ; 


üui  biefer  wieberum  folgenbe: 


73  =  1.2  e    ^  unb  (73)1  =  —  1.2.3  e  ^/; 

eben  fo  giebt  biefe  ©leid^ung  folgenbe: 

y4  =  —  1.2.3  e'^^  unb  (y4)i  ==  1.2.3.4  e*"*^; 

wenn  in  biefer  QQBeife  fortgefel^t  wirb,  ergiebt  (td)  ottgemein: 
y^.,  =  (-1)''-"  1.2.3  .  .  .  (k-2),e'"^'"'*^'' ; 

unb  ba  anä  biefer 

(yic-iX  =C-0^-'  1.2.3  .  .  .  (k-2)  (k-l)  e"^'"'^^ 

gebogen  wirb,  fo  t}at  man  aud): 

y,,  =  (—1/"*  1.2.3.4  ...  (k  —  1)  e'*^. 

aajirb  nun  in  ber  vorgelegten  ©leic^ung  x  ;=  0  ongenommen, 
fo  erhält  man: 

(0)  _  '    -yCO) 

e^     =1  unb^  c        =  1 , 
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mithin  hat  man: 

yC«)  =  0 ,  y/«>  =  1 .  J2^'^  =  -  I  .  n^'^  =  1.2 ,  n<'^  =  -  1.2.3 , 

unb  attgemein: 

,  y^.j^^^  s  (-if-*  .  1.2.3.4  .  .  .  (k->2); 

ferner  f)at  man,  nad^  ber  vorgelegten  ®(ei(ftmtg. 


1+x  •      '  —  (i^x)''  • 

folglid)  bat  man  auc^: 

y>*)  =  (—1)''-*  .  1.2.3.4  .  .  .  (k  —  1) i~-, 

(1-N«x)^ 

unb  bie  affgemeine  @leict)ung  (II)  gefet  im  oorliegenben  befonbern 
gaff  in  folgende  über: 

'=--'*♦- *---^'-'-'*'^(,-^)'- 

ober  aucft,  beacfttenb  bie  Sebeutung  t)on  y,  in: 

K— 1  K  \l-|-ttX/ 

WO  a  einen  jnjifci)en  0  unb  1  faflenben  3at)lenwertt)  borflefft 

S)ad  leiste  ©lieb  biefer  ®leict)ung  fteflt  bie  ©rga'njung  öor,  faöd 
man  mit  bem  Dorle^ten  ©Hebe,  in  ber  SefKmmung  Don  log.  (1+x), 
bie  9lect)nung  abbricl)t;  biefed  leiste  ®Reb  muf  beim  unenbßc^en 
5unet)men  bed  ©teüenjeigerö  k  9luff  jum  ©renjwert^e  barbieten, 
unb  bamit  biefed  auc^  flattfeabe,  barf  bie  affgemeine  ®röfe  x  bie 
(£int)eit  nicl)t  übertreffen,  ^enn  erlaubt  man  (td)  bie  Jtnna^me 
X  =  1  +  II,  wo  u  einen  pofttiDen  2BertJ)  öorflefft,  fo  Derföge  man 
täber  bie  wifffät)r(i(3^e  aber  ed)tgebrod)ene  Sa^lengröfe  «  bergeflalt, 
iaf  man 

a  <  -^    ob«  a  =  -^^ , 
l-*-a  l-*-a 

l)abe,  wo  ß  pofttii)  unb  Heiner  alä  einö  ijl;  atebann  jlefft  |td)  ber 
95ruct): ' 

X       .  l-«-a 

1+«X       "^^     i-|-/)U    ' 
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unb  folglid)  numecifc^  grö^ev  ate  tie  (gtn^eit  bar,  n>eld&et,  auf  bie 
unenbUd)  grofwevbenbc  ^otenj  k  erhoben,  trol^  bcm  unenbfid) 
Keinmerbenbwi  gaftor  ^""^^  ~  ,  nicl)t  ben  SRuttmert^,  fonbern  einen 
unenblicfe  gropmerbenben  QQBect^  alö  ©renje  bavbietet.  Sa'^t  man 
aber  in  ber  leisten  ©leicfeung  für  x  jeben  5at)Ienmertf)  Don  0  biö  1 
gelten,  fo  üerfct)winbet  biefeö  SrgänjimgögUeb  mit  bem  unenbKc^en 
3une^men  üon  k,  unb  bie  ®Ieicl)ung: 

log.    (1  -I-  X)    =    X    —    ^X2    -♦-    ,»X3    —   ix'»    -♦-...  ,  tJ2 X^^* 

beflebt  für  ade  2Bert()e  üon  x  =  0  biö  x  =  i  mit  befto  größerer 
©enauigfeit,  je  größer  ber  3al)lenmertf)  für  k  angenommen  wirb. 

263,  9lacl)bem  baö^  2)ijferenjiren  einer  ©leic^ung  mit  jwei 
SSariabeln,  aU  jur  ©enüge  erörtert,  angenommen  werben  barf,  äber= 
geben  wir  nunmehr  jur  S)ifferenjiation  einer  @Ieicl)ung  mit  mefer 
ate  jwei  aSariabeln.  hierbei  befd)ra'nfen  wir  m6  jebocb  auf  ben  gatt 
breier  a3ariabeln,  ba  a\x6  biefem  gatte  baö  aSer^alten  bei  jenen  mit 
t)ier  untw  mehreren  53ariabeln  Ieid)t  entnommen  werben  fann. 

5uerfl  legen  wir  m6  ben  gaß  Dor,  wenn  eine  ber  brei  53aria= 
beln  gefonbert  Don  ben  beiben  anbern  burd)  eine  ©leic^ung  bärge* 
flettt  ifl.  ^ 

^at  man  nämlid)  bie  @leid)ung: 

L  —  f(x,  y) , 

WO  f(x,  y)  irgenb  eine  Function  Don  x  unb  y  bebeutet,  fo  fann 
biefe  @Ieid)ung  bei  ber  ?lnna{)me,  x  unb  y  flehen  in  f einerlei 
gegenfeitigen  ?lbf)a'ngig!eit ,  unter  folgenben  brei  ®e(tcl)töpunften  ber 
2>iiferenjiation  unterjogcn  werben. 

a)  '2)aö  ©ijferenjiale  Don  z  ju  ftnben,  wenn  entweber  x  eine  unenblicl) 

fleinwerbenbe  5lenbcrung  erleibet  unb  y  unDerä'nbert  bleibt,  ober 
unter  ber  gerabe  entgegengefefeten  53orauöfel^ung. 

b)  ^ci6  !r)ifferenjia(e.  Don  z  ju  ftnben,  wenn  x  unb  y  jug(eict)  un* 
enblicb  fleinwerbenbe  ?lenberungen  eingeben. 

c)  2Benn  {tt)ci6  jebod)  erfl  in  ber  folgenben  9lr,  wirb  befprod)en 
'  werben)  eine  ber  brei  93ariabetn  x,y,z  eine  unenblid)  Heinwer* 

benbe  5lenberung  erleibef,  ben  (ginpu^  bieDon  auf  jeT)e  ber  beiben 
anbern  burcb  2)ifferenjiation  ber  Dorgelegten  @Ieicl)ung  ju 
ermitteln. 

SÄaate ,  3)tff.  u.  3nt.  JReti^nung.  ii.  3 
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S^et  gatt  in  a)  tfl  bereite  in  9lr.  249  erörtert  unb  genügenb 
gelödt  Worten.  —  SJlan  iiat  jur  Seflimmung  bed  !£>ifferenjiaW  Don  z, 
fafite  bie  95ariable  x  eine  unenbticft  f leinwerbenbe  ^enberung  dx  erleibet, 
bie  ©teic^ung: 

d.z  =  -; —  dx  ,    00«  d.z  =:  — ^— ^  dx ; 
dx  ,  dx 

eben  fo  f)at  ntön  jur  Seflimmung  be*  2)ifferenjiaÖ  Don  z,  wenn 
y  bie  unenblid)  f leinwerbenbe  ^(enberung  dy  eingebt,  bie  Oleic^ung : 

.  dz     .  .       j  d.f(x,y)    . 

d.z  =  -j—  dy,    ober  d.z  =  — r— ^  dy, 
y  dy     ^  y  dy         ^ 


WO 


dz  .  dz 
-r-  ttnb  -j- 
dx  dy 


refpectiDe,  bie  partiellen  S)ifferenjiaI<iuotienten  Don  z  ober  Don  f(x,y) 
nad)  X  unb  nod)  y  Dorfleflen,  bie  nacJ)  berfelben  citirten  9lr.  feiner* 
lei  @d)wieri9feit  in  ber  ^erflettung  unterliegen. 

Um  ben  ^aü  in  b)  ju  löfen  t^at  man/  nac^  bem  ^Begriffe  eineö 
S)ifferenjialö  iiber^aupt^  bie  ©leicftung: 

dz  =  Lim :    j  f(x  -*-  cö  ,  y  -f-  w')  —  f(x,  y) }  , 

WO  6>  flatt  dx  unb  Cd'  flatt  dy  gefegt  würbe;  mit  3ujie^ung  bed 
in  berfelben  9lr.  249. aJlitgett)eitten  e,rt)ält  man  nun: 

,  dz    ,  dz     , 

dz  =  -j—  dx  -*-  -r—  dy. 
dx  dy      "^ 

9lud)  baö  jweite  unb  bie  f)öt)ern  S^ifferenjialien  Don  z  (tnb  fÄmmt» 
lic^  mit  ^ütfe  beö  in  ben  9trn.  251  —  254  aJlitgett)eilten  barjuflel« 
len  möglich;  fo  j.  S.  t)at  man  für  bad  totale  jweite  S)i(ferenjiale 
Don  z  folgenbe  @teicl)ung: 

d^z    ,  ^        ^    d^z      ,    .  d2z    .  „ 

wenn  man  nämlich  bie  ^ifferenjialien  Don  x  unb  y  jwar  aU  unbe* 
(limmte  unenblid)  Heinwerbenbe  @röf en ,  iebod^  atö  Don  x  unb  y 
unabWngig  ober  atö  Sonflante  bebanbelt 

264.  ^at  man  eine  ©leic^ung  jwifc^en  x,y  unb  z  ber  gorm: 

f(x.  y,  z)  =  0  , 

bie  feine  ber  brei  93ariabeln  Don  ben  übrigen  abgefonbert  enthält, 
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ober  bie  feine  ber  aSariabeln  butd)  bie  beiben  onbern  auigebrücft 
bocftettt;  fo  werben  bie  brei  gdtte  a),  b)  unb  c)  ber  Doronge^enben 
9lr.  in  folgenber  2Beife  erlebiget 

Setreffenb  ben  in  a)  bor9efii()rten  gaff,  benfen  wir  unö  in  ber 
^ier  Dorgelegten  @Ieict)ung  y  ald  Sonflonte ;  aföbcjnn  (tnb  wir  folcfte 
nad}  9lr.  256  itt  Sejtig  auf  x  unb  z  ju  bifferenjiren  berect)ti9et 

!£>aö  ©rgebniß  biefer  S)ijferenjtation  ftefft  bann  bie  ®Ieid)utt9: 

du    .  du    . 

-=-   dx  H-  ——  dz  =  0 
dx  d£ 

bar,  WO  jur  Slbfürjung  u  flatt  f(x,y,z)  gefegt  würbe,  ^uä  biefer 
@Ieict)un9  fliegt  bie  folgenbe: 

du         du      dz  ^  '       ,   , 

dx         dz      dx  ^   ' 

dz 

bie  ben  partieöen  !£>ifferenjiaIquotienten  Don  z  nad)  x,  nä'mlid)  -jj/ 

unb  folglich  aucfe  bad  ^^ifferen^iale  bon  z  beflimmt,  faffä  blöd  x  eine 
unenblid)  fleinwerbenbe  3{enberung  eingebt 

3n  atynlicfeer  SBeife  erhält  man  bie  @Ietcl)ung: 

du        du      dz         ^  .^^ 

dz 

mittelft  ber  ber  partieffe  S)ifferenjialquotient  oon  z  nac^  y  ober  -^ , 

unb  ntitt)in  auc^  bad  S>ifferenjiale  öon  z  bejlimmt  werben  fann, 
wenn  lebiglid)  y  eine  unenblid)  fleinwerbenbe  ^lenberung  eingebt, 
X  hingegen  conjlant  bleibt, 

2)en  in  öor^ergebenber  9lr.  in  b)  vorgelegten  gaff  ju  löfen, 
bebenfe  man,  ba^  auö  ber  bier  am  Eingänge  vorgelegten  @leid)un9 
eine  ber  a3ariabeln,  j,  S.  bie  z,  ate  Function  Don  x  unb  y  jeben* 
faöö  gebac^t  werben  fann;  biefem  jufolge  bat  man  aö  totale*  2)if' 
ferenjiale  von  z  bie  S8^fl;immungögleid)ung : 

.dz      -  dz    ,    • 

dz  =  -i—   dx   H-  -— -  dv  ; 

dx  dy      '  ' 

werben  aud  («)  unb  {ß)  bie  partieffen  2)ifferenjialquotienten : 

dz        .    dz 

-p-  unb  -j— 
dx  dy 
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befiirtimt  unb  beven  ©rgebniffe  in  bie  eben  aufgefleöte  ®(eicl)un9 
eingefeftt,  fo  evt)ält  man: 

du     ,  du     ,       .     du     , 

-r—  dx  -*-  -i —  dy  +  -3 —  dz  —  0  , 
dx  dy      "^  dz 

wefd^e  ©leidbung  jur  Äenntnt^  beö  ^ifferenjiaB  einer  ber  brei  93aria* 
beln  x,y,z  fü()ct,  faöö  bie  bciben  onbevn  unenblid)  fleinmecbenbe 
^(enberungen  etn9el)en. 

S)a  fetner  biefe  eben  gewonnene  ®Ieicl)un9  mit  bem  ©rgebnifie 
ber  S)ifferenjiatiDn  ber  öorgefegten  ®Ieicl)un9  nad)  aßen  brei  SBaria* 
beln  ibentifd)  ift;  fo  fc^lie^en  mv  t)ierauö,  ba^  man  auc^  eine 
@Ieid)un9  mit  brei  ISariabeln,  gleid)  mie.eine  ®lei» 
d)un9  mit  jweien,  nad)  allen  Söariabeln  bifferenjiren 
barf. 

Um  enblid)  ben  gatt  c)  oorange^enber  9^r.  ju  löfen,  legen  wir 
in  irgenb  einer  jroifct)en  bteien  SJariabeln  x,  y,  z  vorgelegten  ®fei= 
d)ung  einer  ber  Söariabeln,  j,  S.  ber  95ariabeln  z,  eine  unenblid) 
Heinwerbenbe  Stenberung  bei;  alöbann  erfahren  wir  ben  ^ifferen» 
jialquotienten  öon  x  nad)  z  burc^  folgenbe  analoge  jur  ®Ieidöung  («) : 

du  du       dx    

dz  dx       dz  • 

WO  u  =  f(x,y,z)  unb  f(x,y,z)  =  0  bie  vorgelegte  ®Ieic^ung  jwi= 
fd)en  ben  brei  a3ariabe(n  x,  y,  z  ijl,  (gben  fo  bietet  fotgenbe  analoge 
ju  (ß)  ben  ^ifferenjialquotienten  Don  y  nad)  z  bar: 

du  du        dy  ^ 

dz  dy        dz 

Sefltmmt  man  and  biefen  jwei  ®Ieid)ungen  bie  ^ifferenjial* 
quotienten 

dx         .     dy 
dz  dz 

unb  fel^t  bie  Srgebniffe  in  bie  Stuöbrflcfe.  red)ter^anb  folgenber  jwei 
®leid)ungen: 

d.x  =  -1—   dz,     d.y  =  •—-  dz  , 
dz         '      ,  ^  dz  ' 

fo  ftetten  biefelben  bie  fiöfung  bed  gatKed  in  c)  üor. 
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23iertc£!   ÄapiteL 
StntDenbutioeti  auf  Functionen  nte^tetet  Satialbelm 

§.  I. 

2)ic  9lei()en  Dbn  Satjlor  unb  OTaclaurin  für  gunctio* 
nen  mehrerer  a3ariabeln,  unb  DeraUgemeinette 

Utttfet)vun(jöreiM  öon  fiagrange* 
265.    (&6  wixi  feinteicben,  bie  SReiben  Don  Sanier  unb  SWaclau« 
rin  für  Functionen  jroeier  Sariabcin  einer  auöfiij)rlict)en  ©ntwidelung 
ju  unterlegen,  um  ben  ®ang  fowoW  al6  baö  Snbergebniß  bei  gunc* 
tionen  t)on  met)r  benn  jwei  a3ariabeln  ()ierauö  abjujie^en. 

@teßt  man  burc^  f(x,y)  irgenb  eine  gunction  Don  x  unb  y  t)or, 
unb  fe^t  bie  ©leic^ungen : 

y'  =  y  -^   h'z  .  1  ^*^ 

wie  uuct) 

U  =z  f(x',  y')  =  f(x  -*-  hz  ,  y  -*-  h'z)  (2) 

fefl,  mo  alfo  ü  biefelbe  Function  t)on  x'  unb  y'  oorflettt,  afö  fold)e 
f(x,y)  Don  X  unb  y  iil;  fo  fann  man,  ba  x'  unb  y'  nad)  ben 
@Ieict)vngen  (1)  üon  z  bepenbiven,  bie  ®rö^e  U  afö  ^««ction  oon 
z  anfet)en,  unb  folcfce  nad)  ÜJlaclauvin'ö  S^eorem  für  Functionen 
einer  SSariabeln  (9lr.  27,  ©leid).  24)  nadö  auffleigenben  unb 
ganjen  ^otenjcn  t)on  z  entwicfeln. 
2)iefem  nad)  l)at  man: 

ü  =  ü       -f-  |-T--)       5t  -*-  (-7---I H 

\  dz  /  \  dz2  /      1.2 

^  Yd^-^UV«»      z^-^  /  dkU  Y«')     z^ 

Vdz'^-V      1,2.3. ..(k-l)         \dz^/  l.a.3...k' 


WO 
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ber  Orbnuitg  nacft  We  QBert^eüon: 

du        d2ü  d^-lTT 

TT    r r 

öocftetten,  wenn  in  biefcn  z  =  o  angenommen  wirb,  unb  wo  fetner 

/d^UXCa^) 

ber  SRepra'fentant  Don 

dz"^   ^ 
ift,  wenn  man  in  biefem  «z  jlatt  z  fel^t,  wobei  «  einen  pofttiüen 
ect)t9ebrocl)enen  3aWenwertf)  vorfleüt 

2)a  II  unmittelbar  burd)  x'  unb  y'  gegeben  ifl,  biefe,  Derniittelt 
burd^  bie  @leicl)ungen  (1),  t)on  z  bepenbiren;  fo  bat  man,  beact)tenb 
bie  ®Ieicl)ung  (a)  y\v,  260., 


dU 


*l"r'         *^•»        "*"      Atr*         Af      ' 


dz  dx'     dz  dy'     dz 

unb  ba  man  nacfe  ©leid^ung  (1)  t)ati 


fo  ert)dTt  man : 

Slac^  berfelben  citirten  @teict)ung  (a)  9lr.  260  (yat  man  ferner : 

dU   _  ^  ^x^ 
dx     "•    dx'     dx 

welche,  ba  bie  @leict)ungen  (1) 


du        dU  ^        dU  , , 
■dT  =  "dl^  *^  ■"  "57 


dx     ""    dx'     dx  dy  dy'     dy 


dx'      ,     K  dy' 

-T —  =  1  unb  -p—  =  1 
dx  dy 

geben,  in  folgenbe  übergeben: 

dU    _    dU        v    dU    _    du 

"dT  -  IP"  ""^  "d7  ~  "dT" ' 

ba^er  fleßt  (tc^  bie  obige,  ben  S^ifferenjialquotienten  Pon  ü  nacft  z 
barfteflenbe  ©leid^ung  aud^  folgenbermafen  bar: 

du        du  ^        dU  ^, 
-dT  =  -dT  '^  "■  -dT  '  •  ^'^ 
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I)iflFerenjirt  man  biefe  ©leic^ung  pacKett  nad)  z ,  fo  ert)Ält  man 
unmittelbar  fol9enl)e: 


dz2 


_  /  d^U  dx^  d^U  dy^  \ 

—  \dxdx'  dz  "*"  dxdy'  dz  ; 

/  d2ü  dx'  d2ü  dy'\,, 

\dydx'  dz  dydy'  dz  /   * 


dx'      dy' 

fü()rt  man  Wer  Me  oben  für  -^  unb  -^    aufgeflettten    SBertfee 
ein,  fo  ^at  man  aud): 

d^U  _   d2ü  /  d^ü  d^ü  \  d^u 

dz2    dxdx'    "*■  \dxdy'  "*"  dydx'/    "*"  dydy'    ' 

beachtet  man  enblid)  bie  ©leicfeungen: 


dx'       V  dy'    , 

woburd) 

d^U  _  d2ü   d2U  _  d2U    d^U  _  d^U    d^u'  _   d^U 
dxdx'  ""  dx2  '  dxdy'  """  dxdy  '  dydx'  ""  dydx  '  dydy'  '"'  dy2 

erhalten  wirb;  fo  ergiebt  (td)  mit  Sejie^ung  auf  bie  erfte  ber  ®lei= 
d)un9en  (c)  9lr,  251  folgenbe  ®lcid)un9: 

dz2  ^x2    ^  ^^dxdy  dy2    "      »  .^*' 

weld)e  ben  jweiten,  $J)ifferenjiaIquotienten  Don  II  nad)  z  batflfcettt 

®irb  aud)  biefe  ®teid)un9  pactiett  nad)  z  bifperenjirt,  fo  erW'It 
man  mit  5ujieJ)un3  berfelben  Setrad)tun9en,  bie  unö  auf  (3)  unb 
(4)  9efüt)rt,  folgenbeä  ©nbergebnig: 

d3ü  d3U   .,         ,    d3U    .^,,         ,    d^U    ^^,,         d3ü   ^,, 

dz^  dx3  dx2dy  dxdy2  dy^ 

®irb  in  biefer  2Beife  fort9efa()ren,  fo  er()d'It  man: 

dy' 


(L1)^3=i^h-',-(5) 
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mt  and): 

Az"  dx"   *  ^'f  dx'^-'dy  "      "    ^    ^^'dx''-«dy«  " 


€e|t  man  nun  in  ben  @(etd)un3en  (2)  bis  (5)  z  =  o  ooraud, 
fo  bieten/  wenn  ler  ^ürje  ber  £ar|le((un9  wegen/ 

11  =  f(x,y)  '    (7> 

gefegt  wirb/  biefe  Gleichungen  (2)  bi6  (5)  folgende  SeiKmmungen  bar: 
(-dTJ    =17''"-df''' 

\  dz»  /             dx«                 dxdy                  dy* 
Idi^j      -  di^  •"       ^  '   »    'dx-'-^dy''     ^        

f  •' 

^^-^^dxdy^-»"         ^'^-''dy*-« 


unb  man  er^d(t: 

{(x  -♦-  hz,  y  -»-  h'z)  = 

='-"(dr''-^l7''r  ■*'(d^'"*''dTdy'''' ■^^p'   fe 

/d^  d^  d^Q  d^o  .   A    z^ 

-^W'-^-^drS^'^'''--' did^»  •••'"*  d^s^iro 

-•- 

—  -  ,k-i  


190  u  burd)  bie  ©Ieict)un<i  (7)  gegeben  ift,  unb  wo  man: 
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dx"^  ''^  dx'^-^dy 

^  =<  . 

••••••         U;  dy'^  ) 

gefefet  ^at 

@e^t  man  in  l)icfen  ©leic^ungen  z  =  1,  fo  flcßt  jtc^  leitete 
wie  folgt  bar: 

j^    _  dHx-^-«h,y-^-fthO        h^  d^f(x+«h,  y*-«hO        h^~*         h^ 

"~  dx^  1.2.3.. k  dx^~^dy  1.2.3. .(k-i)     1 

d^f(x-*-r.h,y*-«hO         h^"^         h^ 
dx^T^dyZ  '  1.3.3.  (k-.2)'  1.2 

d^ffx-i-cfh,y-«-«h')         h'*' 


bie/  wenn  man  auf  ben  Ucfprung  Don 
bie  ®Ieid)un9: 

dy'^ 

Rk  jutü(fäet)t, 

1.2.3.. k   ' 

—  •  , 

1.2.3...  k 

nämlid)  auf 

unb 

z  :^  1  fefet,  aud)  mit  folgenber  gleidö^ebeutenb  ifl 

• 

''^  =              d«^ 

«h')             1 

1.2.3. .k*~ 

ba^er  gebt  bie  etfle  ber  obigen  jwei  ®Ieicl)un9en  nunmehr  in  fot 
genbe  über: 

f(x-*-h,y-l-hO  =  u-*--j— h  -♦- -r-  h' 
ax  dy 

d2u   h2         d2a    h  h'       d2a  h'2 


dx2  1.2        dxdy  1    1        dy«  l;2 
d3ujb2^         d^g     h«  h^          d3u     h_  h'2       d^  h'3 
dx3 1.2.3       dx^dy  H  1         dxdy«  1    i,^        dy^  1.2.3 
-f- 

dx^'^  1.2.3 . .  (k-i)       dx^'^dy  1.2.3  . .  (k-2)  1 


dy  ■  1.2.3... (k.i) 

d^  f(x-f-«h,  y-*-«hO            1  .j. 

--^ ^ —  »  w 

da                       1.2.3 k  '     , 
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wo  «  eine  poptiDe  ecl)t9cbrocJ)ne  SoWengröfe  öorftettt   unb,  ndc^ 
®Ieici)ting  (7),  u  fiatt  ber  Function  f(x,y)  gefegt  Worten  ijl, 

S)iefe  ®Ieict)ung  (I)  flettt  ba*  Sa^lor'fdöe  Sfteorem  für 
iwti  95ariabeln  Dor;.bie  ©liebetreibe  jur  JKed^ten  mit  3(uöna!)me 
beö  legten  ©Jiebed  wirb  bie  Xaxilot'fdft  dititjt  für  jwei  S&a^ 
tiabeln  genannt;  bod  leiste  @lieb  enblid)  flettt  bie  (Srgänjung 
jur  eben  genannten  JKeibe  oor. 

So  beflcbt  jebod)  bie  ©leicbbeit  (I)  nur  für  jene  QBertbe  ber 
95ariabeln  x.junb  y,  für  bie  bie  Function  f(x,y),  ober  u,  wie 
auc^  fämmtlidbe  partiellen  !£>ifferenjialquotienten  berfelben  nodb  con* 
tinuirlic^  verbleiben. 

266.  Seftebt  baä  3;apIor'fd)e  Sbeorem,  b.  t).  bie  Oleic^beit  (I) 
porangebenber  91r.,  aud)  nodb  füt  x=o  unb  y  =  o;  bann  folgert 
man  auö  bemfelben  baö  aWacIaurin'fd)e  Sbeorem  für  jwei  Saria» 
beln,  wenn 

x=:o,  y  =  o,  h  =  x  unb  h'  =  y 

angenommen  wirb. 

aJlan  erbä'It  atebann,  wenn  burdb: 

(0)     /duV'^     /^«V^     /d2uV«>     /d^a   Y^ 

^  'Vdi)  '  w)  '  \^)  '  vdid7;  '  •  •  •  • 

ber  Orbnung  nac^  bie  ©rgebnifie  Pon: 

f^.  .^      ^-^(^-y)        ^'frx,y)        d2f(x,y)       dgf(x,y) 

frt,y; ,        dx       '         dy       '    ~di2~ '       dxdy     •  •  •  •  • 

für  x=o  unb  y=o  üorgefleflt  werben,  fotgenbe  ®teicl)beit: 

"^\dx2/      1.2  ■*'\dxdy/      1     1  ~*'\dy2/     17 

_^  /  d3u  Y«> jc3_    /j^u  Y'^jc2_^2: 

'*"\dx3/       1.2.3    "**\dx2dy/        1.2      I 

_^/jd%  Y'^x    y2        /d3a  V">  y^  ' 

l^dxdy«;   TTF"^\-dp-;   TiJ 
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'  Idx^'-V    1.2.3 . .  (k-i)  "^  Vdx'^-^dyj 


jk/ 


1.2.3  .  .  (k-2)      ^ 

-^/d^-^u  Y^^x        y^-^        ^/d^-^uy^>     y^-* 
\dxdy^-7      1    1.2.3 ..  (k~2)'*"\dy*'-7    1.2.3. ..(k-i) 

d«^  1.2.3  .  .  .  k 

WO,  wie  in  (IX,  a  einen  pojttiöen  ecl)t9ebroc^enen  3aWenwert^  re* 
präfentirt 

I)iefe  @Ieict)ung  (II)  fiedt  baö  aWacIautin'fc^e  S^eotem  für 
Functionen  jmeier  93ariabeln  oor;  Me  ®Ke^!?rtei^e  recl)tet* 
tyanb,  baö  le^te  ©fiel)  aufgenommen,  witl)  Me  iülaclaurin'fcöe 
SXeiM  für  jwei  95ariabeln  genannt;  baö  leiste  ©lieb  felbjl 
ftettt  bie  Srga'njung  biefer  9{ei()e  Dor, 

267.    ©teilt  man  folgenbe  ®Ieid)ung  feft: 

Ü=:f(x-t-«h,  y^«h',  3t-f-«h",   .  .  .).  W 

fo  fleöt  (td^  iaä  Sa9lor'fd)e  S^eorem  für  jebwebe  5{njaM 
t)on  Söariabeln  x,  y,  z,  .  •  ,  folgenbermagen  bat: 

f(x-4-h,  y-4-h',  z-^h",  .  .  .)  = 
\d«/  \d«2/      i.:»"*"\da3^      1.2 


2.3 


\dot^    ^/      1.2.3 ...  (k-l) 

da**       1.2.3..,.  k 

WO 

Tr(0)          /düV^>          /d^üV^) 

/d^-^u\<^^ 

bet  9leiJ)e  nac^  bie  SKeptd'fentanten  öon 

TT        du          d2U 

*-•     »              ,             >       — T— =-    ,      •      •      .      « 

d»^-^ü 

(A) 


da  da2  ja*"" 

(tnb,  wenn  in  biefen  nad)  üottaogenen  !£>iffetenjiationen  ieteömal 
of=o  gefegt  wirb;  im  legten  ©liebe  ber  ©Ieidt)ung  (A)  aber,  baö  bie 
@  r  g  ci  n  j  u n  g  jur  Sa^Ior'fdöen  fRei^e  met)terer  SJariabeln  reptä'fentir t, 
tft,  naci)bem  man  ben  kten  $)ifferenjialquotient  t)on  II  nad)  «  titv^ 
gefleflt,  für  «  eine  pofttiPe  ecl)tgebroc^ene  3a()lengtöge  ju  fe|en. 
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95cittt  uncnblicfeen  3«net)men  Don  k  ntu^  ticfed  ©rgänjungdglieb 
9lutt  jtim  ©renjmcvtfe  barbieten,  wenn  füv  a  tiefer  eben  genannte 
5al)lenmert^  gefeljt  wirb. 

QBirb  ferner  folgenbe  @(eid)un8  feftgeflellt: 

V  =f(«x,  «y,  «z,  .  .  .)  .         »  (b) 

fo  wirb  bad  SWacIaurin'fd&e  St)eorem  für  jebwebe  3ln= 
jat)l  Don  93ariabeln  x,  y,  z,  ,  .  •  burc^  folgenbe  ®teid)beit 
bargejlettt: 

f  (X  ^  y ,  z ,  .  .  . )  = 

1.2.3 


\ia)     "*'\d«2/      1.,  '""\df.V     i.2-^ 

....  ^/j!:!vV"_x_-,^jlL.    i  (B) 

\dof^-V      l-2-3...(l'-l)  d«^       1.2.3..  k 

WO  man  l)ier  mit  V  biefelben  Operationen  Dorjune^men  ^at,  aö 
oben  bei  U  angebeutet  würbe,  alfo  auc^  im  legten  ©liebe  biefer 
®leid)f)eit,  weld)eö  bie  ^rgä'njung  jur  SDlacIaurin'fct)en  SReifee 
Dorjlettt,  bie  ®rö^e  «  irgenb  einen  ed^tgebrocftnen ,  pofttiDen  3a^» 
lenwert^  bebeutet. 

268.    ^at  man  eine   ®Ieid)ung  jwifc^en  ben  brei  SJariabeln 
X,  y,  z,  wie  bie  folgenbe: 

z  =  F  {x  +  y  f(z)}  ,   '  (1) 

wo  ' 

f(z)  un5  F  I  xH-y  f(z)} 

Functionen  üon 

z  unb  x-4-y  f(z) 

üorfletten;  fo  beftet)t  bie  t)ernttgemei'nerte  2agrange'fct)e  Umfeferungd* 
treibe  barin:  irgenb  eine  ^""ction  i>on  z,  wie  ztwc\  cp{z),  nad) 
auffleigenben  unb  ganjen  ^otenjen  üon  y  ju  entwictetn. 

Ueberge^en   wir  jur   ?lbleitung  biefer  9leit)e ,   unb  fe^en  ber 
Äürje  wegen: 

u=:g)(z);  (2) 

fo  bietet  baö  SWacIaurin'fcfee  S;()eorem  für  eine  95ariaMe  folgenbe 
(Jntwirfelung  bar: 
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\dy''"V      12-3- ••(k-l)"^\dy''/        12-3...k' 

tvo 

Vit  anä  ben  ©leic^ungen  (1)  unb  (2)  gefolgerten  933ertf)e  üon: 

du        d2a  d^-^u 


u 


'    dy  '    ^y' dy»^ 


Dorflfcetten,  wenn  nad)  tjottjogenen  2)iffetenjtationett  y  =  o  gefegt 
wicl);  ferner  ftettt 

/d^u\(ay> 


Vdy^j 


ben  QBert!)  bed  kten  2)ifferen§ialquoHenten  Don  u  nad^  y  ^or, 
wenn  gleic^fciüd  nac^  Dottjogener  ^iffereniiation  y  in  «y  um« 
gefegt  mirb,  wo  «  einen  ed)tgebrod^enen  pofttiöen  3at)Ienwert^ 
bebeutet 

(£ß  erübriget  und  nur  nod^  bie  eben  erwal)nten  2)ifferenjiaIquo« 
tienten  burc^  einföd^e  unb  leict)t  faflid^e  gormen  barjujleöen,  worin 
bie  eigentlich  beacf)tenöwertf)e  (Seite  biefer  SXei^ye,  mm  anal^tifd)en 
^tanbpunfte  angefe^en,  befielt. 

Sebenft  ntan^  baä  eben  erwä't)nte  3iel  t)or  5lugen  ^abenb,  baß 
u  unmittelbar  t)or  z,  unb  z  mitteffl  ber  @leicl)ung  (1)  Don  y  be= 
penbirt;  fo  t)at  man,  nad)  @(eict)ung  (a)  9lr.  260, 

du  du     dz  .^^ 

dy  '       dx     dy 

2)ifferenjirt  man,  biefer  Oleic^ung  eine  anbere  gorm  ju  geben, 
bie  (^eicftung  (1)  partiett  nad)  x  unb  z,  unb  eben  fo  nad)  y  unb  z; 
flettt  jur  95ereinfac^ung  ber  2>ar)lettung  burd^  Fi  ben  2)ifferen* 
jialquotienten  pon: 

F  {  xH-y  f(z)  }    no*  x-i-y  f(z) 

Pot,  fo  flinbet  man : 
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dx   ~  i— y  f,(z)Fi' 

dz _f  (z)  Fl 

dy   —  1-y  f,(z)Fi' 

WO   fi(z)   l)cn  2>iffctenjiaIquotientcn   Don  f(z)  nad^   z  üorflettt; 
werben  Mefe  jroei  @Ieicl)un9en  burcJ)  einonber  biDibict,  fo  erhält  man: 

dz  .     dz 

wirb  enblic^  biefeö  (grgebnifi  in  bie  obige  ©leid^ung  (4)  gefegt:  fo 
9e()t  folcl)e  in  folgenbe  über: 

da  ...     do     dz 

17  =  ^^'^   ^^-  ^^^ 

Um  auä  biefer  ©leicfeung  ben  jweiten  2)ijferenjialquotienten  öon 
u  möi  y  }U  gewinnen,  beriirfftd^tige  man  ben  Umftanb,  ba^ 

— ^  unb  mithin  au<b  £(z)  4^ 
dz  dz 

eine  Function  Don  z  öorftettt;   wirb  nun  burcft  u'  eine  gunction 
t)on  z  öorgefleöt ,  bie  ber  ©leid^ung : 

du'        f  /  V   du  .^. 

entfprid^t,  fo  feat  man  ftatt  bet  Oleicfeung  (5)  folgenbe: 

du  du' 

dy  dx 

welche  wir  nun  in  SBejug  auf  y  bifferenjiren  werben. 

5{te  unmittelbare^  ©rgebnif  biefer  S^ifferenjiation  f)at  man: 


d2u 


'•(S 


dy2   ""         dy       ' 

biefe  ift  aud)  mit  folgenber  gleict)bebeutenb : 


d2u        ^ 


(f) 


dy2   —         dx       ' 

unb  ba  man  auf  analogem  9Bege,  wit  bie  Oleid^ung  (5)  erhalten 
würbe,  folgenbe: 

du'  .    ^   du'     dz 

-j-    =    f  (Z)   -r—  .  -T-  » 

dy  dz      dx 
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ober,  wegen  ber  ©(eic^ung  (6),  and)  folgende 

erhalten  wirb  :   fo  ftettt   (tc^  fofgenbe  SBeftimmungögfeid^ung   bed 
jweiten  2)ifferenjialquoHetttett  Don  u  nadö  y  ^eraud: 

_^n_  _  .   •  j    ^  ^     dz      dx  ( 
dy2    —  dx  •  <^) 

5tu^  biefer  ©leiö^ung  gewinnt  man  ben  britten  S)ifferenjia(qup* 
tienten  Don  u  naö)  y,  wenn  biefelbe  in  ä'{)n(id^er  QBeife,  wie  bie 
©(eid^ung  (5)  umgeformt  wirb* 

©tettt  man  nömlii^' «nter  u"  eine  Function  oon  z  üor,  bie 


nan  auäi 

(8) 

• 

'^^)    dz  •  dx  -    dx    ' 

woburc^  bie  ®lei(ftung  (7)  toorerjl  folgenbe  gorm  annimmt: 

d^u  d^u" 

'd^  —  "di2"* 

©ifferenjirt  man  biefe  nad^  y,  unb  Dertaufc^t  recl&terf)anb  bie 
OrbnungÄfoIge  ber' SJifferenjiationen,  fo  flelllt  jtc^  folgenbe  ®Iei* 
d^ung  ^erauä: 

/du"\ 
dy3    ■"        dx2        ' 

analog  mit  ber  ©leicftung  (5)  feat  man  aber  aud) : 

du"  .,      du"       dz 

weld^e  bead^tenb  bie  ®leid)ung  (8)  in 

(ibergel)t:  fonad)  feat  man  für  ben  britten  2)ifferenjialquotientep  Don 
u  nadö  y  bie  ©lei^ung: 
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dy3  dx2 

93crfäf)rt  man  mit  biefer,  mie  mit  ben  ©leidiungen  (5)  unb  (7), 
fo  ert)ält  man : 

dy*    "^  dx3 

unb  wenn  in  biefer  2Beife  fortgefahren  wirb,  erWtt  man  allgemein: 

(        .  du     dz  ( 

tvtldft  für  ganje  93Jert{)e.Don  k  befielt. 

Um  biefe  Sraebniffe  jur  (Srveicfeung  beö  unö  am  Eingänge  ge* 
ftedj^en  3ieleö  ju  benu^en,  baben  wir  nod),  wie  bie  ®leicl)ung  (3) 
jeigt,  biefe  gewonnenen  JE^ifferenjialquotienten  Don  u  naä)  y  für 
y  =  o  anjugeben. 

©teilt  man  burd): 

bie  ffiertbe  Don 

z  unb  -r— 
dx 

bei  ber  ?lnnaf)me  y  =  o  Dor,  fo  bietet  bie  ©leicfeung  (1)  fotgenbe 
SBejlimmungen  bar: 

flellt  man  ferner  burd) 

ben  er(len  ^ifferenjialquotienten  Don  u  nadö  z  gleicl)fallö  für  y  =  o 
Dor,  bann  t)at  man  nacft  ®leicl)ung  (2)  folgenbe: 


(^r=-K'). 


bie,  wegen  beö  eben  für  zi^)  aufge(leüten  OBert^ed,  irr  folgenbe 
übergebt : 
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SHit  Serüdjtc^tiflung  Mefer^^Qleid^ungen  erhält  m<m  j^ad)  ®Uu 
d)un(j  (9)  folgende  attgemcine  öejlimmung: 

/d^u  .  ^^)  _  d^-^  {  f(F(x)  )^  .^,(F(x)  )  Ft(x)  } 

Idy^;      -  dx--^ 

WO 

(fx(¥{x))  unb  Fi(x) 

2)iffcrettjiaIquotienten  oitv  Slbfeitungen  Dorfletten,  wie  foIcl)e  im 
er(len  Streife  t)er  ^iffcrehiiafredjnung  in  ter  ©leid&uns  (1)  9lr.  16 
t)afelb(l  feftgeflettt  worbett  jtnb. 

@tefft  man  ferner  ben  auö  ©leicftmtg  (1)  gefolgerten  2Bert^ 
Don  z,  wenn  t)afe(b(l  y  in  «y  umgefi^|t  wirb,  bur^  z^"^^  üjor  unb, 
}ur  aSereinfad&ung  ber  2)ar(leli[ung,  bie  ®Ieicl)ungen: 


/_dz  Y«v)_  F,;x^r.yf(z(«y)){  ^ 

\dx  /       ~"  ^ _ßy  fj(3i(ay))  Ft  {  x-*-ay  f{z(«T>)  {  ' 

dn  öud^: 
Vdy"/  dx"-* 


fo  ^at  man  ouc^: 


Sitte  tiefe  ©cgetmifie  in  Oteid^ung  (3)  cingefeljt,  txi^ält  man: 

qt(7.)  =  gc(F(x))-*-f(F(x))  gr'i(F(x))  Fi(x).y 

^    d.   }f(F(x))gy.(F(x))  F.(x)}  ^ 

"*"                              dx  *  1.2 

_^  d»{f(F(x))3  y,(F(x))F,(x)}  y3 

**"                             dx«                       V  '  1.2.3 


d"-*  {  f(F(x)  )"-*  <^,(F(x) )  Et(x) }'  y"-' 


dx"—  1.2.3...  (k-l) 


a^-.j,(,.,.)>(y  (j^)'-'j       ^. 


.(I) 

dx^-*  1.2,3...k 


JHaabe,  ÜDlff.  tt.5nt.  gi<(^tt«ng.  II. 
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S^iefe  ©leic^ung  fleüt  bei  Suftrunbefegung  t)er  ®leid^ung  (1)  lad 
fiagrange'fcfteSfteorem  für  Umfe^rung  betreiben  Dor; 
bie  ©liebcrrei^c  jur  JXedjtett,  baö  leiste  ®fieb  ouögenommen ,  fteöt 
bie  üeraagemeinerte  £agrange'fd)e  Umfe^rungdrei^e  öor ; 
bi^feö  (efete  ®(icb  felb(l  fann  ©rgänjung  biefer  Weifee  genannt 
werben. 


§.  n. 

Ueber  ben  9Jlapimum«  ober  SWinimurnjullanb  einer 
Function  jweier  unb  mehrerer  93ariabeln. 

269.    ©tettt  ber  Äürje  wegen  u  irgenb  eine  Function  meb« 
rerer  93ariabeln  x,  y, z  .  .  i^or,  nä'mKcfe  M  man: 

fo  werben  wir  unö  im  Dorliegenben  ^aragrap()en  bamit  befaflen, 
jene  jugleid)  be(le^enben  reetten  2Bertf)e  Don  x,  y,  z, , . .  ju  ermi^ 
teln,  bie  u  ju  einem  SUapimum,  ober  ju  einem  9Winim«m  mad)en. 
@inb  nun  a,  b,  c,  .  .  .  ber  Orbnung  nad)  reeÄe  9Bertt)e 
Don  X,  y,  z, . , .,  bie  u  in  ben  3u(lanb  eineö  SWapimum,  ober 
eined  SWinimum  Derfefeen;  fo  muß  im  erjlen  gatteMe  Unglei^feeit: 

f(a  +  fti,  b-t-cüi,  c-*-o;2,  .  .  .)  <f(a,b,  c,  .  .  .)  » 

urtb  im  jweiten  bie  folgenbe: 

f(a  HH  oj ,  b  -*-  wi ,  c  -I-  ti;2 ,  .  •  0  >  ^(«1  b,  c,  .  .  .) 

befielen,  wenn  «,  «i,  «2,  * .  •  unenblid)  fleinwerbenbe,  reette,  mit 
pojttiDen  ober  negativen  3eid)en  begabte  ©rößen  Dorflelllen,  bie  an 
feinerlei  gegettfeitigen  5(bbä'ngigteit  gebunben  jtnb. 
2)iefem  SBegriffe  gemäß  wirb  u  bei  ber  Slnna^me: 

xz=a,  y=b,  z  =  c,  •  .  . 

ben  3ufianb  eined  9)lapimum  ober  ben  eineö  9Jlinimum  ein* 
ge{)en,  je  nac^bem  ber  @renjau«brud : 

Lim:    jf(a-*-w,  b-»-«», ,  ch- o»2,  .  .)  "- f(«>  b,  c,  .  .)}   , 
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bei  ber  eben  ermähnten  SBefcftajfeit^eit  ber  ©rößen  w ,  wi ,  0)2 ,  . . . , 
ein  negatiDeö  ober  ein  pofitiDeö  3etci&en  trägt 

@e^en  mv  bie  guncHon  u  in  ber  9lact)barfcl&aft  ber  reelKen 
?lBert{)e  a,  b,  c, . . .  Don  x,  y,  z, . . ,  mit  ber  (^igenfc^aft  ber  Soli* 
tinuitä't  bt%abt  Dorauö,  bann  bietet  ber  fo  eben  aufgeführte  @renj= 
auöbrucf,  wenn  man  ber  @infac^()ett  wegen  u  Iebig(ici&\aB  gunc* 
tion  t}on  X,  y  unb  z  Doraudfe^t,  folgenben  ©renjwevtt)  bar: 

du  da  du 

fletlen  nun  bie  partietten  2)tfferenjta(quotienten : 

du        du        du 
"dT  '     dy  '  ."dz 

für  x=a,  y  =  b,  z=c  angebbare  9lefu(tate  bar,  bann  wirb  biefer 
5luöbrurf,  aU  QSert^  beö  obigen  ©renjauöbrucfed,  bem  3eic^en 
nacfe  Don  ben  unenbUdö  tteinwerbenben  ®röfen  w,  wi,  «2  bepen» 
biren;  biefeö^wiberfpvict)*  aber  bem  oben  feilgeftettten  Segriffe  eine^ 
aWopimum  ober  SÜlintmum  Don  u:  ba{)er.ijl  man  jur  Slnnabme 
folgenber  ®leicl)ungen  bemü^iget: 

du  du  du 

•  dr=ö'  -37^^'  17=^' 

wo  aber  nunmef)r,  mö)  bem  Saijtor'fci&en  S^eoreme  me{)rerer  5Ja* 
riabeln,  ber  obige  ©renjauöbrucf  folgenben  ©renjwert^  barbietet: 

d2u   ^     d2u    ,     ^^^    o    ^  ^^^  ..  <i^u  .  *^^«         }  * 

Ob  nun  ein  Ifuöbrud.  biefer  gorm  2BertAe,  bie  Don  ben  3eict)en 
ber  ©rö^en  w ,  «i ,  a>2  unabhängig  (tnb ,  barbieten  lann  ober  nxä)t, 
werben  wir  in  ben  näct)ilfoIgenben  9^rn,  befonbersi  unterfud^en ;  Dor 
ber  ^anb  begnügen  wir  unä  mit  einer  gebrängten  Sufammenflet 
lung  unb  QSeraÖgemeinerung  ber  bereite  gewonnenen  (grgebniffe: 
SBenn  man  bie  ®leid)ung 

U=f(Xi,    X2,    X3,    X4,   .  .  X J  (1) 

bat,  wo  xi,  X2,  xj,  x„  Dort  einanber  unab{)ängige  Dariabfe  ©rö^en 
ftnb;  fo  muffen  bie  reellen  2ßert()e  biefer  Sariabeln,  bie  bie  gunction  u 
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jum  aWa)Hmuttt  ober  aJlinimum  machen,  folgenben  n  ©leidtjungett 
Oenügc  tf)Utt: 

du  du  du  du 

dii=^0,    ^^  =  0,    ^^  =  0^''^  =  0.  (2) 

ober,  bie  biefen  ©leic^ungen  entfprecl)enben  reeöen  SBeftimmungen  ber 
aagemeinen  ©rößeit  xi,  xg,  xa, . . .  x.  ftnb  z6  lebigfid),  bie  bie  gunc» 
Hon  u  ber  ©leidbung  (1)  in  ben  3uftanb  eineä  aWapimum  ober  eined 
aWinimum  Derfe^en  fönnen;    unb  bamit  jener  ober  biefer  3ujlanb 

qu*  eintreffe,  mu$  (menn  ber  gaftor  j^  unberücfft^tiget   gefaffen 

wirb)  ber  9luöbrucf  J,  ben  folgenbe  ©leidjung: 


d2u      „       d^u       „       d^n      -  d^u 


«    d^u  ^    d^u  ^    d^u 

2  -1 — j —  taia)2  -♦-  2  ^j — j —  0)10)3  "*"  2  j^— j —  0)2^)3  * 
dxidx2  dxidx3  dx2dx3 


<J^.-id*» 


be(limmt,  wenn  in  bie  ©rgebnifie  ber  jweiten  partiellen  2)ifferen= 
jiatquotienten: 

d^u         d^u         d^u  d^u  d^u  d^u 

dxi^  '     dx22  '     dxs^  •  *  *  •  dxidx2  '    dx|dx3  *    dx2dx3  '  *  *  ' 

biefed  9luöbru(leö  bie  quo  (2)  gefolgerten  reellen  SBert^e  Don  xi,  X2, 
X3,..,  eingefe^t werben,  im  erjlen  gallle  ein  negatiöed  unb  im  jwei= 
ten  ein  pofitiöeö  Seid^en  tragen,  bie  Seiö^en  ber  unenblidö  fleinwer= 
benben  unb  gleicl)fattö  reellen  ©rö^en  ©i ,  «2 ,  »3 . . .  unb  i^re  ge= 
genfeitigen  Sejie^ungen  mögen  wie  immer  gebad)t  fein. 

270.  2)ie  Unterfuc^ung  iti  3ei(^enjuftanbe«  eineä  3(uäbrudeö 
wie  J  in  ©feicftung  (3)  tjorange^enber  9lr.  wirb  am  jtc^erflen  ge= 
leitet,  wenn  man  benfelben,  wie  fofort  gejeigt  werben  fott,  ateeine 
algebraifc^e  ©umme  quabrattfd)er  5tuöbru(fe  barflellt 

(Stellt  man  jur  Sereinfa^ung  ber  2)arftelluttg  folgenbe  Se« 
jei^nungen  feft: 

_d^_.         d^u  _  d2n         .  d2u 


Digitized 


byGoogk 


^^tfferenjialtcc^nung.  IV.  270.  53 

dM^2~^''2»   dild^-^^*»^'    S5di^~A2,3  , . . .  dx„_,dx,  ~^»-^'»  ' 

WO  ixt  ilniivüdt  jur  dltdjttn  We  SKepräfentaitten  ter  jur  fiinfert 
(tnb ,  wenn  man  (entere  nac^  im  a\x6  itn  ©teic^ungen  (2)  öorange^ 
l)entet  9lr.  gefolgerten  reetten  SBevt^en  Don  xi,  xg,  X3,  . .  x»  be* 
fUmmt  f)at;  iam  5at  man  eö  mit  bev  Umformung  eineö  ^ui^ 
bvucfeä  ter  gorm: 

Ai  wj^H- A2  a>2'^-*- A3  ws^H- A/,  W42  -♦-....  H-A,j  w„2  i 

"*"  2  ( Aj  2  o}^  «2  -+.  A.^  3  o)^  ö>3  -f-  A2  3  0^2  «3  -I-  ....  -*.  A„.j  „  w,,.i  ci;^)    \ 

in  einem,  eine  algebraifc^e  @umme  n  qual)ratifd)er  ©lieber  um» 
faffenben  5(udt)ru(f  ju  tf)un. 

@telllen  wir  l)en  umgeformten  3tuöl)rurf  Don  (I),  wie  folgt  bar: 

(  «1,0  ^^l-*"»2,0  W2-»-«3,0  ^^3-*- •*'«n-2,0  ^,i-2-*^«n.l,0  ^n-l"*  «„,0  ^n)*  \ 

V  \2 

■^(«1,1  ''*1"^«2,1  «2-*-»3,l  ^^3"+-  •  •  •  •  "*-»ii-2,l  ^'u-2-^»u-l,l  ^'«.ij 

-*-(aj  2  0>i  -*-  ag  2  ö)2  -^  «3,2  <«3  ■*"•••  "*"  »n-2,2  ^u-2)^ 


(I) 


1(11) 


,-*-(»J.n-3  ^^1  -*-  «2,n-3  ^^^2  "^  a3,n,3  ^^3  )^ 
-^(»l.u-2^1-*- «2,11-2  ^2^ 

WO  bie'Soefftcienten: 

«1,0»    «2,0»    ^3,0  >   •_  •   •  ^1,1»    ^3,1  »   •   •/  «i,2  »   •   •   ' 

Dor  ber  ^ant  unbefannt,  jebod)  wie  bie  Soefflcienten : 

Ai,    A2 ,    A3,-.  .  .  .  Ai,2i    Ai,3,  .  .  .   , 

Don  ben  ©rö^en  «1,02,03,...  unabhängig  getiacl)t  ftnb;  fo 
bejttmmen  wir  erflere  auö  t)er  Sbentitd't  beider  9ludbrtlcfe  (I) 
unb  (II), 

sajenn  ncimlid)  nad)  gemein  üblidöer  QQSeife  üerfa^ren  wirb,  (letten . 
(xdl  folgende  @(eicl)ungen  {)erauö,  beren  2lnjat)(  gleid)  ber  ber  Unbe:» 
fannten  in  (II)  ift  unb,  wie  wir  in  einigen  befonbern  gä'ffen  jeigen 
werben,  jur  Seftimmung  berfefben  Döttig  auörei(t)en. 
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S^icfe  ©Icicfeungeii  ftnb: 

•ifo  "*"  Kl  -*:  «M  -^  »1^3  -*-    •  •  +  ajf„.i  =  A,  , 

^^  -^  «2ft  -^  «2^2  +  «2^3  -^      •  •  -^  «2:„.2  =  A^    ,       , 
»3!o-*-«3J-*^«3f2-^*3!3-^----*-«3f».3=   A.    , 

«n!4,0  -^-  «„i4,l  -*-  «„14,2  -*■  «„14.3  "^  an!4.4  =  A„_^    , 
«ni3,0  -*-  «„!3.1  -*-  »„!3,2  "*-  ««13,3  =  A„.3^  , 

.  Kl2,o  -*-  a„i2,i  -*-  «.'2.2  =  K.2  » 

*nil,0  "*"  «11-1,1  ==^  A„_j    , 

«n^o  =  A,j  ; 

«1,0  «,,0  -*-  «1,1  «2,1  -^  «1,2  «2,2  ^  -^  a,,„.3  «2.«.3  "^  «,,u.2  «2,n-2  =  Ai,2  . 

«1,0   «3,0  -*-  «1,1    «3,1  -^  «1,2    «3,2  ^         ^  ai.„.3   «3,n-3  =  A  ,  3    . 


a 


1,0    ««.1,0  "■■  «1,1    «n-l.l  —  A^^  .j    , 


«1,0    «11,0  —  Aj^n 


«2,0  «3,0  +■  «2,1    «3,!  i- -*-  «2,«-3    «3,u.3  =    A2,3     » 

«2,0  «4,0  -♦-  «2,1    «4,1  -*-•••  -*■  «2,u.4    «4,n-4  •—    A2,4    , 

«2,0  ^u.1,0  "•■  «7,1    «n-1,1  =  A2^„.i    , 

«2,0  «n,o  =  Ag  „  ; 

«3,0  «4,0"*- «3,1    «4,1  -^ -^  «3,0-3   «4.«-3  =  A3  ^    , 


?3,0   «n.1,0  "*■  «3,1    «1,-1,1  =  A3  „^^ 


«3,0^  «n,0 


—  A3^„  ; 


«ri-2,0    «n-1,0  "*"  «n-2,1    «n-1,1  =  A^^  g  ^^  j 
«11-2,0   «11,0  =  A„.2,u    » 

«n-1,0   «n,0  "^  A„_i  ,^    ; 
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üuä  »eld>en  wir  in  ber  folgenben  9lr.  Uz  jwei  befontent  Jäffe 
n  =  2  ml  n  =  3  auöfü^riic^  entwideln  werben. 

271.  Sei  ber  befonbern  5(nna^me  n  =  2  rebuciren  ftd)  bie 
attgemetnen  ®Ieicl)un9en  t>orange^enber  9lr.  auf  folgenbe  brei: 

■l,0  1,1  —   "^1  '      "2,0  —  ""^2    » 

®1,0    *2,0  =  ^1,2    • 

?luö  ber  jweiten  biefer  ©leid&unsen  be(lmimt  man  a2,o  /  herauf 
aud  ber  britten  ai,o  unb  mit  ^fllfe  biefer.  auö  ber  ,erjlett  ai„.  ajjan 
ftnbet,  wenn  in  biefer  2Beife  oerfaftren  wirb, 


-^1,2 


»1,0 


vT,»    ^^'«-7X7  ' 


yAj  Ag  —  Aj^2 

woburd)  bie  ®(eicft{)eit: 

A  A  -A  ^. 

A,  £0^2+ A,  o>22+2A,  2  c»>i  wg  =  ■^(  A,  2  wi-f- A2  0,3)2-*-    ^  ^^    '^'  V    Co 

erhalten  wirb. 

2öirb  ferner  in  ben  attgemeinen  ®Ieid)un9en  ^luögangö  Dorqn* 
ge^enber  9U.  n  =  3  angenommen ,  bann  bieten  fofcj)e  folgenbe 
fecl)ö  bar: 

^1^0  ■*"  *14  -*-  «1^2  =   -^1    » 

^2,0  ■*"  *2,1  .^^  -^2    » 

"3,0  —   -^3    » 


^1,0    *2,0  "*"  ^ 


1,1  ®2,l  ^^  ^1,2  » 
^1,0  ®3,0  ^=  -^1,3  i 
''a,©   ®3,0  =  -^2,3   » 

aud  benen  bie  Sud)(labengrößen  jur  ßinfen  in  folgenber  QSJeife  be« 
flimmt  werben. 

9luä  ber  britten  biefer  ©leid&ungen  beflimmt  man  33,0  /  worauf 
bann  au6  ber  fünften  unb  fed^öten  bie  ©riJtlen  «i^o  unb  aj^o  ermit* 
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telt  werben;  mit  3ujiel)un9  ber  lel^tem  wirb  aui  bet  jweiten  aj,!, 
worauf  (luä  ber  vierten  ai,i  ermittelt  werben  fann;  a\xi  ber  erften 
enblic^  ergiebt  (td)  nunmehr  ber  ©ertft  Don  ai,2. 
^     93erfä^rt  man  in  eben  bezeichneter  9Beife,  fo  ert)ält  man: 

•^1,3  "^2,3  "^3 

*i,o  —  ""TT"  »    **2,o  — "TT"  '    »3,0  — "7^-  » 
yAs  \^A3  yAj 

"^l,i  ■^3'^1,3  ^2,3  "^2"^3"'^2'3 

"*'•"  V^3  VA2A3-A2^3 

unb  ed  befielt  fofgenbe  ®Ieicl)beit: 

A^  W^2  -t-  Ag  Crlg^  -*■  A3  OJ32  -f-  2(A|  2  '^l  *^2  "*"  Aj  3  ^^'l  ^*3  ■*■  ^2  3  ^^2  '''3)  = 

4 

=  A7  1-^1,3  ^''1  "*"  ^2,3  «2  "*■  A3  ^^)^ 

^     i  (^1^2  A3  -  A^  3  Ag  3)  W^  -»•  ( Ag  A3  >  A3^3)  0)2    \  ^ 
A3  A2  A3  -  A2^3 

1   (A,  A3- A,^3)  (A,  A3-A,^3)  -  (A,^3  A3. A,^3  A^^,)^ 

-*-  -r—  •  T— T -r-i «0,2  .    (5) 

A3  A2  A3  -  A2^3  ^ 

3n  ä't)n(icl)er  SBeife'wirb  man  auö  ben  affgemeinen  ©leic^ungen 
Dorangebenber  9^r.  bie  befonbern  gaffe  n  =  4,  5,  ...  bebudren; 
wir  baften'  unö  iebod)  t)iermit  nid^t  auf,  unb  übergeben  fcfeon  in 
ber  fotgenben  9lr.  ani  ber  bier  gewonnenen  @leicl)ung  (4)  bie  Äenn* 
jeid)en  eineö  SDlarimum ,  ober  eineö  SDlinimum  einer  Function  jweier 
93ariabeln  aufjujleffen  unb  ju  begrünben. 

272.    933enn  man 

u  =  f(x,y)    ^  -  (!') 

bat,  wo  alfo  u  ber  9lepr5fentant  einer  Function  jweier  affgemeinen 
®rößen  x  unb  y  ift,  fu  fönn^en  nad)  9lr.  269  nur  bie  ben  ©leid&ungen 

du         ^       .    du  ,^j, 

-r-  =  0  unb  -j-  =  0  (2') 

dx  dy 

©enüge  tbuenben  9QBert^e  Don  x.  unb  y,  bie  wir  iebod)  befta'nbig 
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reett  Doraudfe^cn,  in  u  einen  SJlapimum*  öfter  SWinimumjujlanft 
l)erDorl^nngen.  Sener,  Mefer  ober  feiner  biefer  3u(tänbe  wirb  ein« 
treten,  je  nu^bem  ber  3luöbrucf: 

dx2  dy2  dxüy 

ber  na^  ©(eid^ung  (4)  ^orangc^enber  91r.  fofgenberma^en  geftettt 
werben  fann: 

d^u   jd2u    _  /  dgg    y 
^         1     /  d»u  d^u       \2        dx2    dy2  \  dxdy  /     •  .«;. 

J  =  d5s(7^"-"dF^'W  -^ T^ ^''      ^') 

dy2  dy2 

ein  negatiDeö ,  ein  pofttioeö  ober  ein  unentfcl)iebened  3eirf)en  än= 
nimmt 

3n  biefem  9luöbrucfe  für  J  (tnb  für  x  unb  y  bie  a\x6  (2')  ge= 
folgerten  reetten  Se(limmungen  berfelben  ju  fefeen ,  unb  bie  in  bem« 
felben  Dortommenben  Orö^en  <o  unb  wi  jtnb  unenblid)  Keinwerbenb, 
reell  unb  gegenfeitig  in  {einerlei  bejlimmten  5lb{)Ängigfeit,  b.  ^.  in 
jebwebem  3ufammen^ange  Dorauägefe^t  gebadet. 

Snbem  wir  gegenwärtig  Don  bem  gatte,  wenn  alle  brei  partietten 
2)ifferenjialquotienten : 

d^u  d^u  d2u 


dx2    '       dy2    '       dxdy 

für  bie  auä  (2')  gefolgerten  Se(limmungen  Don  x  unb  y  jugleicft 
öerfd^winben,  abfetzen,  ba  wir  biefen  gaU  in  9lr.  275  eigenö  un* 
terfud)en  werben;  unb  inbem  ferner  bie  anbern  gätle,  wenn  einer 
ober  jwei  biefer  partiellen  2)ifferenjialquotienten  für  befcigte  Sejlim*. 
mungen  Don  x  unb  y  oerfd^winben,  i^rer  (^infacl)beit  wegen,  feiner 
befonbern  Erörterung  bebürfen:  fo  fönnen  wir  in  unfern  folgenben 
Setracl)tungen  biefer  unb  ber  folgenben  9^r.  bie  befagten  partiellen 
S)ifferenjialquotienten  alle,  aU  angebbare,  enbli^e  unb  reelle  ®rö^en 
erflä'ren» 

0el^en  wir  ferner  gegenwartig  fe(l,  ber  3(uöbru(f: 


dgg  _  /  d^u  y 

dy2  \  dxdy  / 


dgg     d^u  /    d2u  *\2 

dx2 
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futit  für  tit  an6  (2')  gefolgerten  x  unb  y  ein  i^on  91uÖ  öerfdjie:^ 
bene^  Slefultat  bar,  i«bem  wir  ben  ^aU  beö  ^luttwerbettö  biefed 
9Cudbruded  für  befagte  2Bert{)e  Don  x  unb  y  in  ber  näct)<lfol9enben 
9lr.  befonberd  befprecl)en  werben;  fo  jeigt  unö  bie  ©leic^ung  (30/ 
iaf  J  nur  bann  bei  jeglid&er  SSerfügung  über  bie  unenblid^  flein= 
werbenben  reellen  ©rö^en  w  unb  «'  ein  öon  Sluff  oerfcfeiebene^, 
beflänbig  mit  bentfelben  3eicl)en  t)erfet)ened  9lefultat  barbieten  fann, 
wenn  fofgenbe  jwei  9luöbrucfe: 


unb 


dx2    dyg    "  '  dxdy  ^ 


dgg  d^o^ 

.  dy2  dy2 

für  bie  fdjon  me{)rmafö  erwä'bnten  2öevt{)e  tjon  x  unb  y  JKefultate 
mit  einerlei  3eict)en  barbieten.  Srifft  folcfyeö  ein,  bann  gebt  u  ein 
JOlapimum  ober  ein  SOTinimum  ein,  je  vadjitm  biefed  gemeinfcbaft^ 
IxAjt  3etct)en  negatiD  ober  porttiD  ifl. 

d^u 

aWag  nun  baö  Seichen  -^  polttiD  ober  negatiP  fein,  fo  fann 
biefer  2lnforberung  nur  bann  entfprocften  werben,  wenn  ber  5(uöbrud: 

dgg     d^q     ^    /  d^u    y 
"W  "dy2"  \  didy  / 

ein  mit  pofitipem  3eicl)en  begab  ted  SKefuItat  bar  bietet;  unb  ba 
biefed  bann  nur  eintreffen  fann,  wenn  bie  jwei  partietten  Ziffer en= 
jialquotienten : 

d2u         ^     d2a 

9lefu(tate  mit  einerlei  3eicl)en  PorftelKen,  fo  gewinnen  wir  folgenbe 
JRegel,  ben  gjlapmum*  ober  SWinimumjuftanb  einer  Function,  jweier 
Q5ariabeln  ju  erfennen. 

2)amit  bie  aud  (2')  gefolgerten  Se(limmungen  für  x 
unb  y  in  (10  gefefet,  ber  Function  u  einen  SÖlcipimum, 
ober  einen  SWinimumwertb  beilegen,  unb  j-war  unter 
jebweber  93erfügung  über  bie  reellen  unenblid)  flein= 
werbenben  ^enberungen  «  unb  wi  ber  eben  genannten 
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©rollen  x  unb  y;   i(l  Dorcrfl  unerlä'^lid),   baß  ber  öon 
SluII  Derfcl)ieb^rie  5luöbru(f : 


dx2     dy2  *  dxdy  / 


einen  pofitiDen  SOSertfe  Dorflelle,   wo  bann  u  ein  Wla 
pintum   ober  ein  9)linimum  fein  wirb,  je  nad^bem  baö 
9emeinfd)aftUcöe  3eid)en  beiber  partiellen  25ifferen= 
jialquotienten  : 

d^u        ^     d2u 

dir  ""^  -d^T 

negatii)  ober  pofitit)  fid)  berauf^fleüt. 

273,    3ft  ber  in  Doran9ct)enber  91r.  öfterö  erwähnte  ?luöbrucf: 

d2u     d^u  /   d^u 


/    d^u    yg 
\dxdy' 


dx2     dy2  \dxdy 

für  bie  auö  (2')  berfelben  9lr.  gefolgerten  Seftimmungen  über  x  unb 
y  ber  Sluöe  gleid),  bann  gebt  bie  ®leicl)ung  (30  bafetbft  über  in 


(i/^"±i/^».)' 


unb  ba  aucfe  beim  ©tatt^aben  biefer  3lnnabme  beibe  partiellen  ^ifv 
ferenjialquotienten : 

d2u        .     d^u 

IxT   ""^   "d^ 

JRefultate  mit  einerlei  Seidö^n  barbieten  müifen:  fo  jeigt  bie  eben 
aufgefletlte  @leid)ung,  ia^  J  pojitit)  ober  negatii)  ausfällt,  je  nad)*- 
bem  biefeö  gemeinfcl)aftlid)e  3eicben  pofttitj  ober  negativ  i(l;  unb 
la^  alfo,  menn  nur  Don  einem  einjigen  3wf<jwwient)ange  unter  w 
unb  wi  abgefeften  wirb,  bie  gunction  u,  in  Uebereinftimmung  mit 
ber  Sluögangö  Dor{)ergel)enben  91r.  aufgeftellten  fRegel,  ein  SlJlapi' 
mum  ober  ein  9)1  in  im  um  eingel)t,  je  nacl)bem  baö  eben  erwähnte 
gemeinfcbaftlicl)e  3eicl)en  n-egatü  ober  pofitiD  ifr 

$)iefer  eine  Sufammeit^ang  ift  ber,  ben  bie  @leicl)ung: 

dir  -  ±  y-dp-"^  =  ^' 
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ober  aud)  ixt  folgettbe: 

barfteUt,  WD  m  unb  wi  reeß  unb  unenblic^  Heinwerbcnb  DerMcibcn, 
J  aber  in  Slutt  übergebt  3n  biefem  einen 'gaöe  bleibt  t6  nod) 
unentfcl)ieben,  ob  u  ein  aWa>:imum,  ober  ob  ein  9Jlinimum  eingebt. 
SBÄ^renb  na'mlic^  bei  jebem  fonftigen  3ufammenJ)ange  unter  «  unb 
wi  bie  Function  u  ein  9Jlarimüm  j.  Sr  eingebt  (für  bie  aud  (20 
gefolgerten  x  unb  y),  fann  biefelbe  Function  u,  für  biefelbe  Se« 
flimmung  über  x  unb  y,  aber  unter  bem  burd)  bie  ©leid&ung  («) 
audgebröcften  3ufammen^ange  jwifd)en  w  unb  ©i,  bie  man  refpec* 
tiüe  burd)  dx  unb  dy  erfe^en  fann,  entweber  gteid&faCfe  ein  9Wa* 
pimum,  ober  aberaud^  ein  aWinimum  eingeben,  ober  enblid)  weber 
biefed  nod)  jened. 

Obwohl  nun  Don  einem  SWapimum  ber  Function  u  unter  iti^ 
webem  3ufammen{)ange  ber  reetten  unenblicfe  fleinwerbenben  ®röpen 
»  unb  öl  im  Dorliegenben  %ütit  nur  bann  bie  JRebe  fein  fann,  wenn 
fo(d)eä  aud^  noc^  beim  Seilanb{)aben  ber  ®reid)ung  («)  evfannt  wirb 
(baö  gteid)e  Sewenben,  nur  im  entgegengefel^ten  (ginne,  iiat  t6  mit 
einem  SWinimum  ber  gunction  u);  {)ört  beöwegen,  im  gatte  aud) 
fiefetereö  nid)t  eintrifft,  bie  gunction  u  nid&t  auf  ein  aWapimum  ju 
Verbleiben.  @d  erjlrecft  ftd)  alöbann  biefer  aWa>:imumiU(lanb  Don 
u  Dortä'uflg  blo^  über  jene  unenblid)  fleinwerbeuben  unb  reeßen  2len* 
berungen  ö>  unb  wi  ber  93ariabeln  x  unb  y,  bie  ber  ®Ieid)ung  («) 
nid)t  genügr»n;  für  biefe  aber  fann,  wie  Dor^in  fd)on  erwä'bnt  würbe, 
u  ein  aJlajiimum  fowof)l,  afö  aud)  ein  Minimum  eingeben,  ober  audb 
im  neutrafen  3u<lanbe  Devbieiben  ^). 

*)  So  tin  gatt  bürftc  eintreffen ,  wenn  fowo^I  bie  ®fei(^ungen  (2') ,  ai$ 
aucp  bk  folgenbe: 

d2ü     dg4l    __  /  d^tt   \g  _ 
.dx2     dy2  \dxdy/    "~       ' 

mtld)i  (entere  bie  a5a(ii  ber  ©tgebniffe  üorliegenber  9^r.  tft,  roenn  btefe  bret 
©letcfeungen  für  einen  einjtgen  Sufammen&ang  sroifi^en  x  unb  y  realiftrt 
würben ;  tn  bet  SBBeife  etwa ,  ba^  bit  5ru6briicfe  jut  2infen  ber.  ©letcb^ett^s 
5eid)en  biefer  ®(eid)ungen  trgenb  eine  Function  t)on  x  unb  y,  aH  gemein^ 
fc^aftlic^en  gaftor  mitfü^rteu;  ber^  ber  9}ut(  gUicb  gefeilt;  befugten  .3ufani= 
men^ang  barböte. 
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Um  nun  ju  erfahren,  ob  bie  gunction  u  bei  Sugrunbelecjung 
Don  («)  eiif  aWa):inium  ober  ein  aJlinimum  eingebet,  ji«{)cn  wir  aber«» 
mate  baö  Sa^tor'fc^e  Sbeorem  mebreter  SJariabeht  ju  ^ü(fe. 

2)a  mir  im  tjorliegenben  gaffe  ben  ©renjauöbrud : 

Lim  :    {  f(a  -»-  oj  ,  b  -•-  it;^)  —  f(a ,  b)  j 

in  Sejug  auf  '^(xi  Seichen  ju  unterfucf)en  ^nben ,  wo  a  unb  b  QQBert{)e 
Don  X  unb  y  Dorfletten  bie  ben  ®Ieict)unqen  (2')  genügen,  unb  t(xi> 
Sa^or'fcfte  S^eorem  gegenwärtig,  a(ö  2öert^  biefed  ©renjauöbrucfeö, 

folgenbeä  barbietet: 

« 

/d^u      ,        ,     d%         _  _     d3u  d^u        ,\       l 

l-dP-"'-*-  ^  dl^  "^^^""^  d^^"'"*  -^-^  7:2:3  ' 

welcher  9luöbrucf  mit  3ujie^ung  ber  ©leid^ung  («)  in 

M  w3 


1.2.3  . 


übergebt,  wo  M  eine  (eicftt  berjuftettenbe  Function  ber  partietten 
2)ifferenjiaIquottenten  jwetter  unb  britter  Orbnung  Don  u  nad)  x 
unb  y  ift;  fo  muf  au«  leidet  begreif lid^en  ©rünben  biefe  ©röfeM, 
wenn  in  berfelben  nöd)  immer  a  unb  b  jlatt  x  unb  y  gefeilt  werben,  in 
9lutf  überge{)en,  bamit  u  auö^  bei  Sugrunbefegung  ber  @Ieicl)ung 
(a)  ein  SWapimum  ober  ein  SWinimutn  Derbleibe,  ©eim  9lici^tein« 
treffen  biefer  9lnforbtrung  ijl  in  biefem  gatte  u  weber  ein  9Jla):i* 
mum  nod)  ein  SOlinimum;  beim  Eintreffen  berfelben  hingegen  bietet 
abermaW  bad  Sa^lor'fd^e  2;{)eorem  für  ben  obigen  ©renjauöbrud 
folgenbeö  bar: 

d*a      ,         ,      d^u        ,  ;     d^u 

■d^^'-*-^diW""^"^3i2dp 


d*a  ,  d^u        ,  (1.2.3.4 

baä  gleicfefattö  mit  3ujiebung  ber  ©leid^ung  («)  in 

1.2.3.4 

Übergebt     2)iefe  ®rö^e  N  umfaßt  bie  partietten  I^ifferentialquo» 
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Henten  jweiter  unfc  vierter  Orbnunfl  Ux  Function  u  nadj  tl  tml  y 
unb  tttu^,  wenn  leitete  iuxä)  a  unb  b  etfel^t  werben,  ein  mc^b^ 
bareö  JRefuItat  mit  negativem  ober  mit  pofititjem  3ei(l)en  bat» 
fleQen,  bamit  u  einen  SDlapimum»  ober  SDlinimurnjuilanb  eingebe. 

(Bvt^ätt  mon  aber  N  =  o ,  fo  ftette  man  jene  ©lieberfumme 
bed  oben  aufgefteöten  ©renjauöbrucfeö  ^er,  bie  nad)  (Sinfiil)rung 
ber  ©leic^ung  («)  folgenbe  gorm 


1.2.3.4.5 


annimmt,  wo  bann  jum  Seilet)en  eineö  ÜWapimum  ober  eineö  Wlu 
nimum  P  ==  o  (tcf)  ergeben  mu§.  Seim  Eintreffen  biefer  SJebin? 
gung  fteöe  man  jene  ©lieberfumme  obigen  ©renjauöbcucfeö  ber, 
bie  mit  3uiiebung  ber  ©leicbung  («)  einen  ^fuöbrud  ber  gorm : 


*  Q  0)6 


1.2.3.4.5.6 


barbietet,  wo  nunmehr  u  ein  SOlapimum  ober  ein  ÜWinimum  fein 
wirb,  je  nacl)bem  Q  negatio  ober  poptiü  audfättt  u.  f.  w. 

^at  man  |tct)  auf  biefem  QBege  über  bie  25ef(l)affenbeit  Don  u, 
in  9lüd(tcl)t  auf  SJlapimum  ober  ÜWinimum,  bei  3ugrunbelegung 
ber  ®Ieict)ung  (a)  ?lufftärung  Derfcftafft;  bann  i^at  man  aucf),  wenn 
ber  ©infacbbeit  wegen  nur  ben  gatt  eineö  SWapimum  im  3luge  bttiaU 
ten  wirb,,  eine  Mare  Sinficbt  in  bie  Function  u,  ob  nä'mlid)  biefelbe 
bei  jebwebem  3ufammenbange  ber  reeö  gebacf)ten  unenbtid)  Mein* 
werbenben  ®röpen  o>  unb  (o±  ein  SOTayimum  eingebet,  ober  aber,  ob 
biefelbe  bei  ber  unter  («)  feftgefledten  9leIation  biefer  ©röfen  w 
unb  o>i  eine  Unterbrecbung  biefeö  SJlapimumjuflanbeö  erfeibet,  in 
welcbem  Unterbrecbungömomeute ,  wie  wir  fo  eben  gefeben  i^abtttf 
biefelbe  weber  ein  SOlapimum  nod)  ein  SJlinimum,  ober  unter  ge= 
wijfen  Umflänben  fogar  ein  Minimum  eingeben  fann. 

274.  ?luf  bie  ©rgebniflfe  ber  beiben  öorangebenben  91rn.  gelangt 
man  au(b  burcb  folgenbe  Setradjtungen. 

SBie  ®röße  J  in  9lr.  272,  namliä): 

d»a       ^         ^     d2a  d2a        _ 

V  dx2  dxdy  dy»       *    ' 
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iit  aucfe  in  folgenbet  QBeife  jefleUt  werben  fann: 

dx2  dxdy  dy2    (    ' 

WO  man 

CO 

in  zn   

ftefel^t  ^at,  mu^,  wie  auö  ber  citicten  9^t.  ecf)ettet,  im  gaflfe  eineö 
OTapimum  ober  eineö  SOlinimum  oon  u  für  jeben  nur  tenfbaren 
reetten  SBert^  Don  m  angebbare  unb  mit  einerlei  3ei^en  begabte 
QBert^e  barbieten. 

35a  ber  quabratifcfte  gaftor  «i^  wegen  beö  *9leeCfein  Don  «i  auf 
biefeö  3eicfeen  feinen  weitern  Hinflug  auöifbt,  fo  muf  baö  eben. 
?luögefagte  bei  bem  3luöbrucfe: 

d2u      „        ^     d2a  d2u 

nacf)bem  man  flatt  x  u>tb  y  bie  auö  (2')  gefolgerten  ©rgebniflfe  etnge* 
fü^rt  ^at,  ein  @tatt  finben;  bem,  wie  an6  ber  2ef)re  ber  ©(eicfeun* 
gen  befannt  ijl,  eiftfprocl)en  werben  fann: 
a)  2Benn  biefer  5{udbruc(  (/?)  nur  für  imaginäre  SBert^e  üon  m 
in  9lutt  übergebt ;  b.  f).  wenn  ber  5{uöbru(f : 

dgg    d^u   ^  Y  ^^"  \^ 
dx2     dy2  ^  dxdy  / 

einen  angebbaren  pofttioen  53Jertt)  barfteßt. 
'  b)  2Benn  berfelbe  ?ludbru(f  {ßX  ein  Dottflänbigeö  Äuabrat  ift; 
nd'mlid^,  wenn  man 

di^u     d^u   ^  /  d^u   Y  _  A 

"3^2"  "d^  "~  \~ö^f    ~ 
"     f)at 
gaflfen  wir  beibe  gäöe  jufammcn,  fo  jlettt  (td^  foIgenbeiS  ^erauö: 

®ie  Function  u  in  @Ieicf)ting  (1')  ge^t  nur  bann  für 
bie  auö  (2')  gefolgerte  Seftimmung  über  x  unb  y  einen 
aWapimum^^  ober  einen  SUlinimumjuflanb  ein,  wenn  bie 
QBurjeltt  ber  ©(eic^ung  beö  jweiten  ©rabeä  in  Sejug 
auf  m: 
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■d;^"''"-^did7"^-^"dir  =  « 

nid^t  ungteid)  unb  reelt  finl). 

2)ie  weitem  Folgerungen  {)iet)*on  ftnb  biefelben,  wie  foId)e  in 
ben  jwei  i)orouägefcf)icften  9lrn. ,  für  ben  goö  a)  in  9lr.  272  unb 
für  ben  gatt  b)  in  9lr.  273  mit  genügenber  2{uöfüt)rHd)feit  mitge« 
tfteilt  worben  (tnb. 

275.  3n  91r.  272  f)aben  wir  Un  gatt,  wenn  fctmmtHcf)e  por* 
tietten  $)ifferenjiaIquotienten  jweiter  Orbnuftg  Don  u  noc^  x  unb 
nadj  y  i)erfrf)winben ,  auögefcf)Ioflren,  unb  bie  S5etracl)tnat)me  bed* 
felben  auf  Dodiegenbe  9lr.  oerwiefen;  woju  wir  unö  aud)  fofort 
anfcfeiden. 

2)a  nunmef)r  au^er  ben  ®Iei(ftungen  (10  unb  (2')  befagter  91r. 
aud)  folgenbe  befteben : 

d^u        ^       d^u  ^       d'^u        ^ 

Lim:    |f(a-i-(ü,  b-i-wi)  —  f(a,  b)  j    , 

WO  a  unb  b  bie  9Bertt)e  üon  x  unb  y  ftnb ,  weld)e  ben  ®(eid)ungen 
(20  unb  (40  genügen,  nad)  bem  Sotjlor'fd^en  S^eoreme  über  in: 

d^u     «       ^     d^u        „  ^     d^n  „        d^u 


'  '^'^  "**  ^     j     gj W-^Wl  -*-  O     ,      .     »■  U)Wi* 


d3c3  "-  ^^  di^^'^^^      ^  dxdy2  "-^'^         dy3    '^     ^    1.2.3 

ober  aucfe  in: 

OH"'      (    d^u      -       ^     d^u        „       ^     d^u  d^u 

T2T  J -S?  "^ '  ■*"  ^  d^^  ■"' ■"  ^  ^did?- "^  ■'■ -d^ 


wo  man 


m  =z  

(Ol 


gefeilt  ftat.  3n  biefem  5luöbructe  ift  m  iebweben  reetten  2Bertfecö, 
unb  bie  unenblid)  Heinwerbenbe  reette  ®rö^e  wi  beö  po(ttit)en  wie 
beö  negatiDen  3eid)em^  fd'^ig,  2)amit  aber  u  ben  SDiapimum*  ober 
ben  SHinimumiujlanb  eingef)e,  muf  baö  3eid)en  biefeä  ^luöbrudeö 
unabhängig  üon  bem  öon  u>i  fein,  bem  4iur  entfprod)en  werben 
.fann,  wenn  man  folgenbe  ®Ieid)ung  feflfteflt: 
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dx*  dx^dy  dxdy^  dy^ 

eö  ijl  ober  in  tiefer  ©leid^ung  m  eine  turdbauö  wißfü^rlid^e  reeffe 
.®röfe:  ta^er  fann  Mcfetbe  nur  infofern  befielen,  aW  folgenbe 
©leic^ungen: 

d3a  '      ^  d3a  ^  d^a  ^        d3a         ^  ,^., 


dx3    —  "  '      dx2dy '      dxdy2   ""  "  •      dy 

SBejtanb  f)aben,  b.  f).  beim  gteid^jeittgen  SeflebeA  ber  ©leic^ungen 
(2')  unb  (4.')  i<t  jum  Eintreffen  eineö  aWa}:imum*  ober  SWinitttum* 
jufianbeö  Don  u  unerWpd),  baß  audb  bie  jufe^t  aufgejtettten  ®Iei* 
cfeungen  beflet)en;  ober,  wenn  nebfl  ben  partiellen  JBiffe* 
renjialquotienten  erfler  Drbnung  and}  noc^  bie  ber 
jweiten  Drbnung  i)erfcl^winben,  alöbann  ifl  aud)  uner» 
lä'flicf),  baf  bie  ber  britten  Orbnung  für  biefelben  Se» 
flimmungen  t)on  x  unb  y  in  Slulten  öberfle^en* 

Seim  Slic^teintreffen  biefer  lel^tem  Slnforberung,  nä'mtid),  wenn 
bie  ©leicftungen  (5')  ni(ftt  jugleidö  ntit  ben  in  (4')/  fu^  x  =  a  unb 
y  =  b,  öerfd^winben;  aläbann  ijl  bie  Function  u  webet  eineö  SHa« 
i:imum  nod^  eineä  SWinimum  fd1)i9.  Seim  Eintreffen  berfelben  aber 
bietet  ber  oben  aufgeflettte  ©reniauäbrucf,  fattö  wir  fotc^en  burti^: 


1.2.3.4 

Dorfleßen,  folgenbe  Seftimmung  für  J  bar: 


r=:«i*j 


d^a      .       .    d^u       ,      ^    d^u    ■  ,    d^u  d*u 

dx*  dx^dy  dx^dy«  %  dxdy3  dy^ 


WO  m  burd)  bie  obige  Oleic^ung  gegeben,  unb  fonacft  jebeS  reetten 
993ert^eö  fa'^ig  ift. 

2)a  nun  ber  gaftor  «i*  auf  bad  5eid)en  uon  J  feinen  Einfluß 
ausübt,  fo  muß  ber  innerhalb  ber  klammern  enthaltene  gaftor, 
beim  ®tatt^aben  eineö  aWapimum  ober  9Jlinimum  üonu,  förieben 
reetten  2Bert^  Don  m  ein  unt  baiSfefbe  3eicf)en  barbieten. 

^iefeö  wirb,  wie  auö  ber  2ef)re.ber  ©leicftungen  befannt,  er- 
reid)t,  wenn  bie  folgenbe  @Ieid)ung  beö  vierten  ©rabe^: 

Staate,  2)iff.  u.  3itt.  IRecä&nung.  n.  6 
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d^a       ,        ,     d^u        ,       ^     d*tt        _        ,     d*u  d^u 

dx*  dxMy  dx^dy^  dxdy  dy* 

«acftbem  man  in  tie  ßoefficienten  ter  Devfcf)tel)enen  ^otenjen  Don 
m  für  X  unb  y  t)ie  auä  (20  gefolgerten  reetten.  Seftimmungen  jber* 
felben  eingeführt  feat,  in  i^ren  Dier  2BurjeIn  einer  ter  folgenden 
9lnforberungen  nacfefömmt: 

a)  QQBenn  fä'tttnitlicf)e  öier  SBurjefn  berfelben  imaginär  |inb. 

b)  SBenn  nur  jwei  ber  SBurjeln  imaginär,  bie  beiben  reellen  aber 
unter  einanber  gleid)  ftnb, 

c)  2Benn  jwar  fämmtlid)e  öier  SBurjeln  reett  ftnb,  jeboc^  entweber 
atte  unter  einanber  gleid),  ober  eö  wenigflenö  paarweife  (tnb. 

3m  gatte  a)  ftnbet  ein  SWapimum  ober  ein  SWinimum  für  jeb* 
weben  3ufammen^ang  unter  ben  unenblid)  Keinwerbenben  ®röf  en  w 
unt  öl  ©tatt;  in  ben  %<äizn  b)  unb  c)  ftnbet  jwar  gleicf)faad  bet 
eine  ober  anbere  biefer  Suftänbe  ©tatt,  unter  äf)n(id)en  S3efd)rän* 
f ungen  jebod^,  wie  folcfee  in  ber  9lr.  273  auöfü^rüd)  erörtert  worben 
|tnb ,  über  bie  befonberö  einjutreten  wir  feier  unnöt^ig  erad)ten. 

Sictet  aber  biefelbe  ®Ieid)ung  Izi  i)ierten  ©rabeö  SBurjeln  bar, 
bie  feinem  ber  brei  ^HUt  a),  b)  ober  c)  entfprecfeen,  jebod)  unter 
ber  ajorauäfe^ung,  baß  nid[)t  fämmtlicfte  partiellen  2)ifferenjiatquo* 
tienten  ber  feierten  Orbnung  für  bie  auö  (2')  gefolgerten  QBertbe 
Don  X  unb  y  Derfd^winben;  bann  ift  bie  Function  u  weber  eined 
Sülapimum  nod)  eineö  ÜWinimum  fäf)ig. 

93erfd)winben  aber  fämmtlict)e  partiellen  2)ifferenjialquotienten 
ber  Dierten  Orbnung,  bann  ^muffen  jum  ^afein  eineä  SWapimum 
ober  SOlinimum  Don  u  aucf)  fämmtlicl)e  S)i|ferenjial<|uotienten  ber 
fünften  Orbnung  Perj(ji)winben ;  beim  Eintreffen  biefeö  gelangt  man 
auf  eine  @teidi)ung  Dom  fecfeöten  ©rabe,  bie,  wie  bie  eben  betrachtete 
üom  Dierten  ®rabe,  in  i^ren  2Burjeln  ganj  analogen  Stnforberungen 
nadi)fommen  muß.  ^iefe  ®leict)ung  anjugeben  unb  bie  eben  ange« 
beuteten  Slnforberungen  Dorjufüf)ren  unterlagen  wir  gleid)fatlö,  unb 
fügen  bloß  noc^  bie  Semerfung  bei,  \i(x^  man  im  5lllgemeinen  eine 
®leid)ung  Don  gerabem  ®rabe  in  Setreff  ber  SBurjeln  ju  anal^ftren 
^aben  wirb. 

276.  2Bir  fd)ließen  ben  Dorliegenben  ©egenflanb  mit  ber  9Kit« 
t^eilung  ber  Äennieid)en,  bie  baä  2)afein  eineö  aWapimum  ober 
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aWittimum  einer  gunction  dreier  ©ariabeln  bebingen,   ml  jwot 
unter  jeglichem  Sufammen^ange  ber  reetten  o^ne  (£nbe  abneftmenben 
^lenberungen  cj,  tau  <02  ber  Q3ariabe(n  x,  y,  z« 
^at  man  bte  ®Ieic{}Ung: 

u  =  f(x,  y.  z)  (1«) 

fo  fann  md)  9lr«  269  ein  2Ra):imam«  ober  ein  aninimumjuflonb 
biefer  Function ~u  nur  bei  jenen  SSert^en  Don  x,  y  unb  z  eintreten, 
bie  ben  (Sleic^ungen : 

du  du'  du 

dr=«'  dF=«'  ir=»  <2"> 

genügen;  jener  ober  biefer  tritt  wirHicft  ein,  wenn  ber  3(udbru(f: 

d^u     «        d^a       «        d^u 


dx2  •"  ^  dy2  "'^   ^    dzS- 


0)2^ 


„  i     d2u  d^tt  d^tt  ) 

"^2idxdy^^^-*"didI^^'-*-d^"'*^^t   • 

ben  wir  ber  Äurje  wegen  burd^  J  onbeuten  wotlfen ,  bei  jebwebem 
Sufammen^ang  ber  reeöen  unenbUdö  Keinwerbenben  ®rBfen  ©,  «i, 
«2/  weld)e  bie  unenbticf)  ffeinwerbenben  3unabmen  ber  oud  (2'0 
gefolgerten  reeÖen  Seftimmungen  ber  aSariabeln  x,  y,  z  finb,  wenn 
biefer  9ludbru(f  J  ein  negatiöeö  ober  ein  po|ttit)eö  JKefuttat  barjlettt. 
Um  }ur  Äenntni^  ber  biefer  ^tnforberung  entfpred^enben  Se^» 
bingungen  ju  gelangen,  umformest  wir  ben  2tuöbru(f  für  J  nac^ 
®leid)ung  (5)  Sir.  271. 

9lac^  biefer  ®feid&ung  flefft  (ic^,  wenn  jur  a3ereinfac^ung  ber 
S^arjleHung  bie  ®Ieid^ungen 

""  dy2     dz»         Idydz/    * 

_  jd^   d^u  /  d^u  Y 

^'^   dz2    "dJä-        \dzdx/    ' 

""   dx2     dy2         Idjcdy/    ' 

feftgefleat  werben ,  fotgenbe  Umformung  für  J  t^erau* : 
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1  .  r    d^u  d'a  d^u 

^  =  -15^    didT^"^  d^dT^^"*-  di^^^ 


dz2 

i      l  I  d^n      d^g    _     d%       d^a 
^  d^a  ]  \  dxdy     dz2  dxdz     dydz  /  «  "*"  ^  ^^i 


dz2 


d^Q 

^dI5 


l  A  R  _  /_^  J!L  _.     dgg       dgg  y  1     ^ 
I      **       \dxdy    dzJ^  dxdz    dydzj   [^    ' 


auä  ter  entnommen  wirb,  baß  J  nur  bann  bei  jeber  JKelation  unter 
ben  reetten  unenbtic^  Heinn^etbenben  @röfen  wy  «»i,  ^2  ein  poittioed 
pber  auc^  ein  negatiöeö  3eic^en  annimmt,  wenn  bie  jwei  9ludbräcf e : 

A       1.    AT,        i  ^^^      ^^^  d2g       d^g  V 

A  unb  AB  -  l^-j^  -^  -  -^^  ^^j    . 

wetdben  te^tern  wir  einftweilen  burc^  K  anbeuten  wollen,  angebbare 
pojttioe  fflßert^e  annef)men,  nacf)bem  man  in  benfelben  bie  reeKen 
aSariabefn  x,  y,  z  ben  ©leidiungen  (2")  gemaf  befHmmt  f)at.  ginbet 
biefe  Sebingung  ©tatt,   bann  trägt  J  baö  3eic^en  beö  partietten 

d^g 

^ifferenjialquotienten  -^  unter  berfelben  Seftimmung  t)on  x,  y,  z; 

unb  je  nac^bem  biefeä  3eid)en  negatiö  ober  pofttit)  ifl,  fleöt  u  aud 
®Ieicl)ung  (1")  ein  aUa):imum  ober  ein  ÜWinimum  üor. 

^iefeä  eben  aWitget^eilte  reid^t  fc^on  t>oÖfta'nbig  J)in,  ben  ÜWa? 
pmum^*  ober  SOlinimumjuilanb  ber  Function  ju  erfennen;  jieftt  man 
aber  bie  Folgerungen  biefer  Sebingungen  in  Setracl)t  unb  beröd* 
(tdötiget,  baf  man  aud^  folgenbe  jwei  gormenwert^e  für  K  ^at: 

d2g 


4Ü-BC- 


g  _    »^     y  ß^        ,    ^  -      d2g  d2g       d2g  V ' 


d2g   i 
dx2  \ 


^ dydz     dx^  dzdx 


dgg  Y 
dydx/ 


^-^"dp-' 

WO  ber  Äflrje  wegen: 

_     d^g  d2g  d^g    ^   d^g   d^g   d^g 
D  =  -T-^  -5-5-  -^-T  -*-  2 


dx2  dy2  dz2      dxdy  dzdx  dydz 

d^g   dpg     d^g   d^g     d^g   d^g 
dx2  dydz     dy^  dzdx     dz»  dxdy 
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gefeilt  muvte;  fo  flettt  ftdb  aud)  folgende  Slegef,  betrcffenb  im  9Jla* 
Fimum«  ober  SUlinimumjuflanb  t)on  u  f)erauä: 

S)amit  l)ic  auö  (2")  gefolgertett  Seftimmuttgen  ü,on 
X,  y  uttb  z  in  (1")  gefegt,  bie  ^^nction  u  in  einen  OTa* 
pimum*  ober  awinimttmjuflanb  Derfe^en;  unb  jwor  bei 
jeber  SSerfügung  über  bie  reellen  unenblidö  fleinwer* 
benben  Slenberungen  w,  «i  unb  02  ber  eben  genannten 
Sßariab'eln  x,  y  unb  z:  ijl  Dorerjt  nötf)ig,  baf  bie  brei 
Sluöbröcfe  für  A,  B  unb  C  für  biefefben  SQBert^  t)on 
X,  y  unb  z,  nK  pofitiüe  @röf en  ficö  ^erauditellen;  ald^ 
bann  wirb  u  ein  SUlapimum  ober  ein  SWinimum  fein,  je 
nad)bem  iaä  gemeinfd)aftlici&e  Seichen  fofgenber  t)ier 
9luöbrü(fe: 

d^u  d^u  d^a        .   _ 

«egatiö  ober  pofitit)  ifl. 

Qtnmetfung.  SEBie  aud  btefet  Siegel  ct^enet^  tf!  ^um  Safefn  eined  üRa« 
):tmum  ober  ÜRtntmum  t)on  u  unerfafHc^^  baf  bte  oben  aufgeffeQteh  ^u65tu(fe 
für  A,  B,  C  füt  bie  au^  (2")  gefolgerten  Sefftmmungen  übet  x^  y,  z  po« 
fittt)e  ISBett^e  repr^fentiten ;  Mm  SflegatttJioerben  fc^on  nut  tinti  bitin 
Qludbrücfe  fleUt  u  webet  ein  Maximum  noc^  ein  102tnimun)  t)Ot;  beim  !)^u(I: 
roetben  hingegen  eine*,  jroeiet  obet  olfet  bret  aiu^btöcfe,  mit  Sludfcfeliefung 
j'ebo*  bed  Satte«,  bof  fammtlicbe  pattietten  a)iffetenjiaIquotienten  jwettet 
Otbnung  dlnüwttt^t  ^oben ,  ßeQt  bie  gfuncHon  u  nocb  immet ,  mit  aOf^Oiget 
Sludfd^Iießung  bef^immtet  fRtlationtn  untet  bcn  unenblicb  fleintverbenben 
teeden  ©tö'ßen  w,  a^t>  ^2/  ^in  Maximum  obet  ein  SHinimum  Dot.  Wt 
biefem  IDlaximums  obet  S^linimum^uflanb  t)on  u  bot  ed  bann  ein  &^nlid}t6 
ISemenben,  wit  mit  htm  in  0lt.  273  bei  einet  Function  sweiet  ^atiabe(n 
btknö)ttHn  analogen  ffade. 


Digiti 


zedby  Google 


StDeitev  X^tiM  erfte  9lbt]^eilttit0. 

Sönfted  Kapitel* 

Sntegration   linearer  S^ifferenjialfunctiottett   jweietp 
unt  mehrerer  fBaviabtlu. 

277.  aSJenit,  wie  im  erflen  Steile  ler  Sntegralrecftnung,  unter 
Sntegrirenbie  entgegengefel^te  Operation  Dom  S^ifferenjiren 
berjlanben  n)irb ;  nämlid)  /  }u  einer  Dorgelegten  S)ifferen}ialfunction 
eine  Sntegralfu'nction  ^erfleOen,  bie  t>tt  Operaäon  Ui  SBifferen* 
jirenö  unterjogen,  erflere  ^ertjorruft;  fo  jeugt  bad  in  ^ijferenjioU 
redöttung  III  üorliegenben  Sanbeö  SWitgetbeilte  pon  ber  großen 
aWannigfattigfeit  biefer  inoerfen  Operation  y  fobalb  man  eö  mitmefer 
ate  einer  93ariabefn  ju  t^>un  bat  unb  giebt,  fowobi  bei  ber  9luf* 
ftettung  ber  ©runbbegriffe  biefer  Perfd)iebenen  inperfen  Operationen, 
aU  aud)  bei  ber  Slnorbnung  ber  Sieben««  wie  Unterabtl)eUungen  unb 
SBeröcfjtc^tigung  atter  95erjweigungen  berfelben,  ben  wefentlict)|ten 
ain^altöpunft  ab. 

Sei  einem  ^inblicf  auf  bie  erften  9lrn.  biefer  citirten  Slbt^eilung 
ber  S)ifferenjia(red)nung,  namentlid)  auf  bie  ®leicl)ungen  (A)  unb 
(B)  ber  Snrn.  249  unb  250,  jlettt  (td)  atöbalb  feeraug,  baf  in  ber 
Sntegratrect)nung  mit  meiern  S3ariabeln  bie  linearen  SBiffereniiat 
formen,  bie  wir  in  folgenber  9lr.  nä'^er  bejeicl)nen  werben,  juerfl 
unb  por  alten  anbern  in  Setradbtha^me  ju  jie^en  |tnb;  mit  welcl)en 
wir  in  ber  nd'dbflen  9lr.  aud)    ben  Einfang  mad^en. 

278.  Unter  einer  linearen  S^ifferenjialfunction  mehrerer  93aria* 
beln  X,  y,  z,  .  .  .  Perfte^en  wir  irgenb  eine  Function  biefer  Sßa» 
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riabeln  unb  beren  SBiffetettjiolien  dx,  dy,  dz,  .  ,  ^ ,  in  welcher  bicfe 
^iffcrenjiolien  aber  nur  in  ten  erften  unb  pofttiöen  2)imen(tonen 
öorfotttttten.  ^ 

9Bcnn  fonati^  burd)  P,  Q,  R,  •  •  beliebige  Functionen  Don  x, 
y,  z,  .  ,  Dorgeflettt  werben ,  bann  fteUt  ber  eben  9emad)ten  aWit* 
tt)eiluna  ^tmä^  ber  Sluöbrucf : 

Pdx  Hh  Qdy  -f-  Rdz  -f-  .  .  . 

eine  lineare  SBifferenjialfunction  ber  Söariabeln  x,  y, 
z,  ,  .  oor. 

®iner  foldjen  S)ifferenjiaIfunction  3nte^rale,mirb  jene  gunc* 
tiott  Don  X,  y,  z,  .  .  .  .  genannt,  beren  totale^  S)ifferen}iale 
(9lr.  248,  (c))  nad)  aßen  biefen  93ariabeln  bie  vorgelegte  SBifferen« 
jialfunction  hervorruft. 

3n  bem  erjlen  Steile,  wo  wir  bie  3ntegralred)nung  mit  gunc» 
tionen  einer  93ariabeln  be^anbelten,  flettten  wir  gleid)  am  ©ingange, 
in  9lr.  31,  ben  Segriff  eined  SntegraÖ  in  ganj  a'^nttd^er  QäJeife, 
wie  fo  eben  bei  mef)rem  93ariabetn  fefr  S)ort  liefen  wir  aber  bie  ^ 
aSorunterfucfeung ,  ob  jebe  S)ifferenjiaIformeI  einer  SBariabeln  biefem 
SSegriffe  entfpricl)t,  unberührt.  2Bir  gingen  bafelbfl  gerabe  bem 
©nbjiele  ju,  jur  ^erftettung  ber  Sntegralfunctionen  vorgelegter 
^ifferenjialformen-,  unb  jeigten  burdb  bie  S^at,  ia^  bemfelben 
jebeömal  ein  ©eniige  gefd)e^en  fann.  (grftenö  l)aben  wir  in  ber  5n* 
tegralrect)nung  II  an  bie  jweif)unbert  £)ifferenjiaIfunctionen  wirflid^ 
integrirt,  nämlid),  wir  jleöten  bie  benfelben  entfprec^enben  Snte^^ 
gralfunctionen  ^er;  jweitenö  t)aben  wir  in  ber  3ntegra(recl)nung  III 
mehrere  ^ifferenjiaffunctionen ,  unb  jwar  gicicfefattö  in  nid^t  gerin« 
ger  5(njaf)t,  in  ber  QBeife  bet)anbelt,  baf  wir  jum  Xtjtil  vorfci^ücf) 
von  beten  Sntegralfunctionen  dbgefef)en ,  jum  großen  Sbeil  auä 
Unfcnntnip  berfelben  l)ieju  bemu^iget,  l)abctt  wir  iodj  bie  2Bertt)e  biefer 
.un^  unbefannten  Sntegralfunctionen  für  befonbere  SBert^e  ber  attge* 
meinen  ©rö^e  auf  unjweibeutige  SBeife  ^ergeflettt;  brittemJ  feaben  wir 
in  Sntegratrec()nung  IV  mehrere  Sntegralfunctionen  burcf)  o^ne 
(Sttbe  foctlaufenbe  convergente  JReil)en  bejlimmt;  viertens  enblict>, 
waß  unjlreitig  bie  ^auptflü^e  für  baö  SBor^anbenfein  einer  Snte^^ 
gralfunction  ju  jeber  vorgelegten  linearen  S)ifferenjialfunction  einer 
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SSariabeta  ifl,  ftaben  wir  im  <Scf)luf Paragraphen  fcer  Snteflratrecfe* 
«ung  IV  ju  jeter  öwrfletegten  2)ifferenjialforttteI ,  wenn  flleic^ 
nic^t  bie  Stttegralfunction  terfelben,  jetod)  im  9Bert^  biefcr  unbe» 
fannten  Stttegralfunction  für  irgcnb  einen,  im  Sereid)e  ber  Sonti« 
nüiWWgrenjen  berfelben  fattenben  SBertt)  ber  attgemeinen  ®rö^e  mit 
ieber  »erlangten  Oenauigfeit  f)erjletten  getebrt.  —  Slid^t  baöfelbe 
SÖewenben  J)at  ti  aber  mit  ben  S)tfferenjiaIfunctionen  mel)rerer 
S3ariabeln;  t)on  Porne  herein  wirb  feier  gerabeju  bargetfean,  baf  nicfet 
iebe  S^ifferenjialfunction  mehrerer  93artabeln  bem  oben  aufgefleüten 
Segriffe  eineö  SntegraB  genügen-  f<inn,  wenn  nid)t  unter  ben  95a» 
rtabetn  gewiffe  gegenfeitige  Sejiet)ungen  feflgeftettt  werben.  2)iefed 
gu  jeigen,  Por  ber  ^anb  wenigjlenö  bei  linearen  S)ifferenjialfunc» 
tionen  mehrerer  Q3ariabeln,  werben  wir  in  ben  näd^jlfolgenben  brei 
91rn.  unö  angelegen  fein  laflfen, 

279.  9}on  ben  einfad^en  ju  ben  iufammengefei^ten  ga'tten  ober* 
jugeben  beabjtcbtigenb,  beginnen  wir  mit  ben  Unterfucl)ungen  über  3n» 
tegrabilität  bei  ber  linearen  2)ifferenjialfunction  jweier  95ariabeln, 
ber  gorm: 

Pdx  H-  Qdjt  ,  (a) 

W0  P  unb  Q  beliebige  Functionen  Pon  x  unb  y  |tnb;  b.  ^.  wir  be^^ 
ginnen  mit  ber  Erörterung  ber  grage,  ob  eine  Function  Pon  x 
unb  y  benfbar  ifl,  bie  nad)  biefen  Pon  einanber  unabf)ä'ngig  gebact)ten 
SSatiabeln  bifferenjirt,  bie  Porgelegte  S)ifferenjialfunction  feerporruft. 

3ur  Beantwortung  biefer  grage  Td)lagen  wir  ben  anat^tifdben 
SQBeg  ein,  ber  bei  aöen  berartigen  Unterfud)ungen,  mit  9lufmerf- 
famfeit  unb  Um(tcl)t  perfolgt,  faft  immer  eineö  guten  Erfolget  (tcl& 
erfreuet. 

933ir  gel)en  nämlid^  Pon  ber  9lnna^me  auö,  eine  fold^e  Jwuction 
Pon  X  unb  y ,  bie  wir  Äürje  l)atber  buvd)  u  porfleöen  woöen,  finbet 
©tatt,  unb  rict)ten  alt'  unfre  Slufmerf famfeit  barauf,  bie  Folge- 
rungen biefer  3lnnaf)m?  t)erjufleffen. 

^ie  ©leic^ung  (A)'9^r.  249  bietet  iunäct)fl,  wenn  iai  totale 
2)ifferenjiale  Pon  u  ^ergefleüt  wirb,  fotgenbe  ©leid^ung  bar: 

,  du    ,        ^u   , 

d.  u  =  -T—  dx  -I-  -r—  dy  ; 
dx  dy 
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fott  biefeö' (Stgebnif  für  bad  totale  ^ifferettjidtc  oon  u  aenau  unfve 
vorgelegte  $£iffereniiaIfun<;tion  (a)  barfletten,  bann  muß  folgenbe 
©leid^ung: 

-7^  dx  -I-  -T^  dy  =  Pdx  -»-  Qdy  , 
dx  dy 

ober  aud)  folgenbe: 

ibentifi^  befielen,  b  ö.  biefelbe  ntu^  frei  öon  jebtt?ebem  Sufantmen^' 
t)ang  jwifcl)en  x  urib  y,  alfo  für  jebeö  nur  benfbare  93er()ä(tni^ 
jwifd^en  dx  unb  dy  @tütt  t)oben,  meldjed  offenbar  nur  bann  rea* 
lijtrt  werben  fanu/  wenn  bie  Soefftcienten  i)on  dx  unb  dy  in  ber« 
felben,  jeber  für  jldb  unb  unabhängig  bon  b,efonbern  ?lnnaf)men  über 
x  unb  y  in  9luö  übergebt;  nämlic^,  folgenbe  jwei  ©leic^ungen: 

du         _  da  -^ 

muffen  ate  ©leid^^eiten  befielen*)» 

Siö^er  l)at  unä  bie  ?(nna^me;  bie  vorgelegte  $)ifferenjialfunc» 
tion  läft  unabhängig  Don  jebwebem  3ufammenbange  jwifcl)en  x  unb 
y  eine  Sntegralfunction  ju,  weber  auf  eine  Ungereimtheit  nocf)  auf 
welchen  3ufammen^ang  unter  ben  gunctionen  P  unb  Q  geführt 
2Da  man  nämlict)  bie  Function  u  nxAjt  fennt,  fo  lä^t  (td)  von  Dorne 
berein  über  baö  Stattgaben  biefer  jmei  ©teic^^eiten  weber  im  beja* 
henben  nod)  im  öerneinenben  @inne  tttvai  mit  Seilimmtf)eit  auö* 
fagen.  SBerben  aber  bie  gofgerungen  auö  bem  Umjtanbe  gejogen, 
ba^  biefelben  ©leicfe^eiten  vorjleöen  foöen  unb  fonacf),  unter  biefer 
93orauöfel^ung,  ber  Operation  beö  S^ifferenjirend  nad)  jeber  einjel» 
nen  ber  aSariabeln  x  unb  y  unterjogen  werben  bürfen;  fo  gelangt 
man,  wie  fofort  gejeigt  werben  foU,  auf  eine,  von  u  befreiete  ©lei^* 
cfeung,   bie  bie  Sebingung  für  iaä  93orfeanbenfein  einer  Sntegral*» 


*)  .3«)tf*en  ©Utcbung  unb  Orcicbbett  btütf)t  ber  Untctfdjtcb ,  ba§  (cfttete 
bad  3M  bec  crßern  ifi,  joenn  nmiitb  tn  buUt  (in  ber  @lü(bnnQ)  eine  paf- 
fenbe  SBcrfugung  ^uerf)  ober  bte  aUgemetnen  @ro$en  getroffen  tpirb. 
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funcHott  u  auöbrüdt,  unb  bedwegen  aud)  Me  Setingungdfllei* 
c^ung  ber  Stttegröbilität,  ober  anäi  einfad)  SJebingungö« 
9leicl)utt9  genannt  wirb, 

©tettt  man  bie  pbigen  jwei  ®Ieicf)^eiten  folgenbecmapen : 

bifferenjirt  bie  erfle  partiett  nad)  y  unb  bie  jweite  in  gleid)er  2öeife 
nad^  Xf  n^oburd^ 

d^u    _   dP  d%    _  JQ 

dxdy  dy  dydx  dx 

ert)alten  wirb,  berädlid^tiget  bie  erfle  ber  @leid)ungen  (c)  9lr.25l,bie 

dgg    _  ^u_ 
dxdy  ""    dydx 

barbietet;  fo  ergiebt  jtd)  fofgenbe  Don  u  unabhängige  @(eicl)ung: 

bie  gfei(ftfaüi  ben  ff^arafter  einer  ®Ieid)feeit  J)aben  muf.  SDiefe 
fteöt  bie  üort)in  erwä't)nte  Sebingungdgleid)ung  bar ,  an  beren  Se* 
ftef)en  baö  S^afein  einer  Sntegralfunction  jur  vorgelegten  $&ifferen=» 
jialfunction  gefnüpft  ifl,  auö  ber  atfo  bie  ®ntfd)eibung  ber  am 
(Eingange  gefteöten  grage  auf  eine  unjweibeutige  9Beife  feeroorge^t 
SBeim  91i(ftt<lattt)aben  berfelben  näxnüd}  ift  man  fofort  jum  @d)lujTe 
berecl)tiget,  bie  vorgelegte  lineare  S)ifferenjialfunction  (a)  gemattet 
Kine  Sntegralfunction ;  woburd)  unfere  Se^auptung  ?ludgangö  t)or=» 
ange^enber  9lr.  gered)tfertiget  bajlef)t,  baf  nid)t  jeber  S)ifferenjial» 
function  mit  me^r  afö  einer  SBariabeln  aud)  eine  'Sntegralfunction 
entfprid)t  —  Ob  man  aber  umgefe^rt,  vom  @tatt(^aben  biefer  Se^ 
bingungögleid^ung  auöget)enb,  annet)men  barf,  befagte  2)ifferenjiat 
function  W^t  bann  eine  Sntegralfunction  ju;  biefeö  werben  wir  im 
93erfolge  biefcö  ÄapiteÖ  in  9lr.  282  eigenö  bartbun  unb  fogar 
baä  ©erfahren,  biefe  Sntegralfunction  fterjufteöen ,  bafetbjl  mittfeei* 
len.  SQBir  fd)ieben  biefe  aWitt^eilung  nur  fo  lange  auf,  biö  wir 
analoge  Sebingungögleid)ungen  wie  (b)  für  lineare  S)ifferenjialfunc= 
tionen  mit  breicn  unb  me^rern  S3aviabeln  entwidelt  ^aben  werben. 
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280.  ©teöt  man  butd)  P,  Q  uni>  R  beliebige  Functionen  breier 
93ariabe(n  x,  y  unb  z  t)or,  woburd)  ber  Sluöbrudf : 

Pdx  -*-  Qdy  Hh  Rdz  (a^ 

jur  linearen  ^ifferenjiälfunction  ber  brei  93ariabetn  x,  y,  z  wirb; 
fo  fleCen  wir  ung  in  öorftegenber  9lr.  bie  Slufgabe,  bie  Sebin= 
gungögleid^ungen  ber  Sntegrabilität  biefer  ^ifferenjialfuncHon  ab» 
juleiten. 

©efeljt,  eö  tn^ivt  eine  gunction  u  ber  befagten  brei  S3ariabeln, 
beren  totale^  2)ifferenjiale/  nad)  ®Ieicf)un9  (B)  9lr.  250  burd)  bie 
©leid&ung : 

.  du    .  du    ,  du    . 

d.u  =:-5—  dx  -4-  -T—  dy  -*-  -r—  dz  . 
dx  dy      "^  dz 

bargeftefift,  genau  bie  vorgelegte  lineare  2)ifferenjiaIfunction  bar* 
bietet;  fo  gelangt  man  burd)  äftniidbe  Setrad)tungen  wie  in  ber 
Dorange^enben  9lr.  auf  bie  ®leid)^eit: 

(^-'■)-'-(^-'5)'''*(ir-«)  — •• 

in  ber,  bamit  fofd)e  at6  ©leicfefeeit  befiele,  bie  5lugbrticfe  jur  ßinfen 
ftd)  gegenfeitig  aufgeben,  unb  jwar  unter  jebwebem  3ufammenf)ang 
ber  Q3ariabeln  x,  y,  z.  9lun  mirb  bei  biefer  SBorauöfefeung  über 
bie  Sßariabeln  x,  y,  z  fein  ®Iieb,  bad  mit  dx  multipficirt  ijl,  ein 
©egenglieb  unter  ben  mit  dy  ober  mit  dz  multipficirten  ©liebern 
antreffen,  unb  jwar  lebiglid)  ber  übtligen  Unabbä'ngigfeit  megen 
biefer  2)ifferenjialen  dx,  dy,  dz  unter  einanber;  fonad^  muf  ber 
mit  dx  bel)aftete  ßoefficient  ber  legten  ©leic^^eit  felbfl  ber  Skulle 
glei^  fein ,  unb  ba  eä  ein  gleid&eö  Sewenben  mit  ben  Soefficienten 
t)on  dy  unb  dz  biefer  ®Ieid)beit  ^at:  fo  fletlt  |td)  atö  golge  ber 
obigen  ®teid)^eit  baä  gteid^aeitige  Sefleben  folgenber  brei  (SUxdj^ 
Reiten  ^erauö: 

5lud  biefem  fliegen  bie  Sebingungögleid)ungen  ber  SntegrabilitÄt 
ber  vorgelegten  linearen  S)ifferenjialfunction  in  folgenber  SBeife : 
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^iffetenjirt  man  Mc  etfle  Mefet  ©leicb^eiten  mdi  y  ml  bie 
jweite  noc^  x,  ebenfo  bie  britte  naä)  x  unb  bie  erfle  naij  z,  enblict) 
bie  jweite  mdj  z  unb  bie  britte  tiacf)  y;  fo  ergeben  |td),  mit  ^t^ 
riicfftcl^tigung  ber  in  9lr,  251  oufgefleöten  ®Ieict)unäen  (c),  fofort 
fotgenbe  brei  Sebingungögleid^ungen : 

dy   —    dx    '       dx    *-    dz    •       dz    "~    dy    •  ^    ' 

on  beren  JReaRftrung  junc(d)jl  baä  2)afeitt  einer  Sntegraffunction 
}ur  i)or9eIegten  linearen  !J>ifferenjiöIfunction  (a')  gebunben  erfcl)eint. 

Seim  9^id)tflatt^oben  biefer  Sebingungögleicbungen  giebt  t6  feine 
gunction  t>on  x,  y,  z ,  beren  totöleö  2)ifferenjiafe  bie  vorgelegte  (a') 
J)en>orruft;  beim  ©tattbaben  berfelben  aber  werben  wir  bie  Sntt^ 
gratfunctiott  ju  (aO,  in  9lr.  283,  fogar  feerfletten  lehren. 

281.  ^at  man  enblidö  ganj  aögemein  bie  lineare  2)ifferen^ 
jialfunction: 

Hidxi  -f-  Hjdxg  -•-  Hadxa  -♦-  H4dx4  -*-...-♦-  H^dx^  , 

WO 

Hl,  H2,  H3,  H4,  .  .  .  H„ 

beliebige  Functionen  bec  n  SSariabeln 

xi,  X2,  X3/X4,  X5,  xe,  ...  Xjj 

Dorfletlfen ;  fo  gelangt  man  burd^  Setra(fttungen,  benea  ber  beiben 
Dorangefcl)irften  9^rn.  äbnliet),  auf  folgenbed  ^nbergebni^» 

2)amit  biefe  i)orgetegte  S^ifferenjiatfunction  unmittelbare^  @r* 
gebni^  ber  ^ifferenjiation  einer  Function  ber  93ariabe{n  xi,  xg,  X3, 
>  .  ♦  Xb  fei,  müjTen  fotgenbe  Sebingungöglei^ungen  reaüftrt  werben 

dHt  _  _dH2       dHt 
dxj         dxi  '     dx3 

dHz 


dH3 

dxi  ' 

dHt  _  dH4 
dx4  "^    dx,  '  • 

dHi  __  dHn 
dxn    "^    dxi 

dH3 

dX2    \ 

dH2  dHi 

dX4             dX3    '  ' 

dH2  dHn 
dXn                dX2 

dH3         dHi 

dX4    ~     dX3    '  ' 

dHa  _  dHn 

dXn     "■     dX3 

dH„-i       dHn 

dx«          dXn-1 
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ajeitti  Saicftteintrejfen  Derfelben  ijl  ed  gerabeju  unmogn*  jur 
Dorgefegten  S)ifferenjialfunction  eine  Sntegralfunction  anjuaeben, 
unter  ber  aSorauöfefeung  iebod^,  baf  bie  n  SJariabeln  in  f einerlei 
gegenfeitige  9lb()angigfeit  üerfefet  werben;  hingegen  ift  biefe  3ntt^ 
gralfunction  gar  mf)l  ben!bar,  ja  biefelbe  ijl  fogar  iebeömal  t)erjU:» 
fletten  möglid),  wie  in  9lr.  285  wiri  gejeigt  werben,  wenn  bie  eben 
aufgeführten  Sebingungögleic^ungen,  beren  9lnja^l  gleicf): 

T  ^  ('^-*> 

ifl,  afö  befle^enb  erfannt  werben. 

282.  2Bir  feaben  jebe  ber  brei  borange^enben  9lrn.  mit  bec 
Se^auptung  gefcbloffen,  baf  beim  Eintreffen  ber  bafelbft  aufgejlefften 
Sebingungögleicl)ungen  bie  betrejfenben  linearen  S)ifferenjiaIfuncttonen 
aud^  Sntegralfunctionen  jutaffen.  Snbem  wir  unö  anfcbicfen  biefed 
barjurt)un,  bemerfen  wir  öorauö,  baß  wir,  gleich  wie  bei  ber  (BnU 
wicfelung  ber  Sebingungögleid)ungen,  auc^  bei  ber  Segrunbung  biefer 
SBebauptung  mit  bem  einfadi)jlen  gatt  b^n  3{nfang  maAjtn  unb  nact) 
unb  nad^  ju  ben  jufammengefel^tern  übergeben  werben. 

S)iefem  nac^^  beginnen  wir  mit  ber  linearen  S)ifferenaialfunctiön : 

Pdx  -I-  Qdy  , 

in  ber  P  unb  Q  Functionen  ber  jwei  93ariabeln  x  unb  y  iinb,  bie 
ber  Sebingungögleic^ung : 

dp  _  dQ 

dy  dx 

ein  ©eniige  tl)un.  —  Um  bie  berfelben  entfprecfeenbe  Sntegralfunc« 
tion  ju  finben,  unb  jwar  unter  Soraudfeftung  b.eö  SBejlanb^abend 
ber  legten  Sebingung^gleid)ung,  betracf)ten  wir  einftweiten  eine  ber 
93ariäbeln,  bie  Variable  y  j.  S.,  ol6  eine  Sonjlante  unb  inte^^ 
griren  bann  bie  i)orgelegte  ©iffercnjialfunction,  welche  nac^  ber  eben 
getroffenen  93erfiigung  über  y  in  Pdx  übergebt,  lebiglid^  nad^  x. 

0tettt  u  bie  Sntegralfunction  bor,  fo  lann  nad)  ber  eben  getrofr 
fenen  Verfügung  übery  jurSeflimmung  berfelben  folgenbe  ©leic^ung: 

/Pdx  -I-  y 

aufgefleKt  werben ,  wo: 
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/Pdx  (ad  Sntegrale  ber  Siffererijialfottttd  Pdx  ootfleöt, 

fattö  man  bie  in  P  etwa  üorfornmenbe  ®röfe  y  conjlant  fein  Wft^ 
unb  bie  beigefügte  ®röfe  Y,  bie  Sonflante  ber  Sntegration,  öon  x 
unabt)ä'n9i9  unb  im  SJflgemeinen  eine  Function  Don  y  fein  wirb, 

©eüngt  ed  nun  Y  btr  eben  gefaßten  Sluöfage  gemäß  ju  befKm» 
men,  baß  wenn  auc^  y  variabel  erfWrt  wirb,  u  gleid&wo^f  bie  3n* 
tegralfunction  ber  vorgelegten  linearen  S)ifferenjiaIfunction  berbleibt; 
bann  ijl  unfer  3wect  erreid)t,  nä'mlicft,  nicl)t  attein  bie  9W6gIicl)feit 
einer  Sntegralfunction  barget^an,  fonbern  biefelbe  fogar  bargeftettt 
ju  feaben. 

3u  biefem  ®nbe  fleöen  wir  ba«  ^ifferenjiale  öon  u  unter  ber 
QSorauöfel^ungfter,  x  unb  y  (tnb  jugleic^  bariabeJ,  wobur^  wir; 

du  zz:  Pdx  H-  ii/j^  dy  -4-  dY 

ermatten.  93ergleid&t  man  biefed  ©rgebnif  ßt  du  mit  ber  borgelegten 
linearen  2)ifferenjiatfuttction,  fo  fleHt  (td)  jur  ©rreicftung  unfered 
eben  anögefprod^enen  3ieleö  folgenbe  Sejiimmung  für  bad  S)iffe:» 
renjiale  öon  Y  ^erauö: 

wo  in  biefer ,  wie  in  ber  berfelben  Dorange^enben  ©leic^ung  unter 
-^ — ^  ber  partielle  S^iffierenjialquotient  Don  /Pdx 

nadö  y  ju  verfielen  ifl,  inbem  baö  Sntegrale  /Pdx  auf  er  x  auc^ 
y  enthalten  fann, 

91act)  bem  Urfprunge  ber  ®r8ße  Y  barf  folc^e  in  f einerlei  W>^ 
^a'ngigteit  jur  93ariabeln  x  flel)en ;  biefem  nacft  muß  ber  ^ifferen« 
jialcoefflcient  in  ber  legten  ©leicfeung  gleid^faHö  Don  x  unabbängig 
fein,  unb  wenn  berfelbe  Ätfrje  bölber  burc^  Q'  bargefteKt  wirb, 
wo  man  fonac^ 

dY  =  O'dy  unb  Q'  =  Q  -   ^'  ^^^^"^ 

feat:  fo  bxiben  wir  juerft  ju  begrünben,  baf  Q'  i«  f einerlei  Sejie* 
()ung  JU  X  fle^t,  ober  baß  Q'  feine  Function  Don  x  ijl. 
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etettt  man  ju  biefem  SJe^ufe  ben  S)ifferenjialquottentcn  t)on 
0'  tiac^  X  {)er,  melcl)eä  am  bequemften  erreid)t  wirb,  wenn  man 
juerft  bie  Q'  barflettenbe  ®Ieicl)un9 ,  nac^  91c.  73  @leid)un9  (E) 
bed  evjlen  Sbeiteö,  wie  folgt  umjlettc: 


o-Q-Zf-. 


fo  et^ält  man : 

dQ'  _ 

ds 

_  «10 

"    dx 

dP 
dy 

bie,  vermöge  bet  am  Eingänge  aufgefleUten  Sebingung6glcid)ung; 
in  fofgenbe  übergebt: 

dx 

S£)iefeö  (Jrgebniß  in  93evbinbung  mit,  bem  Sunbamentaftfeeorem 
in  9lr.  16  beö  erjlen  %iitiU6  ber  SE)iffeten}iaIred)nung  bieten  bie 
üettangte  Segrunbung  bar,  unb  man  f)at  nunmehr 

wo  alfo  Y  in  ber  S^at  feine  ^w^ction  bon  x  fein  wirb  unb  lebig» 
lid)  eine  ^miction  öon  y  fein  fann,  bie  in  bie  obige  u  barjlettenbe 
@(eid)ung  gefeilt,  le^tere  atö  Sntegralfunction  ber  vorgelegten  SE)if= 
ferenjialfunction  ^erauöjlettt. 

5iaed  biöl)er  SWitget^eilte  jufammengefaßt,  baben  wir  folgenbed 
Sbeorem. 

2Benn  in  ber  linearen  Sifferenjiatfunction: 

Pdx  -t-  Qdy  (a) 

bie  Soefficienten  P  unb  Q  bec  Sebingungögletcfeung: 

^  -  "dx"  (^) 

entfprecl)en;  bann  bat  (a)  eine  Sntegralfunction,  bie, 
wenn  burc^  u  bargeflellt,  burc^  folgenbe  ©leid^ung 
beflimmt  wirb: 

u  =  /Pdx  -*.  /Q'dy  -»-  Const.  ,  (c) 
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wo  Q\  Itxvö)  lie  @Ieid)un9: 


X 


teflimmt,  einen  Den  xinbepenbenten  ^(udbrucf  üotflellt 
2>iefem  jufolge  tebucirt  (td)  bie  Sntegratton  einer  linearen  S)if» 
fevenjialfunction  jweier  93ariabefn,  wenn  biefelbe  eine  Sntegralfunc* 
Hon  gemattet,  auf  jwei  Sntegtationen  jweier  2)ifferenjiafformetn, 
beten  jebe  nur  eine  variable  @rö^e  entl)a'tt,  unt>  ba  bie  weitere 
Se^anbfung  berfelben  bem  erjlen  Steile  ber  Sntegralredinuncj  ju* 
fäfft;  fo  fönnen  wir  ben  i)0vlic9enben  ©egenftanb,  bie  Sntegration 
einer  linearen  S^ifferenjialfunction  mit  jweien  Sariabeln,  olß  bem  in 
öorKegenber  9JbtI)eilun9  ber  Sutegralre^nung  und  geftecttem  ©nb«» 
jiele  jugeföfert,  b*  f).,  aU  erlebiget  lerKären. 

2Bir  fd)Iiefen  biefe  9lr.  mit  ber  Semerfung,  baf  man  (latt  ber 
©leidHmgen  (c)  unb  (d)  obigen  3;f)eoremö  aucft  folgenbe  bat: 

n  =  /P'dx  -*-  /Qdy  h-  Const.  ,  (c') 

WO  P'j  burd)  bie  ©leid&ung: 

P/  =  P  .  !Lg!^  (do 

beftimmt,  einen  Don  y  inbepenbenten  Sluöbrucf  PorfletKt. 

Sluf'biefed  Srgebni^  würbe  man  unmittelbar  geführt  worben 
fein,  wenn  gleich  im  Slnfange  unfrer  Setracfttungen  uorliegenber 
9lr.,  anjlatt  y/x  conflant  borauögefeftt  worben  wäre, 

283,  (^i  fei  femer  bie  jRneare  S)iffereniiaIfttnction  ber  brei 
Sßariabeln  x,  y  unb  z : 

Pdx  H-  Qdy  H-  Rdz  , 

jur  Sntegration  vorgelegt,  wo  P,  0  tmb  R  aö  Functionen  üon 
X,  y,  z  folgenben  Sebingungögleicl)ungen  entfprecf)en : 


dP          dQ 

dR          dp 

dQ   _  dR 

dy    —    dx    ' 

dx           dz    • 

dz^"-    dy 

Setrad)tet  man  eine  ber  93ariabetn,  j-  S«  z,  ate  Sonflante,  fo 
gel)t  bie  vorgelegte  S)ifferenjialfunction  in  folgenbe  über: 

Pdx  -•-  Qdy  , 
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tie,  DermiJge  beö  in  ber  üoranöie^enben  9lr,  SWitget^eilten,  beim 
(gintteffen  ber  erjlen  biefer  brei  aufgefleUten  SBebingungägleicftungen 
eine  Sntegralfunction  nadb  ben^  95ariabe(n  x  unb  y  barbieten  wirb, 
in  ber  bie  mittlilftrtic^e  ßonflante  ber  Sntegration  bie  ®röf e  z  noc^ 
ent()alten  lann.  ©tettt  man  biefelbe  burd^  Z  öor,  fo  i^at  man, 
wenn  burc^  u  biefe  Sntegralfunction  nacft  x  unb  y  angebeutet  wirb, 
bei  Sugrunbelegung  ber  ©leic^ung  (c)  bed  %t)ti>ttmi  öorange^enber 
9lr.  bie  ©leic^ung: 

u  = /Pdx  -f.  /Q'dy  +  Z, 

WO  Q'  an6  ber  ©leic^ung  {d)  beöfelben  S^eoremd  entnommen 
werben  lann. 

2)ad  Srgebnif  ber  S)tfferenjiation  t)on  u  m<tj  atten  breien  9}a= 
riabeln  x,  y  unb  z  muß,  faJIö  biefelbe  auc^  afö  Sntegrale  ber  am 
Eingänge  borgetegten  S)ifferenjiaIfunction  auftreten  fott,  biefe  üor« 
gelegte  S^ifferenjialfun^tion  felbff:  barbieten ;  unb  ia  wegen  beö  Um»' 
ftanbeö,  baf  Q'  unabhängig  öon  x  ifl,  bie  eben  aufgejlettte  ©(ei* 
ti&ung  folgenbe  SBejHmmung  für  baS  2)ifferenjiale  bon  u  barbietet: 

-  ,           d.  f  Pdx    .          d.  f  Pdx    . 
da  =  Pdx  -*-  — ^ dy  -•-  — ^ di 

dy  "^  dz 

+    Q'dy   H-    Ll^   iz   +   dZ, 

dz 

welche  ®lei(ftung,  wenn  Q'dy  nad^  ©leicftung  (d)  oorange(>enber 
9lr.  erfefet  wirb,  in  folgenbe  täberge^t: 

d«  =  Pdx  -,-  Qdy  -^  (^^  -  ''•y)  d.  *  dZ; 

fo  ergiebt  (id^  burcfe  SSergteid^ung  biefed  ©rgebnijfed  mit  ber  oor» 
gelegten  S^ifferenjiaffunction  folgenbe  Seflimmung  für  dZ : 

dz  =  (R-iLX£^-iii^)d.. 

Äann  nun  bargetban  werben,  eö  fei  ber  ßoefftcient  oon  dz  in 
biefer  ©leic^ung  bon  x  fowobl,  aö  auc^  bon  x  unabhängig;  bann 
erl)ä'lt  man  nad)  einer  einfad&en  Sntegration  ber  S^ifferenjialformel 
jur  SRecftten,  bie  nunmehr  nur  nod)  z  enthalten  fann,  Z  afö  gunc- 

diaabe,  Stif.  u.  3nt.  ^JKedjnung.  li.  6 
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tton  t)on  z  aui^tivUätf  n^elc^e  in  tie  t/bi%t  u  barfleQenbe  Gleichung 
gefegt,  bie  9efucl)te  Sntegralfunction  batbieten  wirb* 

©teöt  man  biefeö  barjutt)un  ben  befaflten  S!)iffeten}ia(coefficientett 
burdö  R'  Dor,  fefet  man  nämlicfe: 

dz  dz 

fo  er^ö'It  man,  wenn  bie  partieöen  S)ifferenjiaIquotienten  üon  R'^ 
fowo^l  nad^  x  al6  mä)  y  I)er9efl:eIKt  werben,  mit  Seac^tung  bed 
Umflanbeö,  ba^  Q'  Don  x  unabhängig  ijl,  folgenbe  jwei  ©leid^ungen : 

dR^  _  _dR    _    dP 
dx    ~    dx  dz     ' 

dR^  _   dR^  _   dQ^  _  dgfPdx    . 
dy  dy  dz  dzdy       ' 

.bie  ©leicfeung  (d)  borange^enber  91r*  giebt  aber: 

dQ'  _  dQ        dgfPdx 
dz    ^'    dz  dydz       '  ' 

ba^er  ge^en  bie  jwej  partießen  S!>ifferenjiaIquotienten  oon  R'  über  in : 

dR^  _  dR         dP 
dx    —    dx  dz    ' 

dR^  _  dR         dQ 
dy  dy  dz    ' 

bie,  bead)tenb  bie  jweite  unb  britte  ber  am  ©ingange  aufgefteüten 
brei  SBebingungögleid^ungen ,  in  fotgenbe  übergeben: 

dR'       ^     ^  dR' 

_.  =,  0  unb  -^  =  0  ; 

mi  benen  nunmehr  bie  Unab{)ä'ngigfeit  beä  S)ifferenjialcoefjicienten 
R'  i)on  X  unb  y  berDorge^t,  folglich  jur  Seftimmung  Don  Z  aö 
Function  Don  z  bie  ®leid)ung: 

Z  =  /R'dz 

ganj  braud^bar  erfannt  wirb. 

S)ie  ©rgebniffe  Dorliegenber  91r.  jufammengefa^t,  fleüt  (tc^  fot 
genbed  S^eorem  begrünbet  ^erauö* 
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QBetttt  in  ber  Hnearen  ^ifferenjialfunction: 

Pdx  •*-  Qdy  -*-  Rdz  (a) 

feie  eoefficienten  P,  Q  unb  R,  aU  Functionen  i)on  x,  y 
unb  z,  ben  fofgenben  SBebinaungögleicfeungen  nac()= 
fontnten: 

dP  dQ        dR  dP         dQ  dR  ., 

dy  dx    •      dx    ~"    dz    '     dz    ""    dy    '  ^  ' 

fo  Icf^t  biefelbe  eine  Do.n  x,  y  unb  z  abhängige  Snte- 
gtalfunction  }«,  bie  folgenbe  ©leic^ung  borflellt: 

u  —  /Pdx  +  /Q'dy  -^  /R'dz  -i-  Const.  .  (c) 

S4e  erjle  Sntegration  ifl  ^ier  nur  auf  x,  bie  jweite  nur  auf  y 
unb  bie  britte  lebiglidö  auf  z  bejogen ;  ferner  feÄngen  bie  Coefficien« 
ten  Q'  unb  R'  in  folgenber  SBeife  Don  P,  Q  unb  R  ab: 

dz  dz  ^ 

WO  0'  unabWngig  t)on  x,  unb  R'^üon  x  fowoijl  afö  Don  y  unab- 
Wngig  ijl. 

9(ußer  ber  ©teid&ung  (c)  fahn  man  fünf  analoge  ju  berfetben, 
bie  u  angeben,  aufjleJIen;  fo  baf  u  eben  fo  t)ieler  S)arflettungäfor* 
ttten  fä^ig  ifl,  aU  bie  brei  SJariabeln  x,  y,  z  (tdfe  Derfeften  laffen. 

9lur  eine  biefer  analogen  ju  (c)  tbeilen  wir  feier  nod^  mit,  aud 
ber  bie  Eingabe  ber  übrigen  leicht  ju  entnehmen  fein  bürfte. 

S)iefe  ifl: 

u  =  /P"dx  -»-  /Qdy  -»-  /R"dz  n-  Const.  .  (c^ 

S)ie  erfle  Sntegration  bejie^t  fii)  bier  lebigKcfe  aufx,  bie  jtreite  nur 
auf  y,  bie  britte  enblid^  btof  auf  z;  bie  ßoefftcienten  P"  unb  R" 
Rängen  in  folgenber  SBeife  t)on  ben  «oefflcienten  P,  Q  unb  R  ber 
Dorgelegten  S^ifferenaiatfunction  (a)  ab: 


^     -  ^  dx         ' 

R/i  =  R  «  ^/Q^y  -  d-fp^'^^ 

dz  dx 


(d') 
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wo,  beim  ©tatt^aben  bet  Sebingungigfeicftungen  (b),  P"  unabWm 
919  »)0H  y,  R"  aber  öon  y  fowofel  atö  öon  x  unabWngig  fein  witlr, 

284.  SeDoc  wir  jum  attgemeinen  gaUe  Don  n  SJariabeln  über» 
flehen,  motten  wir  nod)  bie  lineare  S)ifferenjiaIfunction  mit  ben 
Dier  93ariabeln  xi,  xj,  X3  unb  X4  einer  etwoÄ  au^fü^rlicften  @r* 
örtentng  unterjieben. 

etettt  man  biefelbe  burd) : 

Htdxi  -I-  H2dx2  H-  Hadxa  n-  H4dx4 

Dor,  wo  ieber  ber  Soefflcienten  Hi,  H2,  H3,  H4  üon  fämmtKc^en 
öier  aSariabeln  abl)a'n9ett  fann;  fo  werben  wir  jeigen,  wie  tjon  ber 
5lnnal)me  beö  ©tatt^abenö  fofgenber  fed)ö  Sebingungägleicftungen: 

dHi^  _  dH2        dHj^  _  dHi       dH2  _  dHj 
dx2  dxi   *     dxi  dx3  *     dx3  dx2    * 

dHi         dH4       dHg  dH4        dH3         dH4 


dx^  dxi  '      dx4  dx2  '     dx4  dx3 

auägel)enb,  bie  S)arflettbarleit  ber  Sntegralfiinction  ber  öorgelegten 
ITifferenjialfunction  o{>ne  weiter^  erfannt  wirb, 

®rfiä'rt  man  einflweilen  eine  ber  öier  95ariabeln,  j.  S.  X4^ 
alä  Sonflante;  fo  ifl  unter  Sujie^ung  ber  brei  erften  biefer  fedjö 
Sebin9un9ö9teid)un9en ,  bermöge  beö  in  borange^enber  9lr,  auf» 
geftettten  S^eoremö,  bie  S^ifferenjialfunction  : 

Hidxi  -I-  H2dx2  -*-  Hsdxs  * 

einer  Sntegraffunction  fa'Wd. 

Sertädfid)tiget  man  nämlid^  bie  Oleid&ungen  (c)  unb  (d)  befagter 
?nr.,  fo  ftettt  ber  Sluöbruct: 

/Hidxi  -I-  /H^adxg  h-  fW^dx^  -i-  Const. 

biefe  Sntegralfunction  bor,  wobei  ber  Äärje  wegen: 

_  d..fHidx, 

^»  =  ^^ diT^' 

HS  =  H3-    ^-/H.dx.^d./H-2dx2 

^  dX3  dX3 

gefeilt  würbe,  unb  wo  bie  wittfüferKd)e  ffonflante  ber  Sntegratiott 
bie  bfö  jel^t  atö  Sonflante  be^anbefte  aSariable  X4  impliciren  fann. 
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©iefed  Dlefuftat  befielt,  wie  fc^on  ewÄ^nt  wurte,  unter  bet 
Sßotaudfel^ung  teö  ©tattfeabenö  t)er  btei  ecftern  ter  am  (Jingange 
aufgefteKten  fed)ä  Sebingungögleic^ungen;  Me  bcei  nocft  unbenul^t 
gefaffenen  tiefer  SeMngungögteic^ungen  werben  wir  nun  baju  üer:* 
braud)en,  audö  wenn  X4  ben  St)arafter  ber  SBariaMfitat  beibehält, 
bad  Stttegrale  ber  vorgelegten  S^ifferenjialfunction  ^erjujletten, 
*  ©tettt  man  burd^ru  biefe  verlangte  Sntegralfunction  vor,  uttb  fefet: 

WO  K  eine  nocfe  unbefUmmte  Function  von  X4  bebeutet;  fo  I)aben 
wir  biefe  ber  5(rt  }u  beflimmen,  baß  ber  Sluöbruct  jur  9lecftten  Dom 
©leicft^eitäjeicften,  atö  Sntregrate  ber  vorgelegten  S^ifferenjialfunc* 
tion  erfannt  werbe, 

©teilt  man  bad  totale  ^ifferenjiale  von  u  biefer  ©leicftung  mdi 
fämmtlid&en  SSariabeln  xi,  xg,  X3,  X4  ^er  unb  bebenft  ^iwbei,  baß 

H'2  von  xi  unab()Ängig ,  bann  baß 

H'3  fowo^l  von  xi  aU  aud)  von  x,  unab^ngig  ijl; 
fo  erMlt  man: 

du  =  Hidxi  -f-   .    ^.    ' — -  dx2  -•-  — s^T— i — i-  dx3  -•-  — ^^-i — i-  dx4 
ax2  ^  dxj  0x4 

u/^  d,  fH'gdxg  ,       .   d.fH'2dx2. 

-f-  H'tdx2  -*-  — ^j— ^^ — '  dx3  H "^  ^    \     dx4 

ax3  ax4 

...  j           d.  rH'3dx3  , 
-•-  H'3dx3  H ^^    •*     ■  dx4 

V  dX4 

•    -f-  dK  , 

Ober  aud),  wenn  bie  erften  ©lieber, auf  ber  jweiten  unb  britten 
Seile  biefer  ©leid^ung  burd)  bie  für  H'2  unb  H'3  aufgehellten  9[Btrt1be 
umgefel^t  werben , 

A         n  A      ^^'  /Hidxi    .  d.  f  H|dxi    .  d.  f  H.dxi    , 

du  =  Hidxj  -*■  — ^T— i — i-  dx2  -*■  — ^^ — i-  dx3  -•-  — ^-r-^ — -  dx4 
ax2  dX3  <lX4 

^Vf  A              ^-  /Hidxi     ,              d.    f  H'2dX2   ,              d.    f  H'2dX2   , 
-I-  H2dx2 *V-^ ^  «^^2  H '^-J—^ =  dX3  H ^-j-^-^ =  dx4 

dX2  dx3  dx:4 

^^  .  d.  /Hidxi    ,  d.  f  H'2dx2  ,  d.  f  H'3d^3  . 

-*-  H3dX3 ^-j-i i-  dX3 »i-p-= =  dX3  -f-   — «L— :2 — =  dX4 

dx3  dx3  dx4 

+  dK  , 
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Qui  ber  enblid^  bie  folgenbe: 

du  =  Hidxi  -4-  H2dx2  -t-  Hjdxs 

)  dX4  dX4  dX4  } 

gejogett  wirb. 

$)ettt  oben  ©efagten  gemäß  foö  ber  9ludbrutf  jut  SRecftten  biefer 
©leicfeung  genau  bie  i)orgeIegte  S)iffereniialfunctiott  geben;  b(il)er 
ergiebt  (tct) ,  wenn 

„,         „  d./H,dx,         d.  f  H^gdxg        d.  f  H^3dx3 

11'4  =  II4    —    *'j —    *^-j —  *^-3 

dX4  dX4  dX4 

gefeilt  wirb,  folgenbe  ©leic^ung  jur  Seflimmung  Don  K: 

dK  =  H'4dx4 , 

fo  baß  wenn  wir  bartl)un,  ber  S)ifferenjialcbefftcient  H'4  in  biefer 
®Ieicl)ung  ift  bon  xi,  xj  unb  x^  unabhängig,  bann  gelangen  wir 
aud^  nac^  üoüjogener  Sntegration  ber  S)ifferenjialformel  jur  9lecl)tett 
nadö  ber  einzigen  SJariabeln  X4  jur  SejUmmung  bon  K,  unb  mitl)itt 
aucfe  ju  ber  bon  u. 

S)iefeö  barjutf)un  fleöen  wir  bie  partiellen  S^ifferenjialquoHenten 
i)on  H'4  nad)  ieber  ber  brei  93ariabeln  xi ,  xj  unb  xj  ^er.  Siebenten 
wir  hierbei  bie  oben  gemachte  3luöfage  über  H'2  unb  H'3,  baß  näm^: 
lidj  erflere  bon  x^,  unb  lefetere  Don  xi  fowo^l  aW  öon  xg  inbepem 
bent  fei;  fo  ermatten  wir  bie  @leicl)ungen : 

dU'j_  _  diau  _   dHt 
.    ~  dxt  dxi  dx4  ' 

dH^  _   m^  _   d»  f  Htdxi   _    dH^2 

dx2  dX2  dX4dX2  dx4     ' 

dH^4  _  dH4   _  d'  jHidxi   _  d'^  jH^jdxg  _   dH^a 

dX3  dX3  dX4dX3  dX4dX3  dX4      * 

bie,  mit  Sead)tung  ber  ©leidbungen: 
^H^  _  ^  _  d^fn,dxt 

dX4  dX4  dX2dX4 

dH^3  _  ^   _   d«  f  Hidxi  _  d»  f  H^2dy2 

dX4  dX4  dX3dX4  dX3dX4 

in  folgenbe  übergeben: 
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dxi  dx|  dx4  ' 

dH^4   _   dtt^  _   dHg 
dxg  dxg  dx4  * 

dH^4  _  dH4   _   dHa  . 
dx3  dx3  dx4  * 

ani  imm ,  mit  Sujie^uttg  \>tx  brei  legten  ber  am  ©ingange  auf* 
gejlellten  feci^ä  SSebingungögleid^ungen^ 

i5:i-.o    -in^-o     iM^-^o 

dxi  dxg  dx3 

gefolgert  wirb,  93ermöge  biefer  brei  ©leic^ungen  |tnb  wir  mit  3u* 
jie^ung  beö  gunbamentalt&eoremä  ber  S)ifferenjialreciönun9  91r,  16 
bie  Function  H'4;  aB  unabhängig  tjon  xi^  xg  unb  xg  ju  erflären 
berechtiget;  fo  baf  bie  ©leid^ung: 

K  =  /H'4dx4   , 

eine  DötKig  beflimmte  Function  Don  X4  för  K  barbieten  wirb. 

2Benn  bie  ©rgebniflTe  biefer  9lr.  jufammengefaf t  werben,  flettt 
ftc^  folgenbeö  S^eorem  aö  begriänbet  ^erauä. 

2>ie  lineare  JCifferenjialfunction: 

Hidxi  -*-  Hgdxg  -f-  Hadxa  -1-  H4dx4  ,  (a) 

in  ber  bie  Soefficienten 

Hl,  Hg,  H3,  H4, 

ald  Functionen  Don  xi,  xg,  X3,  X4,  ben  ©ebingungd« 
gleid^ungen: 


(b) 


nadöfommen,  bietet  folgenbe  Sntegralfunction: 

u  =  /H,dx,  +  /H'gdxg  -•-  /H'3dx3  -t-  /H'4dx4  -*-  Const.        (c) 

bar,  wo  man: 


dHi 
dx. 

dHj 

dH,         dHj 
dxj    —   dx,   ' 

dH,  dH4 
dx4    ~   dxi 

dH;         dHs 
dxj   —   dxa  • 

dHj  dHi 

dx4  dx2 
dHj  _  dHi 
dx«          dxj 
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d.fH,dx, 

H  2   =    H^ g^^^—  , 

H3_H3 — 'i^^ dir~'  ^  f^> 

„,    _„       .dJ^FMxi         d.  f  H-^^dxa        d.  f  H^a^xj 

dX4  dx4  dX4 

gefegt  &at. 

Sn  ber  ©leid^ung  (c)  btefeö  S^eoremö  ijl  iebe  bet  öier  nocfe 
auäjufüt)renben  Sntegrationdoperationen  auf  Me  SJariable  jebedmal 
ju  bejie^en,  beren  2)ifferenjiale  beigefe^t  ifl;  bie  übrigen  Sariabeln 
werben  bann  wci^renb  biefer  Sntegrattondoperation ,  qU  Sonjlante 
bti^anUlt  (£ben  fo  fliegt  auö  ben»  ©rgebniffen  biefer  unb  ber  beiben 
öorange()enben  9lrn.,  baf  H'2  unabhängig  t)on  xi,  H'3  unabt)Ängig 
Don  xi  unb  xj,  H'4  enblid)  Don  xi,  xj  unb  X3  unabWngig  fei. 

285,  2)er  in  ber  t)orangel)enben  9lr.  befolgte  9Beg  unb  bie 
bafelbjl  gewonnenen  ©rgebniffe  mad&en  td  unnöt^ig,  bie  Sntegra* 
tion  einer  linearen  2)ijferenjialfunction  mit  me^r  benn  Dter  SBaria^: 
beln  einer  auöfiif)rlic^en  (JriJrterung  befonberö  ju  unterjie(>en.  S)ie 
bort  aufgejleJlten  ®teid)ungen  (b),  (c)  unb  (d)  jeigen  auf  unjwei^ 
beutige  SSJeife  baö  Silbungögefel^  andj  für  ben  gatl  an,  wenn  man 
mit  einer  linearen  SE)ifferenjialfunction  bon  n  93ariabeln  ju  t^un 
tiat^  bie  einer  Sntegralfunction  fä^ig  ifl. 

3n  ber  allgemein  befannten  SBeife  wie  Folgerungen ,  auf  3n« 
buctionen  geftül^t,  abfolute  ©ültigfeit  erlangen  lönnen,  l)aben  wir 
folgenbeä  aügemeine  ©nbergebniß  erwa^refc 

SBenn  in  ber  linearen  S)ifferenjialfunction : 

Hidxj  -♦-  H2dx2  H-  Hjdxa  -§-...-#-  H„dx^ ,  (I) 

bie  Soefflcienten  ber  S^ifferenjialien  ben  in  9lr*  281  aufgefletlten 
Sebingungögleidi)ungen  entfpred&en;  fo  ^at  biefelbe  eine  Sntegrat 
function  u,  bie  folgenbe  ©leic^ung  barflettt: 

u  =  jHtdxi  +  /H'gdxa  -*-  /H'adxa  -4-  . .  .  h-  /H^„dx^  +  Const. ,   (II) 

in  ber  bie  n  auöjufübrenben  Sntegrationöoperationen  ber  SRei^e 
nac^  auf  bie  einzelnen  SJariabeln  xi,  xg,  X3, , , .  xa  (td^  erflrerfen, 
fo  ba^  man  n  Sntegrationen  öon  n  ^ifferenjialformeln,  beren  jebe 
nur  auf  eine  Variable  bejogen  ift,  auöjufü^ren  ^at. 


Digitized 


by  Google 


Sntegralrec^nung.  V.  286.  89 

(gnMidö  ^at  matt  juc  SejKtntttuttg  ter  SoeffJcietttctt: 
H^2,  H'3,  H^4, . . .  H'„  , 

folgende  ©leicftuttgett: 

0X3 

_  d.fH.dx.    d.fH',dx, 

^'  =  ^' di^ S^-' 

p,  _H      d  .fHidx.    d.fH'^dx»    d.fH'adx3  W) 

*         ■*'        dx4  dxi  dx4       ^  ' 


n.  ^H      ^.TH.dxi     d.J-H',dx,    d.fH-3d«3         d.pl^.,d«„.^ 
"»-**»-       dx„       -       dx„       -        dx„       --  dx„ 

WO  H'2  DO«  xi,  H's  öott  xi  unb  xj,  H'4  Don  xi,  xj  unb  xj,  unb 
enbltd^  fi^n  uon  xi»  xj,  xs,  X4, . . . .  Xa^  unob^ängis  ifl. 

3um  @(^Iuffe  no^  bie  SBemerfung/  tie  Sntegtatfunction  u  ge« 
flattet  eben  fo  uiel  S^atfletKungdfocmen/  atö  tie  n  Q3ariabeln: 

*!  t     Xj ,     X3 ,    .    .    .    Xq   , 

ft(Ö  üetfel^en  ober  petmutitren  loffen. 

3ur  ©t^öfeung  ber  SJeuttidjteit  föflen  wir  einen  Wefct,  »on 
(II)  betf(^iebenen  ^ocmenwett^e  bec  Snteatalfunction  u  bei: 

u^/Hjdx,  -t-jHi'dx.  -pli'dx,  +XH«dx,+...+/Hi'dx„+CoMl., 

WO  man  fotgenbe  ablörjenbf  Sejei<^nun9  fejlgelleöt  l&at: 

"3  — "2-        j,^  dx,        ' 

H«_H       ««.fH3dx,     d.j-H;dx.      d.fH;dx, 
"*-"«  dx«  dx^  di;        ' 

H«      o      '^•■fH3'»^3     JfHl'dx,      d.J-H'jdx,  d.J-H„«,dx„^ 

^K  ^^n  dx„  dx 

n  n  n  u 

•286.  SBetttt  gleid^  auö  bett  tjotange^ettbeit  9lrti.  jur  ©ettflge 
^eröot9e(>t;  baß  bic  Stttegratiott  eitter  ßtiearett  S)ifferettaiatfuttctiott 
tttefereter  93atiabeltt;  ttjetttt  folcfee  ju  ben  aÄÖ9U(l)feitett  ge^ött^  auf 
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Cluabraturen,  b.  ^.  ouf  Sntefltationett  üon  S)iffetettjialformeltt  einer 
Sßoriabeln  jurürf  ju  bringen  ntöglid)  fei;  baf  fonacfe,  öont  tbeoreH== 
fcfeen  @tanbp«nfte  auö,  bet  öorliegenbe  Xt)txt  ber  Sntegralred&nung, 
oB  feinem  Snbjiele  jugefü^rt  angefef)en  werben  f ann :  erachten  wir 
Qkittivooijl  nic^t  gan}  nu^Ioä/  aud^  (Siniged  Don  ben  anet^oben  ober 
SJerfa^rungöweifen  nod^  mitjutt)eilen,  bie  jwar  nur  in  einjelnen  be» 
fottbern  gä'Öen  5(nwenbung  jinben ,  bafür  aber  bann  aucft  fiö&neöer, 
üU  bie  aJIgemeinen  aSorfc^riften  ju  einem  ©nbjiete  füf)ren. 

@o  erleid^tert  man  nid)t  feiten  bie  Operation  bed  Sntegrirend 
baburd),  baß  man  ftatt  ber  urfprünglicl&ett  SJariabeln  Functionen 
neuer  einführt,  worin  iai  SBefen  beS  Sntegrirenä  „nadb  ber  £We« 
tfeobe  be^  3urüctfii^renö  auf  bem  SBege  ber  ©ubflitution"  beflel)t. 
SBefc^e  93ort^eiIe  biefe  SWet^obe  gewährt,  ^aben  wir  im  erflen 
2;i)eUe  ber  Sntegralred&nung  ju  jeigen  gar  oftmald  bie  ©elegen^eit 
benufet;  baß  biefelbe  auct)  bei  ber  Sntegration  finearer  S^ifferenjial« 
functionen  mehrerer  93ariabetn  mit  ©rfolg  benufet  werben  !ann, 
biefeö  werben  bie  in  ber  folgenben  9lr.  ju  be^anbelnben  befonbern 
ga'tKe  ganj  augenfö'ttig  bart^un. 

287.    2Bir  legen  unö  juerfl  bie  lineare  S^ifferenjialfunction: 

•  ydx  —  xdy 
y2  -I-  x2 
jur  Umformung  üor. 
@eftt  man  t)ier 

7  =  rSin.u  unb  z  =  rCos.u  , 

WO  r'unb  u  jwei  neue  93atiabeln  |tnb,  fo  er^It  wan,  wegen: 

dy  =  Sin.u  dr  -»-  rCos.u  da  , 
dx  =  Cos.u  dr  —  rSin.u  da  , 

bie  Oleic^ung: 

ydx  —  xdy  =  —  r^  du  , 

unb  ba  man  aud^ 

y«  H-  x»  =  r» 

•§at;  fo  ergiebt  |tcfe : 

ydx  —  xdy  s 

-   -« n—  =  —  du  . 

y2  -I-  x» 

(Bi  rebucirt  (td^  biefem  nad^  bie  Sntegration  ber  öorgelegten 
JBifferenjialfunction  jweier  SSariabeln  auf  bie  Sntegration  ber  ein** 
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fad^flen  alKet  S^ifferettjialfotmeln,  nä'mßc^  auf  tie  Sntegtation  Don 
du;  t)a()et  t^at  man/  beati^tent  (ie  ®kx<Sim%: 

V  X  7t 

Arctang.  -^.  -*-  Arctang.  —  ^  "«■  • 

folgende  Sntefltalbeftimmung: 


/ 


ydx— xdy         .     ^  x 

y^+x»      =Arcteng..- 


2      ^2 —  =  Arctang.  —  -4-  Gonst. 


(£itt  jweiter  befonberer  gaÄ  fei  fofgenbec: 

Vx»  H-  y2         y    \         |/x2H-y2/ 


SBerten  feiec.  bie  ajariabeln  x  uttt  y  in  gleid^ec  SBeife  wie  im 
üort)et9e^enben  gaöe  burd^  r  unb  u  etfeftt,  fo  erl)öift  man: 


Sin.^ 


dx  ^y   L^  X        \  *  2      ,  dr 

|/x2H.y2  y      \  VW^i^J  COS.^  "^ 

alfo  rebucirt  (td^  l&ier  bie  Sntegration  auf  bie  jmeier  S^ifferenjial» 
fotmeln,  beten  itU  nur  eine  93atiaMe  enthalt  ^'a  baö  Srgebni^ 
ber  Sntegration  bed  S^iffetenjialaudbcucteö  ted^tet^anb  folgenbet 
9(uäbtucf  batfleJIt : 

2  log.  Cos.  —  H-  log.r ,  0itt  log.rfCos.  — j    , 

ober  anä) : 

log.r(l  -f-  Gos.u)  -f-  Gonst.  ; 

fo  f)at  man  nac^  JKeflltution  ber  93Bert^e  Don  p  unb  u: 

fi^ÄF-f  (-7=)!  =>»«•  {'*y^)*c.^ 

Slodö  folgenben  befonbern  gatt: 

y^dx-f-x^dy 


a(xH-y)  xy-i-bx2y2  ' 


•)  Sefonbcw  ffStfe  Kneam  »tffetenstalfuncttonen  mc§mer  Söarfabern,  bie 
ben  »cbingungen  bet  SntegrabHftSt  «ntfprecben,  finb  fejt  bafb  öergefleOt,  in* 
bcm  man  In  irgenb  tintt  S)lffeten5fafftin(t{on  efnet  t8ai:tabeht  (latt  btefer 
irgenb  eine  ffunctton  tnc§rctct  ^atiaMn  U%t 
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wetten  wit  butct)    ©nfü^ruttg  jwei    neuer    aSoriafteln   auf  eine 
lineare  S)ifferenjiaIfunction  iurörfffl()ren ,   teren  Sntegrate  unmit« 
tettar  in  ixt  Slugen  f&Ut 
2Birl)  nämlid^: 

angenommen,  wo  alfo  u  unb  v  bie  neuen  SJariabeln  ftnb ,  fo  ^at  man : 

y^dx  -f-  x^dy         du  -•-  dv 

a(x-»-y)xy-*-bx2y2  ""    b  -i-  a(u-4-v)  * 

ber  9lttöW:ud  jur  Siedeten  wirb  fofort  aö  ba«  S)ifferenjiale  bon: 

log.  {  b  -I-  a(u-f-v)  } 

erlannt,  ber  nad^  SRejtituHon  ber  OBert^e  wn  u  unb  v  in: 

1  ,  xy 

—  log. 


a      ®*  a(x-i-y)-i-bxy 

äberget^t;  bafeer  t^at  man: 

f       y'^"^^"'i^,  =  ^  log-     ,       7    ^       H.  Const. 
J    a(x-*-y)xy-f-bx2y2  a       *    a(x-f-y) -#- b  xy 

Slacft  ber  SlMeitungömet^obe  (Sntegralrec^nung  II,  9lr.  41), 
bie,  wie  aud  bem  erflen  Steile  aud  met)rern  ©tetten  ^erDorge^t, 
nur  bie  entgegengefeftte  ber  ©ubfHtutionömetfeobe  ifl,  lie^e  ftc^  aud 
ben  eben  be()anbelten  brei  befonbem  gÄßen  bie  Sntegralfunction  wn 
fo  mancher  linearen  S)ifferenjiaIfunction  berfletten;  beräcfjtdötigenb 
iebodö,  baß  t)ierbei  nid&tö  Steuer  ju  jeigen  ijl,  unterlaflen  wir  fot 
cfted  unb  machen  unö  in  ben  folgenben  9lrn*  baran,  einige  Semer* 
lungen,  bie  biefe  beibe  SntegrationöDerfa^ren  betreffen,  mitjut^eilen 
unb  ju  etörtetn* 

288*  3uetfl  brfingt  ftcft  bie  grage  auf,  ob  nid&t  eine  lineare 
S^ifferenjialfunction  mehrerer  93ariabeln  burd^'d  (ginfüferen  neuer 
93ariabeln,  wie  in  ber  Dorange^enben  9lr.  gef(^a&,  eine  Slenberung 
in  Sejug  auf  ben  Sntegrabilitätdjuflanb  erfahren  fann;  b.  ^•,  wenn 
biefelbe  urfpränglicl^  ben  Sebingungen  ber  SntegrabiKWt  entfprocften, 
ob  biefelbe  nadb^er  gleid^fattö  nodö  ben  jur  SntegrabiliWt  unerWf:' 
lid^en  Sebingungdgleic^ungen  nad^fömmt;  unb  umgefe^rt?  —  S)ie 
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itt  tet  botangefd^icften  9lr.  be()anl)elten  befonbeni  gäöe  geben  »et 
fofort  ju  begtflnbenben  a3etmutf)ung  JRaum,  baß  wenn  Me  SlttjaW 
ber  aSariabeln  itt  bet:  ttattdfortttirten  2)ifferettjiaIfottttet  bet  itt  bet 
urfprüttgßdö  Dorgelegtett  gleid^  fötittttt,  baß  batttt  Dott  ber  eittett  auf 
ber  attbertt  fowoW  in  Sejie^ung  auf  Sntegrabilität,  ate  auf  Slicftt* 
integrabilita't  gefdöIoJTen  werben  batf. 

3n  ber  aWitt^eitung  beg  SJeweife«  biefer  Set)auptung  befd)rÄttfen 
wir  und  iebocft  auf  ben  affgemeinflen  gaö  einer  linearen  S^ifferen» 
jialfunction  jweier  93ariabeln. 

^at  man  nämlidö  bie  S^ifferenjialfunction : 

Pdx  -f-  Qdy  ,  («) 

WO  P  unb  Q  guttcHonen  Don  x  unb  y  (tnb,  unb  fö^rt  man  (latt 
X  unb  y  bie  jwei  neuen  SJariabeln  x'  unb  y'  ein ,  fo  ia^ : 

erhalten  wirb;  bann  ge^t  bie  vorgelegte  £)ifferen)ia(function  über  in: 

P'dx'  H-  Q'dy'  ,  («0 

wo  ber  Äiirje  wegen: 

*^  -  *^   dx'  ^  ^   d?  ' 
^        *^  dy'   ^  '^   dy'  ' 

gefeilt  würbe. 

2Birb  bie  erfle  biefer  ©leid^ungen  partieQ  nacft  y'  unb  bie  jweite  in 
gleicher  OBeife  nad^  x'  bifferenjirt,  jebodö  fo,  baß  x  unb  y  aU  ^unc» 
tionen  Pon  x',  y'  gebac^t  |tnb ;  fo  er()Äft  man  nacft  poöjogener  (Sub» 
traftion  ber  ©rgebnijfe  folgenbe  @leid)beit : 

—  —  i^  —  /i£.  -  i2\  /iL  iL  _  ii  ii\ 

dy'  dx'    ~\dy  dx/\dx'   dy'         dy'   dx'/ ' 

oter,  wenn  ber  Äflrje  wegen: 

Jx    dy    __dx;_dy  (  j 

^         dx'   dy'         dy'   dx'  ^^' 
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gefefet  Wirt,  Me  folgenbe: 

dP'        dO'_/dP        dQ\ 

"d7  "  "51^  ~  \"dy  ""  "3^/  ^  *  ^  ^ 

Söoraudgefefet  nun,  woö  wir  in  ber  folgenden  9lt,  nacft weifen 
werben,  bet  Sluöbrucf  für  A  i(l  weber  unenblid^  groß  nocft  bet  9luH 
gleid^,  fo  bat  man  beim  ©tatt^aben  bec  ©leic^^eit: 


dP  _  dQ 
dy  ""   dx 

audö  folgenbe : 

dP'         dO' 
dy'    —    dx'  * 

unb  wenn  man 

■%-Z\' 

t)at,  bann  ijl  aucft, 

wie  We  oWge  Olei^Ht  (*)  jeigt/ 

dP'        dQ'  > 
dv'          dx'   <  ®  • 

b.  b*,  bie  linearen  2)iflferenjiaIfunctionen  («)  unb  («')  pnb  juglei^ 
integrabel  unb  jugleidö  nidbtintegrabel,  w.  }♦  b-  w. 

289*  Um  bie  in  öorangef)enber  9lr*  gemadjte  ^Cuöfage  über  bie 
Sefcl)affenbeit  beS  9luöbrucfeg  für  A  (xcA  ©leid^ung  {S)  nacl)juweifen, 
bemerfen  wir  öorerfl,  baf ,  unter  ber  SSorauöfefeung  bie  SSariabeln 
y  unb  X  flehen  in  f einerlei  gegenfeitiger  Slb^a'ngigfeit,  bie  ©lei^: 
c^ungen,  fo  y  unb  x  ate  Functionen  Don  y',  x'  barfleüen,  aucft  um^* 
gelehrt  iebe  ber  festem  burdö  bie  erfleren  angeben;  ba^  fonad^ 
audö  y'  unb  x'  feinerlei  gegenfeitige  SJe^ie^ung  eingeben  werben- 

2)iefe*  öorauögefel^t,  ^t  man  folgenbc  swei  ©leid^ungen: 

ferner  ^at  man,  wenn  x'  ate  Function  Don  x  unb  y  gebaut  wirb) 
folgenbe  awei  ©leic^ungen : 

dx^  _  dx^  dx  dx*   dy 

dy'  "~  dx  dy'  "*"   dy    dy'  ' 

dx'  dx'  dx  dx'    dy 

d?  "■  IbT  d?  "^  "dy  "d?  • 
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fonad^  M  man  anö): 

dx'   dx         dx*  dy  ,__  ^ 


dx'   dx  dx'   dy 

dx    dx'         dy    dx' 


oud  tenen : 


dx'  /dx^  ^y^  dx^  jdy^V  dy 

d7  \  d?   d^  ■"    dy'    dx'/  "~  d^  ' 

otet  beacl)tettt  Me  Seteututtg  Don  A,  tie  folgende  geaogett  wirt: 

dx'  dy 

SRittelfl  liefet  ©leidöuttg  nun  ftnb  wir  nacl)juweifen  im  ©tcmbe, 
baß  A  webet  eine  unenblicft  Heinwetbenbe  noc^  eine  unenblid^  groß« 
wetbenbe  ®röße  öorfleüt 

2)a  wie  y  alö  guncHon  Don  x'  unb  y'  in  biefer  unb  bet  öot:» 

dy 

ange^enben  9lt,  Dorauögefeftt  l^aben  unb  -^  ben  2)iffetenjialquo* 

tienten  biefet  guncHon  nad)  y'  öotfleßt;  fo  fann  Tel^teret  nad^  bem 
gunbamentaltfeeorem  ber  S^ifferenjialredönung  9lr.  16,  wenn  über 
y'  nicl)t  befonbetd  öetfiägt  wirb,  webet  unenblicft  Hein«=  nod^  unenb^ 
Rcft  gtoßwetbenb  fein*  S)a  fetnet,  wie  am  ©ingange  biefet  91t* 
etwa'^nt  würbe,  x'  nunme^t  eine  guncHon  öon  x  unb  y  fein  muß; 
fo  fann  aud  gleid)em  ®tunbe  bet  S)ifferenjiaIquotient  biefet  gunc* 

dx' 

tion  nacft  x,  nämlid^  bet  9luöbtu(f  -g^,  wenn  nicftt  übet  x  eigend 

öetfägt  witb,  webet  eine  unenblid^  Hein*»  nod^  eine  unenblicft  gtoß* 
wetbenbe  ®töf e  Dotfleffen.  ^nvdS)  Sufammenfleffung  enblid^  biefet 
beiben  golgetungen  entnehmen  wit  auS  bet  ©leidjung  (/)  jum  beut* 
lic^flen  bie  JRicfttigfeit  unfetet  zotigen  Se^auptung ,  baß  na'mlicft  bet 
9(udbtu(f  füt  A  in  ©leid^ung  (y)  t)otange^enbet  9lt*  webet  un» 
enblidö  Hein  nod^  unenblicft  gtoß  fei,  wie  wit  folc^ed  nad^JUtt^eifen 
mi  öotgefefet- 

290*  (gtHa'ten  wit  nunme^t  ben  in^  9lt.  288  angetegten  ©e« 
genflanb  in  bem  gatte  ettebiget,  wenn  bie  ttanSfotmitte  unb  ut* 
fptänglid^e  S^iffetenjialfunction  gleid^Piel  Patiabfe  ©tößen  ent- 
halten; fobaf  aBbann  beibe  augteid^  entwebet  integtabel  jobet  nic^t« 
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intcgtabel  |tnb:  iam  faßt  und  nid)t  me^t  fcl)wer  ganj  badfelbe  au^ 
in  bem  gatte  barjut^un,  wenn  Me  tranÄformirte  lineare  S)ifferen* 
jialfunction  eine  gtöfere  3(nja^I  t)on  SSariabeln,  oW  Me  Dotgelegte 
mttjält 

SBenn  erflend  We  öo^gelegte  lineare  SDifferenjialfunction ,  bie 
wir  öon  ber  gorm: 

Pdx  -♦-  Qdy-*-  Rdz  -t-  .  .  .  (a) 

Doraudfeften,  eine  oon  x,  y,  z,  ,  ,  .  bepenbirenbe  gunction,  aö 
Sntegrale  t)at,  wenn  man  nätttüdö: 

d.  gc(x,  y,  z, . . .)  =  Pdx  -•-  Qdy  -f-  Rdz-*- (b) 

feat,  wo  alfo  burcft  ^(x,  y,  z, , .)  bie  eben  erwähnte  Sntegralfunc* 
Hon  Dorgefleflt  ifl;  bann  befielt  letztere  ®feicl)un9,  aB  ®Ieict)beit, 
b*  fe*  jebe  ber  93ariabeln  x,  y,  z,  .  .  biefer  Oleic^^eit  fann  burcfe 
iebwebe  Function  Irgenb  welcl)er  ^Injafel  neuer  ajariabeln  erfeljt 
werben-  —  S)iefeg  jugegeben ,  jeigt  ber  Sludbrud  jur  fiinf en  biefet 
®leict)^eit,  la^  wenn  bie  Dorgelegte  S^ifferenjialfunction  (a)  eine  3n* 
tegralfuncHon  f)at,  aud^  bie  burd^  ©infil^rung  neuer  93ariabeltt  gt« 
wonnene,  wenn  gleich  lefetere  me^r  93ariabte  aö  (a)  felbft  umfaft, 
eine  Sntegratfunction  iulaffen  wirb ;  unb  jwar  wirb  biefe  Sntegrat 
function  burd^: 

.]r(x,  y,  z,  .  .  . ) 

Dorgeftettt  fein,  wenn  man  ^ier  (latt  x,  y,  z,  •  •  ,  ber  SReifte  nac^ 
biefelben  Functionen  ber  neu  eingefät)rten  SSariabeln  fefet,  bie 
man  in  (a)  3ur  ©rjeugung  ber  trandformirten  aud  berfelben  ein» 
geführt  feat 

©eflattet  aber  jweitenS  bie  lineare  2)ifferenjiaIfunction  in  (a) 
feine  Sntegralfunetion,  fo  wirb  audö  bie  burc^  Sranöformation  bet« 
felben  gewonnene,  faffö  folc^e  me^r  QSariabeln  enthält,  feine  Sntegrat 
function  julaffen ;  biefed  jebocft  unter  ber  SSorauöfel^ung,  baß  burd)'d 
©infü^ren  ber  neuen  tßariabeln  feinerlei  gegenfeitige  ^Ib^ängigfeit 
unter  ben  urfprunglic^en  SSariabeln  ^erDorgerufen  wirb* 

"fiefetere  SBe^auptung  ju  rechtfertigen,  taflen  wir  in  ber  trandfor» 
mirten  gerabe  fo  t)iel  93ariable  conftaitt  werben,  baß  bie  9l«jat)I  ber 
nod)  übrigen  SJariabeln  ber  in  ber  vorgelegten  (a)  gleid^  fomme.  910» 
b<mn  wirb  bie  tranöformirte,  vermöge  bed  am  (gingange  aWitget^eilten, 
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(eine  Sntedtalfunction  2u(aifen;  intern  bet  gegenwä^tisen  Slnnotime 
jufotge  mdi  Vit  Dotgelegte  (a)  feine  Sntesra(function  inl&^t^  unt)  beibe 
S)iffeten}iaI^nctionen  glei^Diel  Don  einanber  unab^ngige  9}aviab((u 
enthalten.  Um  fo  ntebt  |tnb  wir  ju  berfetben  Sebauptung'berecf)* 
tiget,  wenn  bie  conjlant  erfWrten  SJariabeln  wieber  ben  Sb^rafter 
ber  Sariabitität  anne^en.  2)enn  burdö  baö  .^injutreten  neuer 
@(ieber/bie  t)on  ben  variabel  erf (arten  Sonflanten  (bie  aber  urfprtingndb 
andj  bariabel  waren)  ^errüb^en,  wirb  bem  SWipftanbe,  ia^  gewifle 
Sebingungägleidöungen  nicftt  in  ©tfuffung  gef)en,  nid)t  nur  nicW 
t)orgebeugt^  t)ie(mebr  treten  noti^  neue  SSebingung^gteic^ungen  bin}U; 
bie  im  affergiInfHgjten  gaffe  biefe  nicl)trealiftrten  Sebtngungöglei= 
jungen  nic^t  um  einige  Dermebren,  biefelben  jebocb  aber  niemals 
ber  3(njaM  nadb  berringern  werben,  worauf  bie  9?ict)tigfeit  obiger 
9(udfage  o^ne  weitere*  gefolgert  wirb, 

Seacfetenb  nun  biefed  unb  iai  in  9lr.  288  gewonnene  (Ergebnis 
flefft  Itcft  folgcnber  &a%  att  begrönbet  beraub : 

aajenn  aud  einer  linearen  !3DifferenjiaIfunction  meb» 
terer  aSariabeln  burcft'ö  Umfel^en  biefer  in  Functionen 
neuer  aSariabeln,  bie  jebocft  erflere  in  (einerlei  gcgen^^ 
feitige  Slb^^ngigfeit  berfeften,  eine  neue  lineare  I)if« 
ferenjialfunction  bon  eben  fo  bielober  oon  nodb  mebr 
aSariabetn,  (>erDorgerufen  wirb;  bann  ftnb  beibe  ju« 
gleid^  integrabel  ober  jugleid^  nidbtintegrabeL 

291.  S)if  93offilänbig{eit  verlangt  enblid^,  ia^  wir  etwelche 
^ufmer{fam!eit  auc^  bem  gaffe  juwenben,  wenn  bie  3abl  ber  bon 
einanber  unabhängigen  QJariabetn  in  ber  tranöformirten  geringer, 
cU  in  ber  vorgelegten  linearen  2)ifferenjial^nction  ifl ;  weldöer  gaff 
offenbar  bann  eintreten  !ann,  wenn  unter  ben  urfpriinglid)  gegen^« 
feitig  inbepenbenten  SBariabeln  ber  borgelegten  SBiferenjialfunction 
irgenb  ein  3ufammen&ang  eingeführt  wirb. 

SBa  biefer  gaff  nur  infofern  bon  anal^tifdjem  Sntereffe  fein  (ann, 
atö  bie  borgelegte  lineare  S^ifferenjialfunctiotf  ben  Sebingungen  ber 
Sntegrabilitcit  nicbt  entfprid^t;  fo  geben  wir  aud^  lebiglic^  Don  biefer 
9(nna^me  md.  9Bir  bemerfen  aber  im  boraud,  iaf  unä  gegenwärtig 
nur  barum  }U  tbun  fei,  bie  a)H^li(^eit  na^}uweifen,  baf  beim 
Umfei^en  einer  folgen  SBifferenjialfunction  in  eine   ä^nlid^e  bon 

fftaciU,  ^Iff.  M.  3«t.  9l«(i^nung,  n.  7 
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einet  seringem  9(n}a()l  ^mabtln,  eine  integrable  2)iffeten)ia(func^ 
tton  aöetting*  erjielt  werben  Um. 

sajenn  in  ter  linearen  S^ijferensialfunction  bet  brei  93aricibeln 
3K,  y  mi  z: 

Pdx  -I-  Qdy  -f-  Rdx  , 

Me  Soefficienten  P,  Q,  unb  R,  aW  Functionen  öon  it,  y,  z  einer, 
jweien  ober  äffen  breien  ber  folgenben  brei  Ungleichheiten  entfprecl)en : 

dP        dO>  dB        dP^>^       dQ        dR> 

'd7^'dir<"'    "dT""  dz  <**'    "di  dy  <**' 

in  mlä)tm  gaffe  bie-  SDtfferenjtalfunction  feine  Sntegralfunction  ber 
Don  einanber  uniib^ä'ngig  gebac^ten  QSariabeln  x,  y,  z  jutäft;  bann 
wirb  folc^e^  burd^'ö  Untfel^en  berfelben  in  eine  mit  einer  93aria=^ 
beln,  fofort  integrabel  9emad)t. 

(Stefft  man  burd^  u  eine  neue  93ariable  oor,  unb  erfel^t  x,  y 
unb  z  burdö  beliebige  gunctionen  biefer  95ariabetn;  ober,  tt>a$  auf 
bad  ikxdjt  ^inauöläuft,  erfe^t  man  bie  95ariabeln  y  unb  z  burd& 
beliebige  Functionen  Don  x :  bann  geW  bie  vorgelegte  .2)iffereniial= 
function  ber  brei  QSariabeln  x,  y  unb  z  in  eine  2)ifferenjialfunc:= 
tion  einer  93ariabeln,  ber  gorm: 

(p(x)dx 

Über,  weldje,  nadb  ber  üWetftobe  ber  Äuabraturen,  oftne  irgenb 
weld)er  SJebingungdgleiilöung  ju  unterliegen,  ate  integrirbar  jebeömal 
t)orauggefe^t  werben  barf. 

2öir  gefeen  aber  nocft  einen  ©d^ritt  weiter  unb  behaupten,  baf 
man  biefelbe  JBifferenjialfttnction  ber  brei  95ariabefn  audb  in  eine 
ät)nlid[}e  mit  jwei  Don  einanber  unabhängigen  93ariabeln  umfe^en 
fann,  bie  nad^  bicfen  93ariabeln  integrirbar,  wenn  gleidö  bie  oorge* 
legte  nad)  ben  primitiven  brei  93ariabeln  eö  nid^t  ifl. 

2)iefeö  JU  jeigen,  fleffen  wir,  jlatt  bie  btei  95ariabeln  x,  y  unb 
z  burdö  ^nmtionm  von  jwei  neuen  95ariabefn  ju  erfeften,  unter 
ben  primitiven  95ariabeln  felbfl,  unter  x,  y  unb  z,  eine  Dlelation  . 
fefr  QBenn  and  biefer  ^Relation  eine  ber  SSariabeln,  j.  S5.  z,  aö 
Function  ber  beiben  anbern  audgebrücft  unb  in  bie  vorgelegte  ^if' 
ferenjialfunction  gefegt  gebad[)t  wirb,  bann  nimmt  fold^e  fofgenbe 
Form  an: 
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P'dx  -•-  Q'dy  , 

WO  matt  l>er  Äilvje  tregett: 

ix  ^        ^  dy 


gefegt  tfdt,  ml  wo: 


dz        .     dz 

-r—  unb  -T— 
dx  dy 


We  auö  ber  ongettottttttenen  JKelatton  jttjifc^ett  x,  y,  z  gefolgertctt 
partleffett  S)ifferenjia(quotietttett  wn  z  nacft  x  uttb  Dott  z  ttctd)  y 
DOtfleffett. 

2Dahtit  biefe  litteatc  SBijferetijialfuttctiott  l)er  jtt^ei  SSanctbelit  x 
uttb  y  eilte  Stttegralfuttctio«  jutctffe,  tt^etttt  (tud)  xuttb  y  gegettfeitig 
oööig  uttab^ängig  üetbleifcert ,  banti  m\x^  matt  ibetttifc^: 

dp  _  dO^ 

dy  dx 

^abett;  ttutt  ^at  matt,  9>eittt  iit  P,  Q  uttb  R  bie  SSatnable  z  aö 
guttction  t)on  x  uttb  y  auftritt,  folgettbe  jtt^ei  ©leic^uttgett : 

dP^_dP  ^  dP  il^/^^dR  -dz^X  dz  ^^  d^z 
dy    dy    dz  dy   \  dy    dz  dy  /  dx     dxdy  ' 

dO^_dO  ^  dQ  il^  /^^jlR  i^\  dz  ^^  d^z 
*   dx    dx    dz  dx   \  dx    dz  dx  /  dy     dydx  ' 

babet  muf  bie  obett  ertval)ttte  JRetatiott  jtvifc^ett  x,  y  uttb  z  ber 
%xt  feitt,  la^  matt: 

dP._  dO_/dR  ^  dP\  _^_/dO_^\  ii-.Q 
dy        dx        \  dx         dz  /    dy        \  dz         dy  /    dx 

^abe*- 

3fl  biet  anä)  ttid^t  bet  Ort,  baö  93erfa^ren  audeittattber  ju 
feigen,  baö  jette  JRelation  jn^ifc^ett  x,  y  uttb  z  berbeifö^ret,  bie  biefer 
@lei(^ttg  im  3tKgemeinen  ein  Oettöge  tbut,  •  bettn  ed  f&Ui  bie  €r* 
lebiguttg  biefeö  ©egettflattbed  in  bie  jweite  Slbtbeilung  ber  Sntegra^ 
red^nung  mit  me^rern  93ariabetn,  bie  Don  ber  Sntegration  ber 
S)ifferenjialgleid)ungen  ^anbelt;  fo  barf  um  fo  weniger  jur  (grba'r* 
tung  unferer  obigen  .9lu6fage  ein  befonberer  gaö  feblen,  ber  bocfe 
wenigflend  t)on  ber  aRöglid^feit  jeuget,  baß  berfelben  ein  ®erti(ge 
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sefd)e^en  Um:  toie  folc^eö  aui  Um  fotgenben  btfonUtn  ^ail  i>et' 
i)0t9el)cn  wirb. 

a)ie  lineare  S)tfferen}iaIfunction : 

ydx  -f-  zdy  -♦-  xdz  , 

ixt  ben  in  9lr.  280  oufgefiedten  Sebin9ungdg(et<|)unaen  ber  Snte* 
groMKWt  nid^t  entfpridöt/  geflattet,  faüi  unter  x,  y,  z  f einerlei 
3ufanimen6an9  eingeführt  mirb/  leine  biefe  93ariabe(n  ent^attenbe 
Sntegralfunction.  —  &ttüt  nun  ^^(y— x)  irgenb  eine  gunction  Don 
y— X  üor,  unb  cpi(y— *)  ^^  ^ijferenjialquotienten  biefer  gunc» 
tion  nadj  y— x,  wo  alfo  y— x  aU  eine  SSariaWe  gleici)fam  ouf* 
tritt;  bann  ge^t,  wenn  jwifc^en  z,  y»  x  bie  Slelation: 
z  z=  X  -*•  <3ci(y— x)  *) 

feflgeflettt  wirb^  bie  borgeleste  lineare  2)ifferen)iaIfunctton  mit  ben 
brei  aJariabeln  x,  y,  z  in  folgenbe : 

|y  H-  X  —  xg2(y— X)  }  dx  -t-  jx  -I-  gri(y— x)  -*-  xqra(y— x)}  dy  , 

nur  nocft  bie  jwei  SSariabeln  y  unb  x  ertt^altenbe  lineare  S)i|ferett* 
jialfunction  über,  wo  y2(y— x)  in  berfelben  Sejiefeung  in  gpi(y— x), 
wie  biefe  ju  g)(y— x)  flel)trb.  t).,  wo  cpa(y— x)  ben  erften  S)iffe* 
renjialquotienten  öon  g>i(y— x),  ober  ben  jweiten  üon  g)(y— x)  nac^ 
ber  aßgemeinen  ®rö^e  y— x  Dorjtettt. 

S)iefe  lineare  SDifferenjialfunction  entfprid^t  ber  SJebingunggglei» 
(i)un3  ber  Sntegrabilität '(®(eicl)ung  (b)  9lr.  282);  üoSjiebt  man 
bie  Sntegratiou/  unb  jwar  inbem  man  juerjl  x  aU  Q^onilante  be» 
^anbe(t^  fo  ergiebt  (id^  nac^  ben  ©(eic^ungen  (c)  unb  (d)  berfelben 
citirten  9lr,  folgenbe  Sntegralfunction : 

i-  x2  -4-  xy  -».  x(jD,(y--x)  -*•  ^(y-x)  , 

wo  bie  bur^  q>  angebeutete  S^ttction  Dödig  wUKä^di^  ift 

Sin  fi^n(i(^ed  SJewenben  ^at  td  mit  ben  linearen  S^ifferenjiat« 
functionen  bon  Dier  unb  me^rern  fBatiabtln,  bie  ben  ISebingungd« 
gleidöwnsen  ber  Sntegrabißtät  nid^t  entfpred^en,  aber  bur^  Sran*» 
formation  berfelben  in  anbere  mit  weniger  Q3ariabeln  fofort  inte« 


*;  aSie  man  ^ut  Sttnntnif  bitftt  ^nna^mt  gelangt,  mBffen  wtv  auf  bfe 
SiQcfte  «bt^cUung  btt  SntcgYalrc^nung  mit  mc^mn  aSariabeln  t)Cffibicbcn. 
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Staffel  fic^  i^ttandfttUm.  SBte  aber  )u  i>erfa^ten  fei ,  bamit  (ie 
ttanäfocmirte  un(  integtabte  S)iffeteit}ia(funcHott  bie  mSgHc^ft  grbf te 
9ln}abl  Don  aSariabeln  nod^  beibebalte;  biefed  fÄÖt,  wie  fd^on  oben 
erwähnt  würbe,  in  bie  jweite  Slbtbeilung  ber  Sntegralrecftnung  mit 
mebrern  SSoriabeta,  ober  in  jene  Slbtbeifung,  bie  bie  Sntegrotion 
ber  S^ifferenjialglei^ungen  be^cmbelt,  womit  wir  mi  im  britten 
ober  nä^ilfolgenben  Sanbe  Dorliegenben  ®erled  auöfi^lieflicft  be» 
fc^äftigen  werben, 

292,  9lact)bem  wir  nun  bie  Sntegrabifität  linearer  ©ifferen* 
)ia(functionen  unterfud^t  unb  mit  ber  notbwenbigen  Sludfü^rlic^feit 
bei  ber  ^ufftnbung  ber  Sntegrolfunctionen  berfelben  Derweilt  H* 
ben;  erübrigt  «ni,  über  bie  OBert^e  biefer  Sntegralfunctionen  für 
befHmmte  aSJertfeeber  93ariabehv  ober  über  bie  beftimmtenSn- 
tegratien  linearer  SBifferenjialfunctionen  mehrerer 
93ariabetn  Siniged  nocf)  mit3Utbei(en, 

QBad  in  ber  Sntegralredönung  I  9lr,  32  unb  33  über  bie  Snte* 
gralfunction  einer  linearen  S)ifferenjiaIformel  ober  SBijferenjialfunc» 
tion  mit  einer  SSariabeln  mitget^eitt  würbe,  fann'mit  geringen  5lb- 
änberungen  aucft  auf  bie  ber  linearen  S^ifferenjiaffunction  mit  meb» 
reren  SSariabetn,  bie  ben  SebingungägleidÖungen  ber  Sntegrabilität 
entfptid^t,  audgebe^nt  werben.  Um  jebocfe  biefem  ©egenflanb  nid)t 
unnötbiger weife  eine  aßju  grofe  ^uäbebnung  }u  geben,  befc^r&'nfen 
wir  unfere  gegenwärtigen  Unterfudjungen  lebiglid^  auf  lineare  S)if« 
ferenjial*  unb  beren  Sntegralfunctionen  jweier  öon  einanber  unab* 
Mngigen  Q3ariabeln, 

©teöt  man  unter  ^(x,y)  unb  ^(x,y)  Functionen  Don  x  unb 
y  Dor,  bie  ber  Sebingungögleid^ung: 

d>y(x>y)  _  d</;(x,y) 

dy         -  ~di  ^*^ 

entfprecben ;  fo  wirb  bie  SBifferenjialfunction : 

<3P(x,y)dx  -t-  t/;(x,y)dy 

eine  Don  x  unb  y  abWngige  Function,  aW  Sntegralfunction,  b.  i. 
atö  Snt^grale  barbieteh,  —  ©tettt  man  biefelbe  burd^  F(x,y)  bar 
unb  bie  wiOSü^rli^e  (Sonflante  ber  Sntegration  burd)  C;  fo  lann  man 
folgenbe ,  in  Sejug  auf  x  unb  y  ibentifc^e  ©leic^ung  aufließen : 
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/  \(f(x,y)dx  -*-  i^(x,y)dy}   =  F(x,y)  -i-  C.  ,  (2) 

WO  bet  9luäl)tucf  jut  Kelten  bie  SntefltatfuncHon  bet  intterfeatb 
ber  Älötttttiern  jut  ßinfen  entl)altenett  S)iiferenjtaIfuncHon  Dorjlefft 
«nb,  bei  aöen  analtjtifc^en  Untevfucbuttgen ,  wenn  nur  bie  Sebin* 
gungögteidöung  (1^  @tott  flnbet,  flott  bed  ©efammtauäbrucfeö  jut 
fiinfen,  mie  öud^  umgefe^vt,  gefeilt  werben  barf. 

S)ie  22JittfüörHd)fett  ber  Sntegrationäcotijtante  C  geflottet  für 
X  unb  y  tefpeftiDe  bie  gcmj  beliebigen  2Bert^e  a  unb  b  ju  feigen, 
bamit  bie  Sntegralfunction  in  SluK  übergebe,  gü^tt  ntan  biefe 
aBertfte  für  x  unb  y  in  (2)  ein,  fo  bat  man  folgenbe  ©leid^ung: 

0  =  F(a,li)  -*-  C.  , 

welche  Don  (2)  fubtta^irt,  biefe  in  folgenbe  umfe^t: 

S  |(r(x,y)dx  +  i^(x,y)dy}    =  F(x,y)  -  F(a,b)  .  (3) 

9(ucfe  in  biefer  ©leicfefeeit  flefft  ber  Sluöbrurf  jur  SXecftten  bie  Snte* 
gralfunction  ber  SDifferenjiatfunction  inner  ben  klammern  jur  fiinfen 
Dor,  S)iefe  Sntegralfunction  i(l  jebod)  in  fo  weit  befümmt,  \>a^ 
Don  t)etfelben  auägefagt  werben  fann ,  für  x  =  a  unb  y  =  b  ge^t 
foIcf)e  in  9luQ  über,  QBirb  unter'  biefer  Slnnafcme,  ober  bei  ^n^ 
grunbelegung  ber  ©leic^ung  (3),  ber  QBert^  ber  Sntegralfunction 
für  X  =1=  A  unb  y  =  B  Dertangt;  bann  fefet  ntan  biefe  QOBert^e  für 
X  unb  y  in  ben  3(uöbrucf  jur  JKec^ten  biefer  ®Ieicl)f)eit  (3)  ein, 
unb  beutet  biefed  burd)  folgenbe  @Ieicl)ung  an: 

J"       |<pfx,y)dx  +  T/.(x,y)dy|   =  F(A,B)-F(a,b).       (4) 

S)er  Sluöbrucf  jur  fiinfen,  wie  folcl)er  ftier  bargeflettt  ifl,  jeigt 
an,  ^af  unter  ber  9(nnabme  beö  93erfdöwinbenö  ber  Sntegralfunc* 
tion  folgenber  ^ifferenjialfunction : 

(f(x,y)dx  -*-  ipfx,y)dy 

für  X  =  a  unb  y =b,  ber  QBertl)  biefer  Sntegralfunction  für  x  =  A 
nnb  y  =  B  angegeben  werben  fott;  ber  3(udbrucf  jur  fXed^ten  aber 
(hßt  biefen  2Bertb  bereite  auögebrüdft  bar. 

2)ie  2Bißfübrlici)feit  ber  (Jonftante  C  in  (2)  geftattet  aber  auc^ 
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We  9(miafeme,  ixt  SntegtalfurtcKon  ge^t  für  x=  A  unb  y  =  B 
in  yinU  übtv.  —  QBirb  unter  Wefer  9lnnal)nte  ber  QBett^  betfelben 
Sntegralfunction  für  x  =  a  unb  y  =  b  Detlangt;  fo  l)at  man, 
analog  mit  (i),  aud)  folgenbe  ©teic^ung: 

/       {()p(x,y)dx  -*-  i/;(x,y)dy|    =  F(a,b)  -  F(A,B)  , 

x=A,y=B 

Äeld)c,  Derglicfeen  mit  (4),  auf  folgenbe  fü^rt : 

x=A,y=B  x=a,y=b 

J*      }qr(x,y)dx-i-i;«(x,y)dy}=r-    J*      \q(x,f)ix-*-tp(x,7)iy\  ,   (5) 

xs=a,  y=h  x=A,ys=:B 

bie  bic  analoge  jur  ©leidjung  (4)  Sit.  32  im  ecjlen  Steile  ber  Sn^^ 
tegraltedönung  ijl. 

293.  3(ud>  fleöt  ber  bejtim.mte  Sntegralwettfe  einer  integröbeln 
linearen  2)ifferenjiaIfunction  jweier  unb  mehrerer  93ariabeln  eben 
fo  Diele  Keibenfummen  Dor,  afö  biefelbe  unabbängige  93ariable  jäblt; 
biefelben  werben  auS  ber  SBifferenjialfunction  in  äbuHdber  SBeife 
gebilbet,  mie  in  ber  Sntegralredbnung  I  9lr.  33  bei  ber  2)ifferen:' 
jialformel  einer  93ariabetn  mitgetbeilt  worben  ifl. 

Sebalten  wir  biefeö  ju  jeigen  bie  in  Dorangebenber  9lr.  feflge* 
Mte  Sejeicf)nung ,  wie  bie  ©leid^ungen  bafelbjl  bei;  fe^en  flberbief 
bie  Sntegralfunction  F(x,y)  für  äffe  SÖJertbe  Don  x  =  a  biS  x=  A 
unb  für  äffe  Don  y  =  b  bid  y  =  B_  mit  ber  ©igenfei^aft  ber  C?on- 
tinuität  begabt  Dorauö :  fo  be(lef)t  bie  ©leic^^eit : 

oj  ip  (x,  y)  -*-  o)*  xp  (x,  y)  ==  Lim :   { F  (x-i-w,  y-f-w')  —  F(x,  y) }  ,  (6) 

in  ber  baö  ©renjjeidb^n  auf  bie  Don  einanber  unabba'ngigen  un* 
enblid^  Heinwerbenben  ©röpen  <o  unb  «'  Sejug  bat,  für  äffe  biefe 
eben  erwäbnten  SBertbe  Don  x  unb  y. 
2Birb  in  biefe  ©feic^beit  ber  Keibe  nad) : 

x  =  a,  y  =  b,  mzziWQi  co'z^wq  \ 

x  =  a-*-(üo>  y=:b-i-ft>'o>  ö>  =  cy|,  «'zrrwS  5 

xzra-f-wo-*- wj,  y  =  b-*-o/o"*"Wi,'ö>mcö2»  ö>'=ö>'2i 

X  =  a -f- too -*- ftii -*-W2  >  y  =  b-t- wo**"^*!"*"^''«)  w  =  tti3,  w'sscti'j  J 

x=:a+ft»o-»-C'.>t..-»-(%.2,  y=b-i-£f>'o-*-w'i..-*-w'„.2»  ^»  =  ^\i-i »  ^^'=^'^'«-1 
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gefeilt;  werten  bann  We  ftcft  fo  etgebenten  n  ©leti^uttgeti  obHtt; 
tabei  ferner: 

A  =  a  -t-  Wo  -»-  wi  -*-  wj  -•-  .  .  .  -I-  cö^^j  ,    ) 
B  =  b  -H  w'o -*-  w't -»-  «'2-*-  .  .  .  -»-  <w'n.i      ) 

feflgefteUt^  mo/  menn  A  um  eine  enblid^e  ®röfe  wenigflend  Don  a 
abfielt  unb  itäo^Uxdim  B  Don  b,  bie  ganje  3a^I  n  notbwenbta 
unenblidö  gro^werbenb  fein  ntuf :  fo  ergiebt  (t^  folgenbe  ®Iei(^ung: 

F(A,B;~F{a,b)  = 
=«0  gt(a>b)  •*•  «1  gc(a-i-iüoi  b-*-(M'o)  "•"  «a  <3r(a-»-ft>o-*-<»i»  b-*-w  o-*-«'iH-  • . . . 

•  •  • -»-  ^»«-1  ^(A  —  w„_i  ,  B— oi'^i) 

-Hw'o  t/'(a,b)-t-ö>'i?^(a-t-cöOf  b-#-w'o)-*-w'2  V(*'*"*^'*'**'i>  b-*-a>'o'*"«'i)-»-  •  •  • 

-*-  «'a.l  V^(A  — «„.j  ,    B  -  01'^,)    .  ^  (8) 

®anj  in  ä^ttli^er  93Jeife  wirb  man  rtuift  auf  folgenbe  ©leic^ung 
geführt: 

F(A,B)-F(a,b)=' 
=  wo<?^(a'*"Woi  b-l-«'a)"*"<wigp(a-f-£üo-t-cöi,  b-l- w'Q**-ft>'i)-l- 

•  •  "*-^u-2y(A— w„_i,  B-o>',^J-i-w^_jgD(A,B) 
-»rcö'oV'Ca-^-oioi  b-i-w'o)-*-w't'«/'(a-»-£üo"*-<»t>  b-i-fti'o-*-w'i)-t-  .... 

...-»-  w'„.2  V^( A  -  01^1 ,  B  -  «'„.,)  +  «',.,  i^(A,  B)  .  (9) 

S)iefe  jwei  ©leid^ungen  in  aSereinigung  mit  ber  ©leic^ung  (4) 
Dorange^enber  9lr.  re^tfertigen  bie  anfangt  öorliegenber  9lr*  ge« 
maci)te  Sebauptung  unb  geflatten,  bie  för  SJijferenjiatfunctionett 
mit  einer  ajariabeln  fejlfle^enben  Sejeid^nungen  unb  Benennungen 
audö  auf  integrable  lineare  S)ifferenjiaIfunctionen  mit  me^rern  95a^ 
riabetn  ju  übertragen,  tiefem  nacft  fann  Don  einem  befHmmten  3n^ 
tegrale  einer  integrabeln  linearen  ^ifferenjialfunction  mit  mef)rern 
Q3ariabeln,  Don  ben  ©renjen  biefeö  bejlimmten  Sntegralö,  Don  ben 
Obern  unb  untern  ©renaen  u.  bgl.  m.  gar  wot)l  bie  JRebe  fein.  ÜWan 
fann  biefelben  auf  ät)ntidöe  QBeife,  wie  bei  Functionen  einer  aSario* 
beln  anbeuten  ober  bejeid&nen  unb  benennen.  Snblid)  gelten  bie 
Äennjeid)en  unb  QSorfc^riften,  bie  wir  im  erflen  Sbeife  ber  Snte» 
gralrect)nung ,  in  ben  SUrn.  34,  t05  unb  106  täber  bie  3u(dfftgfeit 
eines  befHmmten  SntegraÖ  im  Sereicf)e  mat^ematifc^er  ®rofen 
mitgetfieilt  ^aben,  auc^  för  beflimmte  Sntegraüen  ber  integrabeln 
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(itteoten  2yiffeten)ia(functionen  meuteret  S^anabeltt;  fo  ).  S).  t^aUn 
t)ie  obigen  ©IcW^ungen  (8)  unb  (9)  nur  aöbann  Seflanb,  wenn 
jebed  ®Reb  in  ben  Steigen  rechter  ^anb  ber  ®(ei(b6eitö)ei(|^en^  einen 
unenb(ic^4(etnwetbenben  ®ren}wert^  batbietet. 

294.  2Bit  i)(iben  in  ben  betben  uotongefc^ictten  9ltn.  äberaU^ 
wo  oon  einer  linearen  2)ifferenjiaIfunction  mit  meutern  aSariabeln 
bie  Webe  war,  biefelbe  aö  eine  integrable  ju  bejeic^nen  nie  unter» 
laffen.  9Cuf  biefe  SntegrabiKtat  seigen  bie  ©leicfe^eiten  (1)  unb  (6) 
befagter  9lm.  ^in,  bie  ben  (Srgebniffen  bafelbfl  3U®runbe  liegen  unb 
nic^td  anbetet,  atö  bie  Sebingung  ber  Sntegrabißtdt  ber  bort  bef)an* 
beften  linearen  S)ifferenjiatfunction  au6fpred)en.  ^a  wir  ^ier  biefe 
©rgebniffe  ju  weitern  Folgerungen  unterlegen;  fo  erinnern  wir, 
möglichen  sni^beutungen  t)or}ubeugen/  nod^matö,  ba^  Don  einem  be* 
(limmten  Sntegrale  einer  linearen  S)iffereniialfunction  mehrerer 
93ariabeln  nur  infofem  bie  JRebe  fein  fann,  aU  biefelbe  ben  ©ebiu:» 
gungen  ber  3ntegrabilitä't  entfpric^t;  wel^e  QJoraudfel^ung  wir 
aßen  unfern  fotgenben  Betrachtungen  unterlegen.. 

3n  ben  ®leiciöungen  (8)  unb  (9)  Dorange^enber  9lr.  (leQen  bie 
®röpen : 

.       Wo  f   «1 ,   «8  ,   «3 ,    .  .  .  .   Itf„^^  (a) 

bie  unenblid)  fleinwerbenben  Slenberungen  ber  QSariabeln  x  beim 
-  continuirlicl)en  Uebergange  berfelben  öon  a  b\ä  A  bor;  eben  fo  fletten 

W'ai  «'l>   «'2>  «Si   •  •  •  «'n.1  («0 

bie  unenblid)  fleinwerbenben  5lenberungen  ber  SJariabeht  y  Dor,  bei 
bem  continuirlict)en  Uebergange  Don  y  =  b  big  y  =  B.  2)a  biefe 
jwei  bleiben  unenblid^  fleinwerbenber  ®rößen  in  (a)  unb  («0  fei* 
nerlei  fonjKgen  Sebingung,  ald  ben  ®leidöungen  in  (7)  ju  genügen, 
unterliegen;  fo  ifl  man  aud)  folgenbe  ®leid)ungen  aufjujlellen  be» 
red^tiget : 

Wo  =  Wi  =  wj  =  (03  =  .  .  rr  a)„_^  ==  cd  , 
o)'o  =:  cö'j  ==  «'2  =  «'3  =r  .  .  .  =  ctf'„_j  =  w'  , 

WO  bann  w  unb  w'  unenblicft  Heinwerbenbe  ®röfen  borfleöen,  bie 
ben  ®leiclbungen: 

A  i=  a  •+•  n^fi ,-  B=:  b  -t-  nco' 

na(t))ufommen  baben. 
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®e^ett  wir  nun  üon  tiefen  jwei  ©feid^ungen  au« ,  unb  eKntini* 
ten  aud  tenfelben  Me  unbejKmmte^,  gonje  unb  unentUd^  grofwet- 
fccnte  3(iW  n;  fo  flefft  ftd)  fofgenber  Sufammen^ang  untet  Un  bid 
iel^t  Don  einanbet  DöOig  unab^ngig^«  ®röf en  <o  unb  0'  ^erauö : 

(A— a)w'  =  (B  — b)6»  . 

Sebenft  man  ferner,  baf  0  unb  «'  refpectiDe  tie  unenWic^  flein=^ 
werbenben  3(enberungen  ober  bie  SDifferenjialien  Don  x  unb  y  reprä^ 
fentiren;  fo  feat  man  audfe: 

(A  — a)dy  =  (B  — b)dx  , 

worauö 

^  =  ^  (10) 

dx  A  —  a 

gefolgert  wirb. 

^ierauö  entnehmen  wir,  baß  bei  ber  Sntegration  einer  integra* 
bete  linearen  S)ifferenjiaIfunction  jweier  93ariabete  jwifci)en  gegc* 
benen  ©renjen  eö  gfeict)gülhg  fei,  ob  man  juerfl  bie  Sntegration 
nacf)  ben  t)on  einanber  unabhängig  gebac^ten  93ariabe{n  inneri)a(b 
ber  Dertangten  ©renjen,  nad)  ©Ieict)ung  (4)  9lr.  292  DoÖjiebt ;  ober 
aber,  ob  man  t)or  ber  Sntegration  nod^  eine  biefer  ©leict)ung  (10) 
entfprecf)enbe  Keration  unter  ben  SntegrationöDariabete  einfü{)rt, 
unb  bierauf  bann  jwifd^en  ben  ©renjen  ber  noc^  jurüdbleibenben  Sn* 
tegrationöDariabete  bie  Sntegration  DoÖaiebt  Sn  bem  einen  wie  in 
bem  anbern  gaße  gelangt  man  auf  ia6  gleid^e  ©nbergetnif. 

SJetreffenb  biefe  eben  erwÄbnte  JKelation  unter  ben  Sntegra= 
tionöDariabete  y  unb  x,  jeigt  bie  ©Ieict)ung  (10),  für  y  fei  eine 
fold^e  Function  Don  x  Dor  ber  Sntegration  einjufiibren,   baß  ber 

dy 

2)ifferen3ialquotient  berfelben,  nä'mlid^  ia^  -^  ber  oon  x  unabbä'n= 
gigen  ©röße: 

Br-b 

A-a 

gleich  werbe.  3iel)J  man  fonacfe  iad  guhbamentaltbeorem  ber  ^if= 
ferenaialred^nung  9lr.  16  ju;  fo  fann  bie  befagte  $5unction  i>on  x 
nur  Don  ber  gorm : 

B-b       •     ^ 

-r X    -H    C 

A  — a 
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fein ,  WD  ouc^  G  eine  t)on  x  uttab^änsige  ^  ühxxitni  wiQfö^Ylic^e 
0r»|le  öorftettt 

gaflen  wir  tie  Srgebnifle  tiefer  9lr.  jufammen,  fo  flettt  ft(ft 
folgetjbeö  ate  begtünbet  ^eraud* 

2öenn  bie  integtable  lineare  2)ifferett}ialfuttction : 

(3c(x,y)dx.-i-  i/;(x,y)dy 

Don  X  =  a  Mö  X  =  A  unb  üon  y  =  b  Md  y  =  B  ööcft  ©leicftung 
(4)  9lr.  292  integrivt  werben  fott;  fo  gelangt  man  ju  bem  gleichen 
enbergebniffe  /  wenn  ani  biefer  S)ifferenjialfunction  juerfl  y  ober  x 
mittelfl  folgenbejr  ©leic^ung : 

(A-a)y  -  (B  — b)x  =  C 

eliminirt  wirb,  unb  im  erftern  gaK  (wenn  man  y  eliminirt  \)cA) 
bie  Sntegration  naöö  x  Don  x  =  a  bid  x=:  A  Doffjiefet,  im  leljtem 
gaöe  aber  (wenn  x  bie  eliminirte  aSariaWe  ift)  nad)  y,  Don  y  =  b 
biö  y  =  B  bie  Sntegration  DoÖjie^t 

Setreffenb  enblid)  bie  ®röfe  C  bebenfe  man,  bafi  man  iugleicö 
entweber: 

x  =  a  unb  y  =  b 

.ober 

x=:fA  unb  y  =  B 

bat;  bie  eine  wie  bie  anbere  5tnnabme  bietet  biefelbe  öeflimmung 
für  C  bar,  na'wUc^: 

C  =  Ab  — Ba; 

fo  ba^  bie  in  fKebe  fte^enbe  9leIation  awifcften  y  unb  x  folgenbe  ijl: 

(A-a}y  -  lB-b)x  =  Ab-Ba  .  (11) 

9n<tn  bat  a(fo  bei  3ugrunbe(egung  biefer  ©leic^ung  (11)  entweber: 

x=:A,y=B  A  B—b 

J-       {(3r(x,y)dx+ip(x,y)dy}  =/{g(x.y)-i- -;^;3^  (/;(x,y)}  dx  ,  (12) 

X  =a,  y=b  a 

ober  auc^: 

S       {(3f(x,y)dx-f-i^(x,y)dy}  =:  I      ■ß::g-<3P(x,y)-f-V;(x,y)    dy  .  (13) 
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S)iefed  (Stgebni^  t)erMent  fd^on  beöwegen  atte  9(ttfmet^am(eit, 
intern  mir  ani  temfelben  entnehmen  ^  tafi  man  eine  integtaUe  lineare 
2)ifferen}ia(function  jweier  9>aria6eln/  Ut  hit  Q3aria6e(n  nic^t  qu 
fotmxt  enthält/  sfeid^mie  eine  gefonberte  au  (e^anbebi  ^a6e,  wetm 
ed  ftd)  um  teren  befümmten  Sntegralwert^  ^onMt 

3ur  SrWuterung  Mefer  Sludfage  fügen  wir  nod)  folgenbei  bei: 

©efei^t  man  ^Ätte  bie  S)ifferenjialfunction : 

(p(x)dx  -^  ip(y)dy  , 

in  ber  ^(x)  bloß  Function  Don  x  unb  V^(y)  folcfteö  blofl  bon  y  ift; 
fo  fann  man^  la  bier  bie  93ariabeln  x  unb  y  Don  einanber  abge» 
fonbert  ftnb,  weswegen  bie  S)ifferenjialfunction  eine  gefonberte 
genannt  wirb,  fatte  foIct)e  Don  x  =  a  bid  x  =  A  nac^  x  unb  bon 
y  z=  b  bid  y  =  B  nad^  y  integrirt  werben  fott,  bie  Sntegrationd- 
gren^en  ber  S3ariabeln  y  benen  bon  x  gleich/  wie  auc^  umgelebrt 
machen.  Srflereä  wirb  erreid^t,  wenn  man  (Sntegra(rec^nung  ni 
aar.  144) 

B-b  Ab-Ba 

annimmt,  (egtered  wenn 

A— a  Ba— Ab 

^  =  BiTy-*-n3::ir 

gefel^t  wirb,  ^ad  oben  gewonnene  (Srgebnif  jeigt  fonac^/  bafi  ti 
ein  gleid)eö  Sewenben  mit  ber  integrabeln  linearen  SDifferenjialfitnc- 
tion  aweur  SJariabeln  auc^  bann  nod)  babe,  wenn  biefe  gleich  unge« 
fonbert  ober  bermifcftt  in  berfelben  borfommtn. 

^ad  äbnlicfte  Sewenben  b<Jt  ed  mit  integrabeln  linearen  ^iffe* 
renjial^nctionen  bon  brei,  bier  unb  mebrem  SSariabeln^  wir  er» 
.adöten  jebocft  unnötbig  bei  biefen  ju  berweilen,  unb  jieben  ti  bor 
in  ber  folgenben  9lr.,  mit  ber  wir  biefe^  Äapitel  fct)tiefen,  jur 
(£rbärtung  bed  Srgebniffed  borliegenber  9lr.,  badfelbe  auf  ein  ^aar 
befonbere  gätle  jur  5tnwenbung  ju  bringen. 

296.    91W  erflen  befonbern  gatt  legen  wir  baö  iefümmte  Sntegrale  : 

ydx  •—  xdy 


S\ 


jur  5luimittelung  bor. 
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€kfit  man  bet  Mx^t  wegen : 

B— b       .   ^         Ab^Ba 

.« 

fo  Meten  Me  ©(etdöungen  (11)  mi  (12)  üoranfle^enber  S^lt.  folaenbe 
Oleic^ung  tar: 

J      I      y2-i-x2     (   "■  '^  J   /^-l-2a/?x-*-(l-i-a2)x2  ' 

ti  tfl  aber  (Sntegvalrec^nuns  11/  3\x.  U,  ®(.  21): 
tafeer  feat  man: 

Jydx-xdy  _  (A-a)(i-t-ttg),/? 

y2-i-x2     — -^'««*»g-   /?2-*-[«/?-l-(l-f-a«)A][a/?-*-Cl-«-«»)al   ' 

x=a,  yasb 

otet  audb: 

i«A,j«B 

J      i      y2-«-x2    1  "^  Arctang.  ^^«^^^.^^^^.(^^„«jaA  ' 

Xasa,  yasb 

olier  enblicfe: 

zsBA,3rttB 

JJ  ydx— xdy  <        .     .  ^(A— a)       . 

I     y2H-x2     \  -  -^"^^^«g-  (/J+«A)(/?H-«a)+Aa   ' 

Setii(!ftd^tiget  man  nun  Me  oben  fiir  a  unb  /9  feflaefleCtten 
aUert^e,  We: 

/J-f-«A=B,      /?+aa=:b, 
/J(A-a)=Ab-Ba 

geben;  fo  fleUt  itd^  fblgenbe  SeMmmung  fär  bad  t)orge(egte  be^ 
fümmte.  Sntegtale  bat; 
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®an}  taöfel^e  Stefultat  Hetet  bie  ®(ei^utta  (4)^  9lt.  292  bat.    3n 
9lr.  287  ^aben  mr  n^lic^  gefuttben: 

J     ^y2+x2^  =Arctang.  i -#-  Const.  ; 

mnUt  man  auf  biefe  ©leic^^eit  bie  eben  citirte  ©leidjung  (4)  attf 
fo  etgiebt  ftd): 

J       I  ^y^^x2^  j  =  ArclaDg.  ^  -  Arctang.  -J-  , 

auö  ber,  tote  t)orl)in: 

x=A,y=B 


jr  \^t2j^t'\=^^''^^^'^i 


b--Ba 

xs=a,y=b 


flefunben  wirb. 

9lte  jweiten  befonbern  gatt  legen  wir  baiJ  bejHmmte  Sntegrale: 

x=A,y«JJ 
x=a,y=b 

beffen  QS^ert^  wir  ber  ^tlr}e  wegen  burc^  u  anbellten  woOfen/  }ur 
3{u*ntitteluna  Dor. 

©tetten  «  unb  ß  biefelben  ©röfen,  wie  im  vorigen  ©eifpiele  Dor, 
fo  geben  bie  ®Ieicftungen  (11)  unb  (12)  Dorangefeenber  9lr,  folgen^ 
ben  SaJert^  für  u: 

A  A 

a  a 

nun  ift: 

unb  nacft  Sntegralrecftnung  II,  91r.  46,  @Iei*ung  (30)  ^at  man: 

3    C  ^^  —  W   -2ßx-2ß}^ß^+2aßx+{i+a2)x2  . 

bafter  ergiebt  ftcft: 
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u  =  log.  A>4-  y^g^-^/?A+(lt-«2)Ag' 
a  -I-  l//32-*-2a/?a  +(l-f-a2)a2    * 

ober  aud): 

u  r=  log.  A+i/(;^T^;Äy^i;p' 

a  +  |/(/?-4-aa)2-i-a2  ' 

eö  ijl  aber,  wie  fct)on  im  Dorangefd^icften  Seifpiele  bemerft' würbe: 

/?-f-aA=:B  unb  ^-*-«az=:b  , 

Mer  f^at  man: 

u  =  iog.A:^li^^ 

a  -t-  Vaiqpp"' 

mitbin  aucft: 

x=A,y=B  

worauf  aucft  Die  ©leicftung  (4)  91r.  292  fu^rt,  wenn  man  bad  (gr= 
gebnif  bed  in  9lr.  287  bebanbelten  jweiten  öeifpieleö  ^u  @runbe  legt 
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dXidjtlxntaxtf  eing^Iiebrige  ^iffercit jialfuncHonen  einer, 
jweier  un(  mehrerer  93artabe(n. 

296.  ©teöt  man  unter  ^(i[,y,z, . . .)  irgenl)  eine  guncHon  ber 
©ariöbeltt  x,  y,  z, . . .  öor,  fo  ijl  jebed  ^robuft  a\a  ben  mit  ganjen 
unb  pofttiDen  (S^ponenten  begabten  £)ifferen}ialien  biefer  $Bariabe(n 
X,  y,  z, .  * .  in  tiefe  gunction  ^(x,y,z,..)  eine  nic^tUneare/ 
eingliebrige  S)ifferenjiaJfunction  befagter  95artabelö, 

SHefem  nac^  ifl  ber  3{uöbrud : 

(jr(x,y,z,...)dx™cly"  dz»*...  ,  (A) 

WO  in,  n,  p, . .  nic^tnegatiüe  ganje  3a^(en  Dorfletten;  bie  ber  9)e« 
bingung : 

entfpred)en,  in  ber  k  ber  9(njaf)l  ber  aSariabeln  x,  y,  z, . . .  g(eid) 
fömmt,  eine  folcfee  S)ifferenjiaIfunction.  S)aÄ  ®fti(l)^eitdjeid)en  in 
biefer  Sebingung  fd'ttt  and,  wenn  k  =  l  ift,  in  bem  gaOe  na'mlid), 
wenn  man  eine  eingßebrige  ni(f}t(ineare  2)ifferen}iaIfunction  einer 
93ariabeln  feat. 

%ui  bem,  wai  in  ber  S)ifferen}ia(rec6nung  mit  Functionen  meh- 
rerer 93ariabe(n  mitget^eilt  würbe  ^  namentlid)  au^  bem  britten  Sud^e 
§.  I  ber  2)ifferenjialrec!^nung  ge^t  ^erbor,  ba|  eine  S)ifferenjialfunc* 
tion  wie  (A)  nur  burd^  ein  fuccefjtöed,  partietted  S)ifferenjiren  eijner 
Function  Don  x,  y,  z, . . .  in  beliebiger  Orbnungöfolge  inma(  nad) 
X,  nmal  nadö  y,  pmal  nacft.z  u.  f.  w.  entjtanben  fein  fann;  wenn 
fonadö  bie  Sntegralfunction  Don  (A)  burd)  F  (x,  y,  z, . . .)  oorge» 
(iedt  wirb/  bann  muf  folc^e  fotgenber  ©(eid^b^it  entfprect)en : 

in+n+l»+ . 


F(x,y,z,  ...)   ^ 


dx"dy"dx^ 


=  (jr(x,y,7.,  ...)  .  (B; 
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3u  einer  tjorgelegtett  Function  g>(x,  y,  z, . . .)  Mc  entfprecftenbc 
F(3^,  y,  z, . .)  angebett,  We  tiefer  ©(eid^^eit  ein  ©enüge  t^ut,  ^eift 
Me  SJ)ijferenjialfuncHon  (A)  itttegrireit,  wel^eä  3wed  unb  3n- 
^alt  t)or(iegenben  ^apitefö  itl. 


§.   I. 

Sntearation  ber  eingliebrigen  nicl)tUttearen  S)iffe^ 
renjialfunction  einer  QSariabefn. 

297.  S}at  mon  bie  S)ifferenjiaIfunction  g)(x)dx"  Dorgelegt,  wo 
^(x)  eine  gunction  5(of  uon  x,  unb  m  eine  polttioe  gönje  3a^I 
ifl;  fo  wirb  bie  Sntegralfunction  berfelben  erfl  nad)  einer  mmaligen 
fuccefitDen  S^ifferenjiation  nac^  ber  SSariobeln  x,  wobei  jebocft  dx 
conflcint  Derbleibt,  bie  vorgelegte  S^ifferenjialfunction  barbieten, 
S)iefem  nac^  wäre  folgenbeg  93erfat)ren  bciä  natiirlicf)jle,  jur  Äenntniß 
ber  Sntegralfimction  berfelben  ju  gelongen. 

ajjcin  flette  juerjl  bie  Sntegralfunction  Don  ^(x)dx  ^er;  ba^ 
©rgebni^,  ba<J  eine  wittfü^rlicfte  Sonftante  mitfiit)rt,  multiplicire 
man  mit  dx  unb  fleOe  ju  ber  fo  erhaltenen  2)iiferenjiaIfunction 
baö  entfprec!)enbe  Sntegrale  ^er,  ba*  nunmehr  jwei  wittfiH)rli(l6e 
Sonjlanten  enthalten  wirb;  biefed  multiplicire  man  abermafö  mit 
dx  unb  integrire  nad^  x,  woburd^  eine  Function  Don  x  mit  brei 
wißfü^rlid^en  Sonjlanten  erhalten  wirb;  fä'^rt  man  in  biefer  Q33eife 
fort,  baö  jebeömal  gewonnene  Srgebniß  ber  Sntegration  mit  dx 
ju  multipliciren ,  biefed  nad^  x  ju  integriren  unb  bem  ©rgebniffe 
eine  wißfu^rli^e  Sonjlante  beijufeften:  fo  tti^ält  man  nad^  einem 
mmaligen  2öieber^o(en  bie  ber  2)ifferenjialfunction: 

gr(x)dx'"   , 

entfpredbenbe  Sntegralfunction,  weW)e,  wie  aud  bem  eben  mitge=' 
t^eiften  93erfaf)ren  errettet,  m  wifffii^rlid^e  Sonjlanten  enthalten  wirb. 
(Bi  unterliegt  aber  biefeö  93erfa()ren  bem  Uebeljlanbe,  bag  im 
93erfoIge  ber  fuccef(tDen  Sntegrationen,  bisweilen  fc^on  bei  ber  erften 
eine  nic^t  fo  leicfet  integrirbare  S)ifferenjiaIformeI  jeber  weitern 
Sortfeftung  beö  SntegriremJ  ficft  entgegenfteüt,  unb  baburdl)  bie  ^er= 

Q 

JKaabe,  2)iff.  u.  3nt.  Jlcdniuuft.  li.  " 
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fleöung  Ui  (Enbrefultateö  foft  uttauifä^tbar  mat^t  9(0  Seleg 
^ierau  führen  wir  Me  nidötttneare  S^iffercnaialfuttcHoit  c^^xdx^  an. 
S)aö  Sntcgrolc  Don  e^^xdx  tjl  -Jc^^+a,  wo  a  We  donflante  ter 
Sntegvation  ifr  aWuItipKcirt  man  Mcfeö  Sntegrcile  mit  dx,  fo  t^at 
man  Mc  2)ifferenjialformcI  adx  +  -J-e^^dx  j«  integriren,  unb  la 
e^^dx  tuvd)  feine  befannte  Function  integrirbar  ifl;  fo.  ftet)t  man 
jid)  im  gortgange  9e()emmt,  witt  man  nicfetbie  Function  e^^  in  eine 
o^ne  ©nbe  fovtlaufenbe  SXeifee  auflöfen,  woburcft  äußerfl  oerwicfclte 
gormen  ^erbei9efül)rt  werben.»  2)iefem  SOTi^flanbe  nun  fott  burd) 
bie  93etrad)tun8en  ber  folgenben  9lrn,  abgeholfen  werben.  3n  golge 
biefer  SBetrad)tun9en  wirb  bie  Sntegralfunction  ber  in  JXebe  fteJ)en^ 
ben  ICifferettjialfunction  gleidjfattÄ  Don  m  noc^  auöjuföörenben  3n= 
tegrationdoperationen  abWngig  bargejleßt  werben ;  allein  ba  biefelben, 
alö  in  feinerlei  gegenfeitigen  3lbt)ängig!eit  fle^enb  werben  erfannt 
werben,  fo  fann  bann  aud)  ber  Dor^in  erwöi^nte  Uebelflanb  nid)t 
eintreten ;  benn  bie  aÖenfaUd  noc^  Dorfommenben  pic^t  fo^Ieicftt  Doffjie^^: 
baren  Sntegrationen  werben  nunmebr  ifolirt  unb  obne  irgenb  weld^en 
®inftu^  auf  bie  übrigen  ba  flehen,  wie  wir  foId)ed  jur  ®rf)ö^ung 
ber  2ieutlid)feit  in  9lr.  300  an  bemfelben  fo  eben  befprod^enen  be= 
fonbern  gaffe  eigemJ  Beigen  werben. 

298.  ©tefft  man  burc^  u«  jene  Function  Don  x  Dor,  bie  mmal 
na(^einanber  nac^  x,  unter  ber  9(nnaJ)me  beö  (Jonflantfein  Don  dx 
bifferenjirt,  bie  S)ifferenjialfunction  y(x)dx"»  barbietet,  fo  baf  man: 


dx" 

^at,  auÄ  ber  folgenbe  ©leicftungen: 
wie  auc^  bie  folgenben  : 

ui=/(jr(x)dx,   H2  =  //9(x)dx2,    a3  =  X/X(7(x)dx3  u.  f.  w. 

fließen;  fo  ijl  unfer  nac^fleö  Streben  bat)in  gerichtet,  unter  ben 

©vößen : 

"l  »      «2»      "3  »  •  •   .    «„ 
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eine  9leIation  obet^  }ur  Seflimmung  ))on  n„,  eine  dtecurflonödlei» 
d^ung  ^erjufleKen. 

Setücffid&Kget  man  bie  lefetetn  ui,  ug,  U3,  . .  barjlelKcnben  ®Iei* 
d)un9en,  fo  ifl  man  jur  ^lufflettung  fotgenber  ©lei^unäbere^tiget: 

«m=/"n,-l<l3Kr  (a) 

bemäntelt  man  ben  9(uöbcucf  jur  SXed^ten  nad^  ber  tfteilweifen  3n« 
tegration,  b.  i.,  nad)  ber  gunbamentafflleicftunfl  (4)  9lr.  38  be« 
erflen  S^eiled,  fo  t^at  man  auc^: 

ober  audö,  wegen: 

folgenbe : 

©el)anbelt  man  ben  Sntegralauöbrud  jur  SKecl)ten  in  ä^nUct)er 
9Beife  wie  ben  analogen  in  ©leicbung  («),  wo  nunme()r  xdx  (latt 
dx  fle^t;  fo  fxijält  man: 

woraud,  wegen: 

folgenbe  ©leic^ung  gebogen  wirb : 

9Birb  t)ier  ber  Sntegralauöbruct  jur  fXecl)ten,  wo  x^dx  jlatt  dx 
fle^t,  in  a'^nlicfter  2öeife,  wie  bie  analogen  Sludbräde  ber  (reiben 
bor^ergeftenben  gälte  be^anbelt;  fo  ergiebt  ft*,  wegen: 

^-  «m.3  ==  "n,-4  ^*  »  . 

folgenbe  ©leic^ung: 

5tuf  bem  feier  Dorgejeid^neten  SQBege  fortgefahren  /  gewinnt  man 
folgenbe  allgemeine  ©leicftüng: 
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1         3 i_ 

2.3   *  ""-^        2.3.4  ^' "">-*' 


o   rz  xo    M  —  —  x^  n     *  H-  ■■         x'  a    -  — x*  n 


H- 


2.3.4...  IT  "»-'«  "*"  2.3.4...  k  J  "-»^-^  ^  ^^"^  ^ 

wirb  ^ier  k  =  111  —  1  gefegt,  unb  berücfftcfttiflet  man  bie  ©leicftung : 

iio  =  g(x), 

fo  et^a'It  man  bie  Slnfangä  bicfcr  9lr.  angcfünbigte  JXecurjtonä- 
gleicftung : 

j»       m-i    ^2  "»-^  i.2.3..(ui-l)  *      1.2.3. .(m-l)J  '^  '      '  ^^' 

mit  beren  fiöfung  wir  unä    fofort  in  bcr  ttd'cftltfofgenben  91r.  be* 
faflen  werben. 

299.  ^k  JXecurftonögleid&ung  (ß)  ju  löfen,  b.  i.  um  inbepen= 
bent  t)on  ui,  U2,  U3,  U4, .  .um-i  barjudeöen,  loiHen  wir  in  berfeU 
ben  bie  ganje  3a^I  m  ber  SRei^e  nadtj  in  m,  m-l ,  m-a,  m-S,  . . 
3,  2,  1  übergeben,  woburd)  folgenbed  (Softem  i>on  ®Ieid)ungen 
ert)atten  wirb: 

2  /   i\m-2   nw2  .    |vm-2     /• 

ni-l  ni-Z        1.2     ««-3  1.2.3..,(ni.2)     '       1.2.3,. (m-2)l 

/   i\™-3_in«3  /    I  vin-3     /• 

"ni-2  -  X  ll„.3  i  .  .  .  (-i)        *         a,=i-LJ I  x™-VW<Jx» 

1.2.3 . . .  (ni-3)  "*      1.2.3,.(ni-3)  J  * 

«-3  1.2.3...  (ni-4)      ■      1.2.3,.(ni-4)J  .^  v    '       ' 

x'  1  /• 

ll3  —  Xll2  -*-  -J-J    "'   ~    "IT         I    ^^^^^^^^  » 

«2  —  X  «1  = jp     j  xgr(x)dx  , 

U|=  J^Cx)dx; 

wei*ben  biefe  ©leid^ungen  in  ber  Orbnung  il)rer  gofge  mit: 

'    *»      1.2    '     1.2.3*    •*'  1.2.3^.  (n,-3)  '    1.2.3  ..  (m.2)  '    i.2.3  .  .  (iii-l) 
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multipKcivt   mi   hierauf   aWict ;    bevßcfjtditiget    man   bann   Me 


1.2.3..k       1.1.2.3. .(k-l)       1. 2.1.2.3.. (k-2)       1.2.3.1.2.3.  .(k-3)      *"l.2  3..(k-l).l      1.2.3...k  — 

=T^:  1  ^-(!^)  -  (^)  -  (3)  -  •  •  •  (-*)"'  (.^)  -H)''(!;) ! . 

bie  fi'lr  äffe  ganjen  unb  pofttiDen  Sa^Ienwert^e  bon  k  befielt,  biefe 
aber  wegen: 

in  ' 

1.2.3..  k         1.1.2.3..(k-l)"*"  1.2.1.2.3.  ..(k-2)       l.a.3  1  23  .  .<k.3)  "*"  *  ••***  1.2-3..  k        " 

iibetge()t:  fo  ett)ätt  man: 

ni 


m-l 


'•*••  i"-*'!  ....(-i)"'-^(^;J)xJ-x-V(x)dx+(-ir'(rl)K-VWd' 

welche  Oleid^ung  ik  üetlotigtc  ^tufföfung  tec  JRecucfionögleicl^ung 
(/J)  unb  tlc  ßöfung  mifereö  ^coMemö  barjlelKt  25enn  beutet 
man  eine  mmatige  Sntegrotion,  wie  w\v  fol^e  in  Sflro.  297  be» 
f^vicbcn  tidbtn,  Iwcö)  boB  S^mbot: 

(«) 

J    <y(x)dx'"     - 

an;  fo  ^at  man  nac^  bec  eben  aufseflettten  ®(etd)un3  (y): 

S    .^(x)dx"'  = 
'-Y,^(x)dx-  { Y)*"-'j*x,^Cx)dx+(->'"-'/x»,^(x)dx  j 


i.2...(„..i)|  ....(.i)-^(;;;-5)xXx™-^g(x)dx+(.ir-*(::,-i)/x'^^        ! 

aud  bei-  ganj  augenfäffig  bie  JXid^tigfelt  unferer  ^ludfage  am  Äc^fufle 
bet  9lr.  297  ^ecDorge^t,  wie  folcl)eö  nod)  beutlid^er  aud  bem  in 
ber  folgenben  5Hr.  ju  be^anbelnben  bejbnbern  gaff  ^etDorge^en  wirb. 
300.  9kc^  ber  ©feic^nng  (I)  woOen  wir  ^ier  bie  Sntegrat 
function.Don: 

(3)  • 

;   :  XX/e*'jidx5,  ob^C  ))0n   S     e*'xdx3 

tierfleöen,  wetci^e  wir  in  Sir.  297  nur  auf: 
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jttrüd  jtt  bringett  tjettttod^ten. 

S^ie  alKdemeine  Gletd^ung  ,(1)  ^"f  ^^t'  t)ot(iegettten  ^i^tt  angC' 
wanbt^  bietet  folgenbe  S5e(limmung  bar: 

nun  fltitet  man  fel)r  leicl)t : 

/e*'xdx=ye''+c, 
Xe*Vdx  =  |(x»-l)e'Va. 

rvo  a  unb  b  oon  x  maht^änqxQt  mi  w\Utütjtl\<f)t  ®r5|en  ftnb :  fo^ 
md)  ^at  man: 

X    e*'xdx3=j^  ja+cx'  +  (x»-.  ~)  e*'- 2xJ  e*'x»dx  j  • 

aud  n^elc^em  ^rge^niffe  ganj  beutlic^  |)ert)ot9e^t/  ia^,  um  }um 
(gnbiiele  ju  gelangen,  nur  nod^  bie  Sntegration  ber  S)ifferettjiatfor« 
mel  e^^x^dx  erübriget.  S)iefe  Sntegration  fann  man  jwar  üon  bet 
ber  Jormel  e«*dx  abhängig  machen;  attein  bad  Sntegrale  /c^'dx 
ifl  eine  nod)  nicftt  bekannte  Function  Don  x  unb  lann,  wie  aud  bjtm 
erflen  Steile  ber  Sntegratred^nung  ber))orge^t/  blofi  burd^  unenblic^e 
SKei^en  bargejleOt  werben,  öteöt  man  bafeer  bie  (Jonftante  ber 
Sntegration  öon: 

burc^  b  Dor ;  fo  erhält  man  enbli^ : 

S     e^'xdx3  =  JL  {  a  +  bx  +  cx'-^e^'^x/e^'dx  \\ 

'  WO  a,  b,  c  bie  (Jonflanten  ber  Sntegration  (!nb. 

S^efe  Function  Don  x  jur  Kelten  öom  ©(eic^^eitdaeid&en  ent« 
fpri^t  ber  5(nforberung,  na*  einer  fuccefitöen  breimaligen  2)iffe=« 
ren}iation  in  9)e}ug  auf  x  bie  £)ifferenjiaI^nction: 

e"\xdx3 

barjubieten,  wenn  bei  einer  jeben  2)iffereitjiation  dx  aö  ßonjlante 
be^anbeft  wirb. 
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301.  2)ic  @Ieicf)nn9  (I),  ixt  baä  mfad^^  Sntegrale  tev  2^iiff' 
renjialfunction : 

burdö  m  nod)  ju  üDffjie^enbett,  aber  abgefonterteit  ober  Don  ein« 
(inber  unabf)än9igen  Sntegrationen  bcirflefft,  ruft,  wie  wir  qudb  in 
ber  Dorongebenben  9lr.  an  einem  befonbern  gatte  gefeben,  eine  gleid) 
gro^e  9(njabl,  nämlid)  m,  wilKfiibrlic^e  S-onjlanten  bertjor,  bie 
vermöge  biefer  2BittfübrIicf)feit  m6  in  bie  Sage  fe^en,  baöfelbe  mfacl)e 
Sntegrale  nur  nod)  Don  ber  5luömittelung  eineö  einjigen  beftimmten 
SntegraB  einer  QSqriabeln,  jebod)  mit  allgemeinen  Sntegrationö* 
grenjen  Derfeben,  abbA'ngig  barjufteßen.  9Wit  ber  Einleitung  bieju 
befafien  wir  und  nocl)  in  öorliegenber  9lr. 
Sei  ber  ^(nnabme: 

d.F(x)  =  f(x')dx  , 

wo  FCx)  unb  f(x)  Functionen  öon  x  (tnb ,  b«t  man  audb : 

j'f(^x)dx  =  F(x)  -t-  A  —  F(«)  , 

wo  A  —  F  (cc)  bie  wiüf librlicfee  ßonftante  ber  Sntegration  öofftcttt ; 
nun  tjdt  man  unter  berfetben  93orauöfe^ung : 

F(x)  — F(«)z=/f(x')dx^ 
a 

baber  ifl  auc^: 

J  f(x)dx  =  /f(i')dx'  -*-  A  ,  (S) 

wo  a  irgenb  einen  Sablenwertb  üorflettt,  weld)er  jlatt  x'  in  f(x')dx' 
gefegt  (Sntegralredbnung  III.  91r.  105  unb  106)  für  lel^tere  einen 
unenbliclb  Keinwerbenben  ffiertb  barbieten  muß,  unb  wo  A  bie  Witt» 
fiibrKd)e  Sonftante  ber'^Sntegration  Dorjlettt. 

9Wittet<t  biefer  ©(eic^ung  nun  werben  wir  in  ber  folgenben  Sir. 
baö  in  ?Kebe  jlebenbe  mfadjt  Sntegrate,  wie  Dorbin  erwa'bnt  würbe, 
burdb  ein '  einjigeö  beftimmteiJ  Sntegrafe  jwifd)en  ben  ©renjen  « 
unb  X,  wie  burdb  ^i^^  algebraifd)  rationale  unb  ganje  gunction  Don 
X  barjleffen,  welche  le^tere  bie  m  wittfübvHd).en  Sonflanten  impfi* 
ciren  wirb. 

302.  2Birb  in  ber,  ®Ieid)ung  (S)  Dorangebenber  9U\  bie  ^mc- 
tion  f(x)  nad)  imb  nadb  burd): 
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if(x)  ,    x(f(x)  ,    x2qr(x) , X-'  qc(x) 

etfe^t;  fo  ttrgeben  jtd)  in  tetfeI5en  Otrtnungdfolge  tie  ©(eic^ungen: 

/gt(x)dx  =  /9(x')dx'-i-A, 
a 

/  X(p(x)dx  =r  /x'(y(xOdx'  Hh  A'  , 

f  x2g(x)dx  r=  /  x'V(xOdx'  +  A"  , 


a 

WO  a  tcgenb  einen  bejHmmten  SaWenwertfe  Dorflettt,  Uv  flatt  x' 
flefel^t,  fÄmmtlicfte  ju  integrirenle  a)ifferenaialfunctionen  jur  9le(l)teti/ 
ald  unenWicft  Heinwertenbe  ©röfen  barflettt,  unb'A,  A',  A"  ,  •  . 
A«"-^)  wittfü^tli^e  unb  t)on  x  inbepenbente  ©töfen  öotjleöen. 

anuIKpHcirt  man  tiefe  ©feicftungen  in  bet  Orb^ung  i^rer  golge 
mit  ben  aufeinanberfolgenben  m  ©liebern  a\x6  ber  Sntwicfelung  oon 
(x— 1)"-*  nacft  abfteigenben  ^otenje.n  Don  x,  nÄmlid^  mit: 

__ni-l  (nu.t\     ta.2       /iii-l\_in-3  /m.l\  ^m.4    ,,#.-. 

X        ,  —  ^    ^   j  X        »     (    2  j  ^        »  ""    l    3   j  *  U.  [•  ».  5  , 

nimmt  J^ietauf  beten  Summe ;  fefet  enblid^ 

^  »^  ^  1.2.3..,. (m-1)-'^'«  • 

WO  k  alter  ganjen  Sa^tenwert^e  bon  0  angefangen  biä  unb  mit 
(m— 1)  fä()ig  i(l:  fo  erhält  man,  bead^tenb  bie  ©leid^ung  (I)  9lr. 
299,  folgenb.e  ©leid^ung: 

/  '%)dx  -  -  ^,3^^^^(^,^^  J^^Cx-xO-^  .jCxOdx' 

^Aox™"*  -i-Atx"-^+ A2X™-^  +  ...-*- A„.2X-*-A„.i  ,  (II) 

welcl)e  bie  Sluögangä  öor^erge^enber  91r.  angeWnbigte  ifr 
3n  biefer  ©leid^ung  (lellen  bie  m  Soefficienten : 

Ao ,    Ai ,    A?  ,    A3  ,  . . .  A^_j 

wiKM^rlid^e,  aber  Don  x  unabhängige  ®röfen  i)or,  unb  fär  «  iil 
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jeber  SaW^nwettl)  ju  feigen  gejlattet,  föt  welchen  bie  S^iffetenjiat 
function  jur  9lecl)ten  nod)  unenbKcft  Heinwerbenl)  üerbteibt. 

303.  aJlittelfl  bet  m  wi(i[füferlic()en  Sonftanten  bcr  ©leidjung 
(II)  Dorange^enber  5Hr.  fann  eben  fo  Dielen  bet  Sntegralfunction 
gejleöten  Slnfotbetungen  entfprodöen  werben. 

(£ine  fofcfte  Slnfotberung  war«:  S)ie  SntegralfuncHon  unb  bie 
aufeinanberfolgenben  (m— 1)  SHfferenaialquotienten  nadi  ^  foöen  be\r 
Orbttung  mdi  für: 

X  =  ao ,  x= at »  s  =:  aj ,  .  .  .  X  =  ajjj_^ 

öerfcftwinben. 

S)iefet  ^Inforberung  ju  entfpred^en,  ^aben  wir  Dorerfl  ben  S)if» 
ferenjialquoHenten  Don : 

a 

nac^  X  ^erjujleaen^  ©tetKt  man  benfelben  burc^  uDor,  fo  i)at  man:- 

x+O)  m-l  X  m-l 

/       (X-X'  +  «)         gr(«')dx'-/(x-x')      <^(xOdx' 

u  =:;:  Lim :  -^ ^ » 

CO 

WO  bad  ®ren}3eiti^en  auf  bie  unenbUc^  f(einwerbenbe  ^Ibna^me  bon 
9lttn  ^at  man: 

(x-x'H-o))"-*  =(x-xO""^  -♦•(m-l)(x— xO"-^«  ; 

ba^er  ifl: 

u=Lim:  hm-l)/      (x^x')"^<?t(xOdx'-#-  — /     (x-xTVUOdx'j  , 

Ober  auc^: 

u=:Lim :  f  (m-1)  /      (x-xO"-V(xOdx'  -^ «""'  J*  9^(x'-*-x)dx'  |  . 

woraud  enblic^: 

.      tt  =  (m- 1)  /(x— xO°-*^(x')dx' 
a 

geaogen  wirb*  ®e^t*  man  aber  auf  bie  ©ebeutung  Don  u  jurild,  fo 
ijat  man : 

d.  /(x-xO"-V(xOdx' 

2 =  (m--l)  /  (x^xT'\(x')dx' . 

dx  a 
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anttteljl  biefer  ©leid^ung,  fann  man  bie  fucceffiöen  S)iiferenjiaten 
ber  ®fetct)utt9  (II)  nad)  x  feerfletten,  unb  t)ierauf  bie  ßoefftcienten 
Ao,  Ai,  A2,  .  .  ber  gefleüten  ^Inforbetung  gcmä'p  beftimmem 

®ine  iweite  SJnfotberung  wäre:  S>ie  Sntegtalfunction  felbit  ge^c 
für  eine  9?ei^e  Don  2Bert{)en  für  x,  riämlid)  für: 

X  =  ao  ,    X  =  a, ,    X  :=  32  ,  .  .  .  X  =  a^,_j 

jebeäniat  in  9lutt  über. 

2)ie  ganje  ©^wierigfeit  würbe  fid^  feier  auf  bie  3(uflöfung  eined 
@^ilemö  oon  m  linearen.  @(eid)ungen  rebuciren. 

91od)  ät)nUd)en  5(nferberungen  biefer  3(rt  Hege  (tc^  mit.  ^ülfe 
ber  m  wiöfüf)rUd)en  Sonftanten  ber  ©fci^ung  (II)  entfprect)en ;  wir 
begnügen  unö  t)ier  jebod)  mit  ben  awei  fo  eben  angefüf)rten,  unb 
fd)liefen  in  ber  folgenben  9lr.  ben  Dorliegenben  Paragraphen  mit 
ber  a)littl)eilung  einer  ju  bea^tenben  SSemerfung. 

'304.  S)ie  im  erjlen  ä^eife  ber  3ntegralred)nung  (§.  II  Sir*  41 
unb  §.  III  91r.  50)  jur  9(nwenbung  gebrachten  Sntegrationömet^oben, 
bie  ber  „^ibleitung"  unb  bie  bed  „3ntü(ffü^rend  auf  bem  2Bc'ge  ber 
©ubflitution"  erfreuen  |td)  auc^  im  Dorliegenben  gatte  eineä  guten 
(Jrfolgeö,  wenn  nur  bie  wabre  Sebeutung  ber  t)ier  fejlgeilettten  Se= 
jeid)nung  nidjt  auger  5i(l)t  gefajfen  wirb. 

2)aö  2öefen  ber  am '  citirten  Orte  mitget^eilten  ?(bleitungömc=« 
t^obe  befielt  nä'mtid)  barin,  bag  man,  wenn  ^i{x)  ben  ^»ifferen- 
aiafquotienten  Don  ^(x)  nad)  x  porjlettt,  Don  ber  ©leic^^eit: 

J*  <3r^(x)dx  =  gc(x)  -H  Const. 

auöge^t  unb,  inbem  man  für  x  irgenb  eine  Function  Don  x,  j.  ©. 
f(x) ,   JU  beiben  Seiten  beä   ®leicl^feeitöieid)enä  einfel^t ,   auf  bie 
.®teid)t)eit: 

/  (^i(f(x))  fi(x}dx  =  (jr(f(x))  H-  Consl. 

geführt  wirb,  bie  uniJ  bie  Sejlimmung  beö  nunmehr  jur  Sinfen 
beftnbücfeen  SntegyaB  barbietet,  in  welchem  fi(x)  ben  S^ifferenjiat 
quotienten  Don  f(x)  nad)  x  Dorjlettt. 

3n  ä^nfic^)er  aber  entgegengefefeter  aSJeife  führten  wir  nad)  ber 
jweiten  ber  oben  citirten  aWetf)oben  bie  Seftimmung  eineä  Sntegrafö 
ber  gorm: 
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auf  Me  eitteö  Sntegtalö  ^er  gorm: 

/^(f(y))fi(y)dy 
juräd,  inbem  wir: 

X  =  f(y)  tinb  dx  =  fi(y)dy 

gefeilt  f)aben.  • 

©n  burcftauä  irngeö  JRefultat  ergäbe  (tc^  aber,  wenn  in  ®lei^ 
(()ung  (II)  SUr.  302  beim  Umfefcen  ber  a3ariabe(n  x  btjfetbjl  in  irgenb 
eine  Function  Don  x,  j,  SJ.  in  f(x),  woburc^  dx  in  fi(x)dx  tiberget)t, 
wenn  man  bei  einem  feieren  Umfel^en  ber  SntegrationöDariabeln  auc^t 

dx»  butc^  fiCx)"  dx" 

)tt  erfe^ett  berfud^en  würbe. 

3ur  ©r^ö^ung  ber  S)eutUc^tett  faffen  wir  ben  befonbern  gaö: 

(3) 

/    gr(x)dx3 
ind  9tuge.    SUadb  9lr.  297  ^at  man:, 

(3) 

/    (^(x)dx3  =  J  I  /  [  /  (fCx)dx  ]  dx }  dx  ; 

b.  ij.f  wie  nämlid)  ber  3(uöbruct  jur  JRed^ten  jeigt,  juerft  integrire 
man  ben  3(uöbrud  ^(x)dx,  bann  baS  mit  dx  mulHpUcirte  (£rgebnif, 
hierauf  enblid^  ift  biefeä  (Ergebnis  noc^  einmal  mit  dx  ju  multipli« 
ciren  unb  nac^  x  ju  integriren;  baä  (Snbergebnif,  baö  fo  ert)altett 
würbe,  wäre  bann  awä)  bem  5(uöbruct  jur  Siebten  in  ©feic^ung  (II) 
bei  ber  5lnnafeme  m  =  3  gleic^.  —  S)iefem  nac^  gewinnt  man  m6 
ber  ©leic^ung: 

(3)  ^ 

f    g}(x)dx3  =  -V  /  (X— 3c02  ^(xOdx'  h-  Aqk^  -«-  Ajx  -*-  Ag  , 

bie  Mi  (II)  burc^  bie  3(nna^me  ni  =  3  entfpringt,  folgenbe  ttad) 
ber  9(bleitungämet^obe : 

f(T) 

=  T7r/     {  ^x)-.x'  }^<^(x')dx'-l-Aof(x)2-f-A,f(x)  +  A2; 
a 

b.  I).  ber  9(uöbru(f  jur  Keimten  t)om  ®Ieid^^>eit«jeic^en  repra'fentirt 
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eine  in  folflentem  ©inne  ju  Doßjieftenbe  bveifad)e  Sntegration:  '3uerjl 
ifl  bie  2>iff erenjialformel : 

g(f(x))fi(x)dx 

jirintegriren,  laä  ©rgebnif  ifl  mit  f±(x)dx  ju  multipKciren  unb 
aberntate  ju  integriten ,  unb  baä  (^rgebnif  biefer  Sntcgration  enblid) 
^at  man  wieber  mit  fi(x)dx  ju  multipUciren  unb  ju  integriren, 
9luf  in  biefem  @inne  ijl  jebe  anä  (II)  butcfe  Slbfeitung  gewonnene 
neue  ©leid^ung  ju  beuten*  Unterläßt  man  folcfteS  unb  erlaubt  (tc^, 
wie  oben  bemetft  würbe,  mit  ilußeracfetfaflung  ber  S?beutung  beö 
©^mbote  : 

/    (r(x)dx»K 

beim  Umfefeen  Don  x  in  f(x)  auc^: 

dx^^m  fi(x)°dx" 

umjufe^en;  fo  begef)t  man  ben  analogen  geiler,  aW  wenn  ber  mte 
partielle  S>ifferenjiatquotient: 

d^g 

bei  ber  5lnna^me  x  =  %),  burc^  folgenben  3tuöbrucf: 

erfei^t  würbe,    ^ier  wie  bort  würbe  wo^l  bad  3eid^en,  nidöt  aber 
bie  wafere  öebeutung  biefeö  3eic^enö  berücfft^tiget  worben  fein* 
@o  j*  35.  f)at  man : 

Jdx™  = ,  -  -     f  (x-xO°-*  ^^' 
1.2,3.. (m.l)J   ^^    ^^ 

a 

^  Aox:™-'  n-  Aix"'-^»  H-  A2X™-^  ^  . . .  -•■  A^,.^  x  -l-  A^.^  ; 

Wft  man  in  biefe,  nac^  bem  ©eijle  ber  3lbleitungömet^obe,  x  in 
log.  X  übergeben,  fo  ergiebt  (tdö: 

m^ß =ro:^/<;— '-- 

a 
+  Aodog.  xr-*+A,  (log.  xf^+  •••+A„.2log:.x+A„,., , 
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wo  ßttfetr()ön>  >ie  SntegtaHonäcperatlon  mmal  Dovjune^men  tjl. 
93oDfjie^t  man  bie  Sntegration  jur  JRe^ten,  fo  feat  man,  ta  gegen* 
wa'rtig  «  =  o  gefegt  werben  barf, 

(log.'xr+Aodog.  xr-^+A|  (log.  xr-^+...A„.2  log.x+A^, , 


1.2.3, -.in 


WO  Ao,  Ai,  Ä2,..Am-t  bie  m  wifffö^rli^en  Sonjlanten  ber  m  Snte* 
grqtionöoperationen  finb, 

(Jin  analogeö  Sewenben  tjat  ti,  wenn  man  bie  SntegtaHonö:^' 
tttet^obe  beS  5utitdfaf)renö  auf   beni  2Bege  ber  ©ubjlitution  jur 
Sfnwenbung  bringt,  bie  nur  bie  in^erfe  ber  eben  betract)teten  ijl. 


§.   IL 

Sntegration  ber  eingliebrigen  nidjttinearen  S)ifferen= 
^jialfunctionen  jweieu  unb  mehrerer  SSariabeln. 

305.    2)ie  Sntegration  einer  ttict)tfinearen  JEiiffereniialfunction 
jweier  93ariabeln,  wie  bie  folgenbe: 

womit  wir  feier  ben  3(nfang  mad)en,  fann,  glei^wie  fofd)e  burd) 
fuccefftöeö  partietteä  S^ifferenjiren  entflanben,  aud)  burd)  ein  fuccep" 
(tüeö  partietteä  Sntegriren  na^  ben  einjelnen  93ariabctn  erjielt  werben. 
2Bal)renb  man  nad)  einer  ber  Söariabeln,  nad)  x  ober  nad^  y  bie 
Sntegration  Dottjief)t,  verbleibt  bie  anbere,  nämlid)  y  ober  x  con^^ 
ftant;  baf)er  ift  aud)  bie  beijufügenbe  wiflfö^rlid)e  Sonjlante  ber  Sn= 
tegration  im  erjlern  gatte  eine  wiflfüferUd)e  Function  üon  y,  im 
leßtem  aber  eine  fol^e  i)on  x.  ©leid)  wie  ferner  bei  einer  fucceffiöen 
.  partietten  2)ifferenjiation  einer  JJunction  i>on  x  unb  y  bie  Orbnungö* 
folge  betreffenb  biefe  aSariabeln  wittfti^rlid)  ijl ;  fo  aud^ ,  wenn 
jur  jtenntni^  ber  Sntegralfunction  in  fuccefjtoer  QSeife  i)erfaf)ren 
wirb,  eö  ganj  freigefleWt  bleibt,  in  weld)er  Orbnung  bie  einjcinen 
Sntegrationen  nad)  x  unb  nad)  y  einatiber  ju  folgen  ()aben. 
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3ur  SriÄuteruna  \>ti  fuccefftt)en  3nte9tatiottgJ)etfa^>ren«  legen 
wir  In  2)ifferenjtatfunction : 

jur  SntesraKon  t)or,  uttb  beuten  We  i)orjunef)nienben  fünf  Snte- 
grationen,  bveimat  nad)  x  unb  jweimal  naä)  y,  iuvdj  ein  tiefet 
SMfferenjialfunction  üotgefefeteö: 

s  s 

an ;  fo  baß  wir  und  mit  ber  SJuömittelung  Don : 

^  (2)       (3) 

/      /    x2ydx3dy2 

ju  befafien  I)<iben. 

2Bitb  nun  einmal  nad)  x  integrirt,  fo  bat  man: 

(2)       (2) 

/^y ^  x2y  dx3dy2  =  f     f   ^i-  x3  +  yV  dx«  dy2  , 

WO  Y  bie  wiafü^rti^e  Sonftante  biefer  etilen  Sntegtation  ijl,  bie, 
weit  y  conjlant  bef)anbelt  wutbe,  eine  nnÖKif)tUc^e  Function  öon 
y  DOtfleöt  ' 

Sntegtitt  man  ben  S^ijfetenjiafauäbtucf  •ted)tet^anb  abermate 
na^  X,  fo  J)at  man,  wegen: 

(2)      (2)  '  (2)       (1)  '  - 

r     r   (yx3+Y)ydx2dy2=    C    C  ^^x*-f-Yx  +  Y'jydxdy2, 

folgenbe  ®leict)ung: 

(2)    (1)      . 
/y^^^x2y  dx3  dy2  =    f     C  (-^  x*  +  Yx  -f-  Y'j  J d^c  dy2  , 

WO  Y'  bie  Sonjlante  bet  jweiten  Sntecjtation,  unb  ba^et  glei^faßö 
eine  wittfiif)tUd)e  Function  Don  y  ijl. 

2öit  breiten  mit  bem  Sntegtiten  nacfe  x  ob,  inbem  wit  ben 
2)iffetenjialauöbtuct  jut  9{ect)ten  juetft  nad^  y  integtiten.  SDlan 
()at  bann,  wegen:- 

obet  aud),  ba  Y  unb  Y'  wittfüf)tlid)e  Functionen  Don  y  (tnb,  wo:^ 
butd)  bet  ^luöbturf  ted)tet^anb  audö,  wie  folgt,  gejlellt  wetben  batf : 


Digitized  by 


Googk 


Sntegvalreci^nuna*  VI.  306.  127 

JLx4y2-*-xY-f-Y'-f-X, 

24      -^ 

fotgenbe  ®leid)uit9: 

(1)  (1)  ' 

(2)    (3)  /*/•/!  \ 

/    /   x2ydx3dy2=r     1      1     ( ^  x^ -•- xY  +  Y' -f-XJdxdy  , 

in  bet  X  eine  wittfu^rlicfee  JJunction  Don  x  ift,  wtläjt  ©leid^ung 
aud)  fpfgenbermaßen  gejlettt  werben  barf : 

(2)    <3)  /•      /•    /    i  \ 

/    /    x2ydx3dy2=:    I      I    (^ x^ y2 -f- x Y -+•  Y' +  Xj  dx dy  . 

Sotegrirt  man  nun  red)ter^anb  juetft  nod^  x  unb  hierauf  nadö  y/ 
ober  ciud)  unigefe^rt;  fo  erhält  man  in  bem  einen  wie  in  bem  onbtrn 
gatte,  beacl)tenb  bie  9a3infübrlicl)feit  Don  Y  unb  Y'  aU  Functionen 
Don  y  unb  bie  Don  X  aö  Function  Don  x,  folgenbe  ©nbglei^ung: 

(2)    (3)  i  '  4 

/    /.  x2ydx3dy2=:-3g^x5y3-i-yx2Y-i-xY'-i-Y''-4-yX-#-X', 

WO  Y,  Y',  Y"  wifffü^rficl)e  guncKonen  Don  y,  unb  X,  X'  ber^^ 
gleidjen  Don  x  finb. 

S)er  '5luöbru(f  jur  SKec^ten  Dom  ®Ieict)t)eitejeic^en  fteKt  bie  Sn* 
tegralfunction  ber  nici^Hinearen  S:>ifferenjialfunction : 

x^ydx^dy« 

in  bem.  @inne  Dor,  baß  wenn  erflerer  nad)  x  breimal  unb  nad) 
y  jweimal  partieß  bifferenjirt  wirb,  wobei  bie  Ziffer enjiatien  Don 
X  unb  y  jebeämal  aK  Sonjlante  auftreten  >  bie  jufel^t  angegebene 
2)tfferenjiaIfunction  alö  (gnbergebniß  (td^  tarfteüt 

306.  2)a  baö  fuccefItDe  SntegrationöDerfaftren  im  Dorliegenben 
gaüe  bemfetben  in  9lr:  297  befprocfcenen  aWifflanbe,.  wenn  nid^t 
in  nod)  Dergrößertem  SWaße,  unterliegt;  fo  tl)eHen  wir  aud^  ^ier 
analoge  ju^ben  im  Dorangefd^idften  Paragraphen  unter  (1)  unb  (II) 
aufgeflettten  ©lei^ungen  mit,  bie,  wk  biefe,  befagten  SWißffanb 
befeitigen. 

2Benn  y  unabf)ängig  Don  x  ijl,  unb  ^(x,y)  eine  Function  Don 
X  unb  y  DorjlelKt;  bann  bietet  bie  ©leid^ung  (II)  !Ur.  302  auc^ 
folgenbe  bar : 

X'"<3r(x,y)dx"^  ^r-^-^-i-^^—   f(x^xT''q(x\Y)dx' 


a 

ni-2  *  ^^  *m-l   > 


Yox"^-*  •+■  Y, x™-^  -^  Y2x"'-3  •+■•♦•-*-  Y„,  o  X  -f.  Y 
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wo  Yo,  Yi,  Y2,.  • .  Y„.i  beliebige,  Don  x  unab^Äitflige  ®t&fetv 
alfo  wilHiif)vlt(^e  guncKonen  üon  y  Dorjleßeti  unb  wo  a,  gleidöwie 
in  bet?  ©leid^ung  (II),  einen  5aWenwertb  Dovflettt,  ber  in  bie  S)if= 
ferenjialfocntel  3ur  9lecl)ten  flatt  x'  gefefet,  ein  unenblicft  fleinwer* 
benbeö  JRefuItat  ^ertjortaft- 

aWulHpIiciren  wir  biefe  ©feicftung  mit  dy«  unb  integriren  bann 
beiberfeitö  nntal  l)intereinanbet  in  öejug  ouf  y,  fo  ec^alten  wir, 
wenn  ber  Äurje  wegen: 

k=0 

gefegt  wirb,  bie  ®(eid&ung: 

(n)    (ni) 

J    /    gr(x,y)dx-'dy»  = 

<n)  X  k=m-l 

=  J  j  1.2.3.  !.(m-i)  /  (— «0"-VC-'.y)d«'  +2y,x-'=- jdy"  . 
a  k=o 

2)er  9(uöbrud  innerhalb  ber  Älamntem  jur  9led)ten  Dom  ®Ieic^^ 
6eitiJaeict)en  biefer  ®Iei(i)ung  ifl  eine  5««ction  Don  x  mib  y;  ftefft 
mön  fofd^e,  unb  jwar  nur  einftweilen,  burc^  V^C^^y)  ^or,  na'mlid): 

X  k=sm-l 

'^''■y^  =  1.2.3.. !(m-l)f  (*-*'r-\(xSy)dx'  +  2YkX"'-^'  ; 


kssO 


fo  J)<Jt  man: 


(«0    (m)  (n) 

/   /    (?(x,y)dx"'dy"r^  /    v;(x,y)dy», 


unb  wenn  ber  3(u3bruct  red)terb<tnb  nod)  berfelben  oben  citirten 
®lei^un9  (II)  umgeformt  wirb ,  ^at  man  audö : 

(n)    (im)  .  1  /• 

/   /   ^(^.y)dx-dy"=^-^3     ^^^^j  J   (y-y'rV(x,yOdy' 

in  wetd)er  ®Ietcl)ung  Xo,  Xj,  X2, . . .  X„.i  beliebige  Don  y  unab:^ 
J)rtngige  ©rö^en  bber  auc^  wiafii()rlic^e  Functionen  Don  x  Dorfteüen, 
unb  wo  ß  eine  5a()Iengröpe  Dorflcttt,  bie  in  bie  JE^iffercnjialformel: 
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flatt  y'  gefegt,  einen  unenMid^  lleinroertenben  OBertb  ^eröotruft. 

©teffen  wir  bie  wiötü^rlidje  Function  Yk  Don  y,  fattö  in  bet» 
felben  y  in  y'  übergebt,  bnrd)  Y'ki)or,  fo  bietet  bic  obige  V'Cxjy). 
barfteflenbe.öleid&ung  folgenbe  bar: 

X  »  k=n-l 


»(''y'>=  1.2.3.'.(m-l)  f  ^"-*'>"""'  '^^*''  y')«»»'-»-  V  Y'. 


in-k-l 


wenn  uberbief  noti^: 

k=at-l 

X,y-"  =  X,  y-  -H  X,  y»-*  -.-  X,  y^  +  . .  +  X„.,  jH-  X^, 

« 

gefeilt  wwi,  ecfeält  tttfln: 

S   S    9(x,F)dx»dy-r= 
=  1.2.3....(n-,)!i.2.3....(m.|)J'J  (--'r^F-y')-  ^(x'.  y')  dx' dy' 

y  k=ni-l  k=n*l 

*  1.2.3.!.(n.|)J  fy-y'>"  Y  Y',x»--dy'  +  V  X,y-^»  ; 
nun  i(l: 

i.2.3.'.(n.i)f  fr-y')""  gnx-^-'dy'= 

k=ni-l  y 

,n-l  1 


^y,.^.r(y-y')-n,y., 

^1j  J    1.2.3.. .(ii-l) 


k=0  /? 

unb  wegen  ber  2BittKlferIid^feit  bec  Function  Y'k  fann  man  aud^ 


ß 
erfe^en,  wo  Yk  eine  bem  ©tettenjeiget  k  entfpred^enbe  wittWl)rliciöe 
gunction  t)on  y  ifl:  ba^er  ^at  man,  nac^  83oßjieftung  ber  bur^  bie 

(Raabe,  {Dtff.  u.  3nt.  Sle^nung.  ii.  ,    9 
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©ummenaeid^en  anaebeuteten  Operationen,  in  bem  gaöe  jweier  93a^ 
rtabeln,  folgende  ©leicfcung: 

(n)     (m) 

+  Xo 7--*+  X, y^-^+  X, y"-^  +....  +  X„.,  y  h-  X,.,  .       (III) 

S)iefe  ©leidbung,  in  ber: 

Yo  •    Y<|  ,    Yg  >    Y3  ,    ....  Y„,_2  f     *  m-l 

wittlüövßc^e  Functionen  Don  y,  unb: 

Xq,  X^,  X^,   X3,  . . . .  Xjj_^  ,   x^^^       ^ 

betflleidöen  öon  x  bebeutcn,  fteKt  bqä  (n+m)foc^e  Sntegtale  lim 
ferftanb  öom  ©leidö^eitöjetdöen  nur  noc^  öon  ber  ^luömittelung  beö 
S^oppelintegrate : 

ober  wenn  bie  Sinomien: 

(x-xr-',  (y-yT' 
aufgelöst  werben,   t)on  ber   Sluömittelung  eineö  ^»oppelintegrate 
ber  gorm: 

J  /  x'y>Cx,y)dxdy 

obWngig  bar,  wo  r  aöer  ganjen  pofttiDen  QBett^e  Don  unb  mit  0 
biö  unb  mit  m—1,  unb  n  jebe^  ganjen  pojttiöen  2Bertf)ed  Don  unb 
mit  0  biö  unb  mit  n— 1  fäfeig  ift.  S)ie  5lnalogie  biefer  ©leid^ung  (III) 
mit  benen  am  ©ingange  erwähnten  beö  Dorfeergcfeenben  ^aragra= 
pfeen  erfcfeeint  fonad^  ^ergefleöt,  wie  aud)  bie  fiöfung  ber  Sntegration 
einer  eingüebrigen  nid)tlinearen  X)i(ferenjialfunctiort  jweier  93aria:= 
beln  bem  in  Dorliegenber  5lbt^eUung  ber  Sntegralrec^nung  unö  ge» 
ftecften  ©nbjiele  jugefü^rt 

307.  aWit  ber  gleiten  9(uöfil^r(id)feit,  mit  ber  wir  in  ber 
öorange^enben  9lr.  bie  Sntegration  ber  eingüebrigen  nic^tßnearen 
Ü^ifferenjialfunction  jweier  Öariabeln  be^anbelt  l)aben,   werben  wir 
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nodö  ^«  SntegtaHon  einer  folct)ett  S:)lfferettjioIfUttctton  »tretet  ©a» 
triabeltt  tttttt^etlett.  S)o  l)ierauÄ  bog  93erfa^veit  unb  ©nbetgebntfj 
bei  analogett  2)ifferettjialfunctiottett  ntit  nod)  ttte^r  atö  brei  93ari(t» 
bellt  auf  ganj  unjweibeutige  2Betfe  ju  eittne^nteti  feitt  wirb;  fo  werben 
witr  aud^  jebe  weitere  Sefpred)una  unb  Angabe  biefer  lel^tern  ouf 
fiel)  berufen  taffen,  unb  bann  fofort  ju  intereffantern  9Wittl)eilun9en 
über  nid^tfineare  S)ifferenji(iIfuttctionen  mit  mehreren  Söariabetn 
übergeben. 

SJorerfl  bemerfen  wir,  bap  bie  wittWdif Höben  SwncHonen  Doft  y: 

Yo  »   Yj  ,   Y^ ,  .  .  .  Y^j  ,j 

ber  ©leid^ung  (III)  ^orbergebenber  9lr*  auger  ber  SSariabeln  y , 
mit  aöeiniger  9luöf(^Iießung  ber  93ariabeln  x,  ouc^  nodb  anbere 
©röflen  impKciren  fönnen.  Sine  äbnttd)e  SBewanbtniH  i^at  eö  mit 
ben  wißföbriicfeen  Functionen: 

t)on  X  berfefben  ©lei^ung,  bie,  bie  QJariable  y  aufgenommen,  tvad 
immer  für  affgemeine  ©röfen  anberer  5lrt  umfaffen  bürfen. 

2)iefed  i)orauögefel^t   bietet  biefelbe   @Ieicl)ung   (III) ,   wenn 
^(x,y,z)  eine  Function  uon  x,y  unb  z  porfleßt,  folgenbe  bar: 

(n)    (m) 


r(m)r(n)  J    J 

-*  /     \/ 

}  1 

VV-»  »/ 

,    MJJ    «^ 

k=ni.l 

k=n.l 

+  ^F,(y,z)x-" 

*^' 

'i.C'^. 

7,)y"-'*-* 

f 

rs' 

wo  man  jur  SSeretttfadbwttg: 

r(m)  = 

L2.3... 

.(m- 

-0, 

r(n)  = 

1.2.3  .  .  . 

.(n- 

-1) 

gefefet  b^t,  wo  ferner: 

Fo(y»^).  FiCy»2 

■'),   Fj(y. 

z),. 

•  •  •  F.W1 

(y,2) 

wiöffljjrlici^e  Functionen  tjon  y  mtb  z 

,  Wie: 

F'o(x, z) ,   F'i (X, z) ,   F'j (x, x),  ... F'„., (x, z) 
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bergleid^en  Suttctionett  t)On  x  unb  z  jitib/  unb  mo  enblid^  Me  6ttm- 
nten}eid}en  nur  über  bie  gonaen  unb  po(ttit)en  SBert^e  Don  k  ftc^  et« 
flrecfen* 

QSirb  nun  Mefe  ©lei^uns  mit  dz^  muItipUdrt  unb  pntat  ^in» 
teteinanber  nad)  z  integtirt,  fo  t^at  man: 

(p)    (d)  (m)  (p) 

WO  einflweilen: 

^    a 

gefegt  worb. 

Sei  bet  SSoÜiie^unfl  Ui  p  fachen  SntegraÖ: 

/    xp(x,y,z)dz^ 

naö)  z  treten  bie  @r$fen  x  unb  y  <A6  Q^onfiante  auf;  ba^er  ^ot 
man^  nac^  ©(eic^ung  (II)  9lr,  302,  folgenbe  Seflimmung: 

(p)  »  fesq».! 

J  V;(x,y',z)  dz^  =  j4-)  J  C^-^')'""  i/'Cx.y.zOdz'  -«-  S^  F^"(x,y)  z«»-"  , 

WO 

r(p)  =  1,2.3.  •••(?-!) 

ijl,  wo  ferner:    - 

F'^(x.y),    F;'(x.y),   F^' (x. y) , . . . F^, (x, y) 

wiUfti^rtic^e  Functionen  t)on  x  unb  y  ftnt  unb  mo  enbßd) ;'  einen 
Sa^Ienwert^  Dorjtettt,  ber  (latt  z'  in: 

(z-zO^'V^(x,y.zOdz' 

gefeilt,  eine  unenbUd^  Meinwerbenbe  ®rftfe  eraeugt. 

&e|t  man  fonac^  in  ber  obigen  V^Cx,  y,  z)  barfleHenben  ®(ei^ung 
z  in  e'  um,  fo  er^Ät  man  nunmebr: 
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/V)   (n)    (m) 


y    P    a 
-1 


y  ks=K) 

nun  W  man  Me  @(eid)ung: 

ft  lB:sm-l 


r(p) 


L.  J  (x-*')P-»  V  F^  (7, »')  X-"  dz'  rr 

IP«0 

ksssm»!  « 

^  J  r(p) 


k»0 


y  ka=0 

k=an-l  ft 

k==a  y 

uttb  bermöge  bet  OBilHä^tlic^feit  tet  guncttonen: 
ifl  man  fetnet: 

J  -TCP) 

y 
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j         r(p) 

y 
ju  erfeften  berecfctisct:  fca^er  er^cHt  man,  wenn  fcie  butcft  We  ©um* 
menjeid^en  ottflebeutcten  Operationen  Doßjogcn  werten,  folgenbeö 
(Enbergebnif: 

(p)    (n)    (m) 

S'S  y     .y(x,y,z)dx"dy»-dzr  = 

*       y       K 

nin)iTn)^(p)J   J   J 
y    ß    cc 

+  Fo(y,z)x»-^  -^F,(y,  z)»™"' -*-.  .+F^2(y,z;x+F„.,(y,z) 
+  F'o  (z,^)  y"-*  -4-  F'i(z,  x)y"-^  + . .  +  F'^.^  (z,  x)  y  +F'„.^  (z,  x) 

+  F!J(x,y)zr-*  -*-F?(x,y)zP-^  -^-•. -^F;i2(x,y)z+F;^,  (x,y)  .    (IV) 

a\x6  bem  We  9li^ttglett  unferer  Sluöfage  am  ©inganse  DorRegenber 
SHr.  o^ne  weiter^  feerDorge^t  unb  und,  wie  bafefbjl  erwähnt  würbe, 
ber  5(bleitung  unb  aWitt^eitung  aif)nltcl)er  ®Ieicl)ungen  für  einglie* 
brige,  nic^tlineare  S)iffertnjialfuncHonen  mit  öier  unb  nöd^  mefcr 
93artabeln  überlebt. 

308*    2Bie  auö  ben  i^orauögefc^icften  9lrn.  ^erDorgeW/  rebucirt 
(idö  baS  (in  +  n)maHge  Sntegtircn  ber  ^»ifferenjialfunction : 

(^(x,y)dx"dy"  , 

auf  ein  jweimaliged  ber  2)ifferenjialfunction :  ♦ 

(x-xT-'  (y-yT'  (f{^\  yO  dx'  dy' , 
nac^  ten  jwei95ariabe(n  x'  unb  y';  eben  fo  Wngt  baö  (n[i+n+p)fa(fte 
Sntegrale  ber  2)ifferenjtaIfunction : 

grCx,y,z)dx~dy»dz>\ 

Don  bem  breifa^en  Sntegrale  ber  ^ijferenjiatfunction : 

(x-xT-' (y-yT'  (z-zO^"'  <^(x',  y',  z')  dx' dy' dz'  , 

nad)  ben  brei  SSariabeln  x',y'  unb  z'  ab;  unb  ba  bie  eingliebrigen 
ttid^tlinearen  2)ifferenjia{functionen'mit  Dier  unb  nod^  mefcr  a3aria^ 
beln  ä1)nIidE)e  9{ebuctionen  eingeben:  fo  ftaben  wir  mä  lebiglidö  mit 
mebrfac^en  Sntegralien,  wie  bie  folgenben: 
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//F(x.y)dxdy,    /  /  /  F(x,y,z)dxdydz  u.  l  to. 

Miki  ju  befaffen,  wo  F(x,y),  F(x,y,z)  u.  f.  tv.  Functionen  oon 
x,y,  Dott  x,y,z  u.  f.  w.  Dorfteöem 

tiefem  naä)  wevben  wir  in  Un  näd&ftfotgenben  9lrn*  Goppel« 
integrafien  bet  5otm: 

//<rC3^»y)dxdy 

in  Untetfu^unä  jief)eji,  wo  bie  93ariabeln  x  unb  y  ber  guncHon 
^(x,y),  ali  in  feinertei  gegenfeitigen  5ibf)a'n3i9feit  fle^enb  öotauö» 
gefegt  fein  werben;  hierauf,  t)on  9lr.  324  biö  jum  @cl)(ujTe  öor* 
Kegenben  ÄupiteB  werben  wir  in  ä'f)nfic^er  2Beife  unb  93orauöfe- 
feung  baö  breifadö^  Sntegrale: 

///<r(x,y,z)dxdydz 

mit  einer  Sluäfü^rtid^feit  nod^  biöcuKren,  baf  eine  befonbere  Se- 
''tracbtung  ber  Dier^  unb  mebrfac^en  Sntegralien,  ate  unnötl)i9  unb 
überpfpg  erfannt  werben  foß. 

309.  &tttlt  man  burd^  F(x,  y)  eine  Function  ber  t)on  eindnbet 
unobbä'ngigen  Sariabeln  x  unb  y  t)or,  bie  jweimal  itad)  einanbet 
partieö  bijfevenjirt,  einmal  nac^  x  unb  einmal  nad&  y,  bie  S)if» 
ferenjialfunction  <y?(x,y)dxdy  barbietet;  b*  ^./  befielt  bie  ®leid)^eit: 

dxdy    =y(^>y)>  (*> 

unter  ber  einjigen  93oraui5fe^ung  jebod),  ba^  in  F(x,  y)  feine  ®riJf e 
allgemeiner  5(rt  borfömmt,  bie  nid)t  aud&  in  ^(x^y)  enthalten  iftf 
fo  feat  man  nac^  bem  S8orauögefd)i(f ten : 

/ /(7(x,y)dxdy  =  F(x,y)  +  X  +  Y  ,  (2) 

»0  X  unb  Y  refpectiöe  wißfii^rlic^e  gumtionen  oon  x  unb  y  uor* 
fteOen;  unb  bie  ganje  ©c^wierigfeit,  biefe  ©leid^ung  barjufletten, 
rebucirt  (id)  barauf,  ju  einer  vorgelegten  Function  wie 
g?(x,y)  eine  ber  ©tei^Mit  (1)  entfprec^enbe  gunction 
F(x,  y)  JU  jinben. 

a>iefeö  wirb  errei(f)t,  wenn*  man  juerft  bie  S)ifferenjiatfunctiön 
g?(x,y)dx  in  gewöhnlicher  93Jeife  nac^  x  integrirt,  babei  aber  y  ate 
Sonflante  befeanbelt;  bann  bad  Srgebnif ,  bad  burd^  f  (x,  y)  borgeftettt 
fein  mag,   mit  dy  multiplicirt,  nac^  y  integrirt  unb  babei  x  aW 
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eottftonte  be()(mbeft:  Ui  (Snbergebmf  ifl  fcottn  MeguncHottF(x,y). 
Seräcftici^Hget  matt/  tvad  Dor^itt  über  bei^e  Sunctionett  ^(x^y)  utti) 
F(x^y)  oudgefagt  tt^urbe,  bo^  leitete  ttStttlit^  feitte  aögettteitte  ®c8fe 
ettt^attett  foK/  bie  ttic^t  au^  itt  ber  erflerett  t)oi:töttttttt;  fo  (eitertet 
fofott  eitt,  ia^  and)  f(x,y)  uttb  gp(x,y)  nur  biefclben  attgettteinen 
©röfen  ettt^alteit  bürfeit,  baf  betttttöc^  beitt  utttttittelbateit  (grgeb» 
itiffe  ber  erflett  Stttegratiott,  ober  ber  guttcKott  f(x,y),  weber  eitte 
tt?ißfüf)rfid&e  6oit(iattte,  itoc^  eitte  fold^e  guttcHoit  ijott  y  beijufugett 
ifr  ®attj  auf  biefelbe  guttctiott  F(x,y)  gelattgt  tttatt,  wenn  bie 
Orbttuttgöfofge  ber  ebett  befd^riebenett  parKeßett  SttteäraKonen  uttt» 
gefefyrt  ttjirb.  '£>ie  fiöfuttg  biefer  jti^eitttaKgett  Stttegratiott  fäUt  in 
bem  einen  wie  in  bem  anbern'gatte  bem  erflen  %i)txk  bet;  3«» 
tegralrec^nungi  ju;  fo  ba^,  wenn  feine  weitere  9lnforberung  ge» 
(lettt  wirb,  ber  9ludbrud  jur  9led)ten  in  (2)  jebe^mal  barflettbor 
ifl,  unb  bie  Oleic^ungcn  (1)  unb  (2),  aW  jugleid)  befleftenb  erHärt 
werben  fönnen,  —  SSerntöge  ber  aOBittW^rlic^feit  ber  Functionen  X 
unb  Y  aber  fann  bie  Sntegralfunction  in  (2)  ober  ber  3(u«bru(f  jur 
9lect)ten  üom  @(eict)l)eitö}ei((}en  gewiffett  ^nforberungeu/  bie  3we(f  unb 
5iel  ber  Sittegralrec^nung  finb,  unter jogen  werben,  (gin  ^aor 
berfelben  werben  wit  bal)er  no^  in  ben  nÄ'^jlfolgenben  9lm.  Dor» 
führen  unb,  benfelben  }u  entfpre^en,  biefe  eben  erwä()nten  wittfflljr* 
Iid)en  Functionen  benöfeen. 

.310.  (Sine  9(nforberung,  bie  einfac^fle  unb  am  ^äufigilen  Dor* 
fommenbe  ifl  folgenbe. 

S)ie  Sntegralfunctton  in  ©leic^ung  (2)  fo  barjuflet 
len,  baf  biefefbe  erjlenö  bei  einem  befonbern  2Bert& 
Don  X,  etwa  bei  x=a,  in  SluU  übergel)e,  ixt  Variable 
y  mag  bann  wai  immer  für  einen  ffiert^  annehmen;  bann 
jweitenö  fo(I  biefelbe  Sntegralfunction  bei  einem  be» 
fonbern  9Bert^>  öon  y,  etwa  bei  y=b,  in  Slull  ilberge» 
l)en/.wo  al^bann  ber  2Bert^  ber  Q3ariabe(n  x  winiu()r« 
lx(kl  t)erbleibt. 

©teöt  man  nun  bie  wiflfil^rHc^ftt  Functionen  X  unb  Y  refpec« 
tibc  burd)  ipCx)  unb  V^'Cy)  bar,  fo  fann  bie  Oleicfeung  (2)  burc^ 
folgenbe  erfeljt  werben: 

/  /  (/  (x,  y)  dx  dy  =  F(x,  y)  •+-  i/;(x)  -f-  t/;'(y)  , 
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wo  V^(x)  eilte  wittfä^rli(l^e  Function  Don  x  mi  i/^'(y)  eilte  foltfee 
oott^  y  ift/  *te  beibe  tnittelft  ber  geilefften  ^Infotbetung  beflimmt^ 
unb  aud  biefer  ®Iei(i)un9  eßmitiirt  werben  tbnnea 

S)ie  geboppelte  ^nfotberung  Derlangt  nämlich)  bie  SKealifttruna 
folgenbet  jwel  ©leid^fteiten: 

0  =  F(a,y)  +  ^(a)  1-  t/;'(y)  , 
0  =  F{x,b)  t-  ^(x)  ^  V'W  » 

erjlet:e  fut:  aüe  QQBert^e  t)on  y  unb  leistete  für  äffe  SBertfte  Don  x; 
fonad)  ^at  man  aud^,  wenn  in  ber  erflern  y=b,  ober  in  ber  le^» 
tem  x=a  gefeilt  wirb/  bei  ber  einen  wie  bei  ber  anbem  9lnnaftme 
bie  ©(eid^ung: 

0  =  F(a,b)  H-  t/;(a)  +  i/;'(b)  ; 

eliminirt  man  nun  ani  biefer  unb.ben  beiben  Dorange^enben  Oleic^* 
betten  i/>(a)  unb  i/>(b),  fo  ergiebt  (tcft: 

0  =  F(a,y)  t-  F(x,b)  -  F(a,b)  +  tpix)  -t-  t/;'(y)  , 

unb  wenn  enblic^  biefe  oon  ber  Dor^in  (tufgefiefften  Integralgleichung 
fubtra^irt  wirb/  erhält  man  bie  verlangte  ©(eic^ung: 

S  S  ^(*>  y)  ^^ ^y  =  F(^»  y)  -  f(«» y)  -  ^c^»  b)  -»-  f(«»  ^^)  r  (3) 
wel(l)e  feine  wifffö^rlicljc  gunction  me^r  entt)a'It  unb  Dofffommen  ber 
am  (gingange  geftefften  jweifacl)en  ?lnforberung  entfpricl)t  2Der 
9(udbruct  i\xx  gitdjttn  genügt  auc^/  wenn  bie  ®Ieid^ung  (1)  Doran«^ 
ge^enber  9tr.  feftgefteöt  wirb/  bem  Segriffe  eined  S)oppeKntegraW 
jwcier  93ariabeln/  burc^  jweimaliged  partieffeö  S^ifferenjiren  beöfel» 
ben  nclmlid}/  einmal  nac^  x  unb  einmal  nad^  y,  bie  S)ifferen)ial^ 
function  ^(x,  y)  dxdy  barjubieten. 

311.  ®ine  jweite  5(nforberung/  bie/  wie  ber  QJerfotg  biefer 
9lr.  jeigen  wirb/  auf  ictöftlbt,  dli  bie  in  öorange^enber  9lr,  be* 
banbelte  ^inaudWuft,  ijl  folgenbe. 

^ai  S)oppeIintegraIe: 

XXg^(x»y)<Jxdy 

bergejlalt  ju  ermitteln,  baf  wenn  juerfl  bie  Sntegra* 
tion  partiell  nadö  x  unb  (>ierauf  in  gteid^er  QBeife  nad^ 
y  üolljogen  wirb/  bie  pueril  fid^  ergebertbe  Sntegrat 
function  (weld^e  nod^  nad)  y  ju  integriren  tjl)  fär  x=a  unb 
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iai  Sitbctsebtti^  ober  bie  gefud^te  Stiteflralfunctioti 
filr  y  =  b  in  Slull  übetaefee;  ober  aber  oud)  jweitend, 
wenn  man  bie  Orbnungöfolge  in  ben  partiellen  3nte=^ 
grationen  umfefcrt,  foH  bann  bie  erjle  partielle  Snte^^ 
gralfunction  (bie  noc^  nacft  x  ju  integriren  fein  wirb)  für  y=b 
unb  ba^  ©nbergebni^  für  x=a  in  9lun  übergeben. 

S::er  erftern  Stnforberung  ju  entfpred)en,  namlic^  wenn  juerfl 
partiell  na^  x  unb  bierauf  in  gleicher  2Beife   nacfe  y  integrirt^ 
wirb,  fei: 

/gr(x,y)dx  =  f(x,y)  +  Y, 

WO  Y  eine  wiöfübrlicfee  Function  Don  y  DorfteQt,  unb  f(x,y)  un» 
mittelbare^  ©rgebni^  ber  partiellen  Sntegration  na^  x  ijt;  fo  bafi  man 

d.  f(x,  y)  ,      . 

bat 

^a   nun  biefe  Sntegralfunction  ber  9lnforberung  gemäß  für 
x  =  a  in  Slull  übergeben  foö,  fo  bot  man: 

0  =  f(a,y)  -•-  Y, 

bie  bie  witlfflbrlicbe  Function  Y  Don  y  nunmebr  bcjtimmt;  babUrdb 
aber  gebt  bie  Dorige  Sntegralgleicbung  in  folgenbe  über: 

/  gr(x,  y)'dx  =  f(x,  y)  —  f(a,  y)  , 

auä  welcber ,  nadb  beiberfeitiger  SDlultiplication  mit  dy  unb  partieller 
Sntegration  nacb  y,  bie  folgenbe  gejogen  wirb: 

//g(x,y)dxdy  =  /  |f(x,y)-f(a,y)}  dy  . 

^at  bie  Function  F(x,  y)  ber  SSariabeln  x  unb  y  biefelbe  Sebeu« 
tung  wie  in  beiben  Dorangebenben  91rn.,  bann  ijl  notbwenbig: 

/fCx,y)dy  =  F(x,y), 

fonacb  aud) 

/f(a,y)dy  =  F(a,y); 

fo  \)a^  nunmebr  bie  Dorige  ©leicbung  in  folgenbe  übergebt: 

/  /.<?(x,y)dxdy  =  F(x,y)  -  F(a,y)  +  X  , 

in  ber  X  eine  wiHfübrtidbe  gunction  Don  x  Dorfletlt. 

SDer  3luöbrurf  jur  SKecbten  flettt  bei  3ugrunbetegung  ber  Olei^» 
cbung  (1)  in  9lr.  3Ö9  bie  Sntegralfunction  ber  2)ifferenjiatfunctiott : 
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gp(x,y)dxdy 

»or,  uitb  ia  foldjt  Uv  Slnforterung  gemä^  für  y=b  in  SluÖ 
äberge^en  fott;  fo  ergtebt  fxdj  aur  Seflitttmung  bcr  wiaw^rfic&ett 
jgunctioit  X  bie  ®teicl)ung:  ^ 

0  =  F(x,b)- F(a,b)-t-X, 

bie  mit  ber  tjor^erge^enben,  burcft  ©ubtraction  Detbunben,  folgenbe 
Snbgletc^ung  batbietet: 

/  /  cf{x,  y)  dx  dy  =  F{x,  y)  -  F(a,  y)  —  F(x,  b)  -^  FCa,  b)  .     (3') 

93er gleicht  man  biefe  mit  (3)  tjorangebenbet  9lr,,  fo  feuchtet  beten 
Sbentitä't  o()ne  weitetö  ein ;  wotauö  nun  bie  Jolgetung  gejogen  witb, 
ba^  ein  ©eniigettyun  bet  jmeiten,  om  ©ingange  DotUegenbet  9tt, 
gejtettten  5lnfotbetung  auf  biefelbe  fo  eben  aufgefteOte  @nbg(eicl)ung 
gefö^tt  feaben  wötbe.  —  3l(Keö  Deteint,  beted^tiget  jum  ed)Iujfe,  ia^ 
bie  ®Ieicl)ung  (3)  Dotangef)enbet  9lt.  niö^t  nut  bet  ba* 
felbft  gefleUten  3Jnfotbetung  genügt;  fonbetn  biefelbe 
®Ieid)ung  (3)  genügt  auc^  beiben  in  botliegenbet  Sit. 
geftetlten  3{nfotbetungen  eineö  2)oppeUntegtaIö. 

312.  ^aöi  bem  93Qtauägefc^icften  (tnb  wir  in-  ber  Sage  jut 
Segtiffdbeftimmung  fowoijl,  aB  ju  einet  auöfüfetUdjen  2)iöcuf(ton 
bet  bcflimmten  JDoppelintegtalien  übetjuge^en. 

2Bitb  in  @Ceicl)ung  (3)  Sit.  310. 

X  =  A  unb  y  =  B 

gefefet,  fo  beutet  man  foId)eö  im  3luöbtucfe  jut  fiinfen  Dom  ©leid^^« 
^eit^jeic^en  biefet  ©(eid^ung  in  ä'bnHc^et  SBeife  wie  bei  Sntegtalien 
einet  93atiabeln,  in  folgenbet  SBeife  na'mlidö,  an: 

B     A 

/  /  <pCx>y)dx<iy. 

b     a 

9lact)  bet  cititten  9lt.  bebeutet  biefeö  (Symbol  foDiel  alä :  ^ie  3n* 
tegtalfunction  beö  ^oppetintegtalä: 

X/gp(x,y)dxdy 

fott  füt  x= A  unb  y=B  bestimmt  wetben,  fattö  biefelbe  füt  x=a 
obet  y=b  Detfcfeminbet.  2Bit  wetben  befagteö  ©^mbol  in  bet 
golge  beflimmted  2)oppeIintegtale  nennen,  bejfen  SBettf), 
itad^  bet  Potain  cititten  ©Wd^ung  (3);  folgenbe  ©leid^ung  batftettt: 
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J*  /  gc(*, y)  dx dy  =  F(A,  B)  -  F(a,  B)  -  F(A,  b)  ■*■  F(«, b)  ,      (4) 

b      a 

wenn  nämlid^  bte  ®lei(^unfl  (1)  in  91r.  309  ju  ®tunbe  flelegt  wirb» 
Seräcf|t(l)ti9et  man  We  im  et(len  %titxlt  bet  Sntegralrec^nttng^ 
in  Sir.  155  aufgejlettte  ©leidjung  (G),  fo  f)at  man  auc^: 

/X^gr(x,y)dxdy  =  /x'g)(x,y).dydx .  (5) 

b    a  ab 

mldjt  ®(eic^f)eit  nur  infofetn  Seflanb  ^at/  ali  ixt  Sntegrationd' 
gtenten  t)on  x^  nämlid^  a  unb  A  unab^cinsig  Don  7/  unb  bte  3n* 
testation^grenien  t)on  y,  nämlic^  b  unb  B  Don  x  unabhängig  ftnb« 
a3ertaufcl)t  man  in  (4)  entweber  a  mit  A  ober  b  mit  B^  fo 
erhält  man  in  jenem  ober  in  biefem  gaüe  bie  erjle  ober  bie  jweite 
ber  nun  folgenben  jwei  ©leic^^eiten : 

B     a  B    A 

S  S  gr(x,y)dxdy  =  —  /  /  (fix, y)dxdy  ,  \ 

b    A  B    A  ^  VW 

S  S  g)(x,y)dxdy=  -XX  i3p(x,y)dxdy  ,  ) 

B     a  b     a 

beren  itU  mit  ber  ©leid^^eit  (4)  in  9lr*  32  M  erften  Steile« 
ana(og  ijl/  unb  eine  ä^nlid^e  £)eutung  n^ie  biefe  }uläft 

93ertaufct)t  man  femer  in  ber  oben  aufgeileQten  ®tei(^ung  (4) 
a  mit  Ay  unb  jugleid^  b  mit  B^  fo  ergiebt  ftc^  folgenbe: 

X  X  ^(^.y)dxdy  =  X  X  qp(x.y)dxdy  ;  (7) 

Ti    A  b    a 

.biefe  ©(eid^^eit  fagt  auä,  baf  ber  2Bert^  bed  S)oppeHntegratö: 

XX<3f(3t'y)^**y 

für  x=A  unb  y=B,  faßd  baöfelbe  für  x=a  ober  y=b  Der* 
fd^winbet/  mit  bem  SBert^e  bedfelben  unter  ber  genau  entgegenge* 
feilten  5lnna^me  (für  x=a  unb  y=b,  falte  baifelbe  für  x=A 
ober  y=B  Derfidöwinbet)  ibentifc^  fei* 

313.    S)er  SBert^  bed  be(Kmmten  2)oppe(integrate: 

B    A 

X  X  g^(x,y)dxdy , 

b     a 

wie  folc^en  bie  ©leicftung  (4)  Dorange(>enber  Sir*  barftettt^  giebt 
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©ummen  üoit  JXetfeen  an,  beneti  ä^nlic^,  We  iai  befUmnite  Snte= 

gtale  einer  93atiabe(n/  nointlid^: 

b 

in  ben  Slrn.  33  unb  36  M  erjlen  Sfeeited  bet  Sntegralvedönung 
fummirt 

3ut  Segrönbung  biefet  Seftauptung  geften  wir  auf  ben  burc^ 
bie  ©lei^ung  (1)  5Är*  309  angebeuteten  Sufammenfyang  unter  ben 
Functionen  g>(x,y)  unb  F(x,y)  jurüd,  ber,  vermöge  biefer  ®lei* 
d^ung  unb  mit  Sujie^ung  beö  in  9lr,251  Sülitget^eilten,  auc^  burcft 
folgenbe  ©renjgteic^ung  audgebrüät  werben  fann: 

bie,  wenn  w  unb  w'  unenblic^  Heinwerbenbe  ®röfen  tjorfleöen,  ßv 
aöe  jene  QBert^e  Don  x  unb  y  ©eflanb  tyat,  für  bie  bie  gunction 
F(x,  y)  continuirlid^  Derbleibt  SBenn  fonacfe  a  unb  A  im  Sereic^e 
ber  Stjntinuita'tögrenjen  biefer  Function  F(x,y)  in  Sejug  auf  bie 
93ariable  x  liegen,  wie  b  unb  B  in  ä^nlic^er  QBeife  in  Sejug  auf 
y;  fo  ift  man  in  biefer  @ren}gleicl)ung  für  x  aÖe  SBertfee  Don  x  =  a 
big  x=A  unb  füri  y  atte  Don  y=b  biö  y=B  ju  feigen  beredbtiget* 
QBerben  nun  in  befagter  ©renjgleic^ung  ftatt  x,  nacft  ber  JRei^e, 
bie  QBertbe: 

a ,    a  H-  cüQ  9   a  -f-  cwo  "•"  wi ,   ..•  a  -t  «o  "•"  ^i  •**•••  "•"  <«'n-2  » 

jugleici^  aber  auci^  ftatt  «  bie  unenblic^  «einwerbenben  ©röflen : 

gefeilt;  wirb  bann  bie^©umme  ber  fo  gewonnenen  n  ®teic()ungen 
genommen,  unter  benen  bie  (k+l)te  folgenber  gorm  ijl: 

(o^co*  qp(a  -•-  ftiQ -f-  ft7^  -*-  «2  •  •  H-  (Oy^ji  ^  y)  = 
(  F(a-»-wo"*' wi . . . .  -f-  <ö,j,  y-*-w ')— F(aH- wq-*- ^i  •  •  •  •  "*" ^k»  7)  J 
j  — F(af  wo+<wi'»  •  •+Wk-i  >  y^^O  "*■  F(a"i-wo+«f  •  •  •  ■^^i'Vi »  yM 

in  ber  man  alfo  jlatt  k  bie  SaWenwert^e : 

0,    1,   2  ,   3',   4,  .  •  .  n— 1 

ju  fe^en  J)at:  fo  (leöt  ftcft  aö  (Ergebnis  biefer  ©ummation  folge nbe 
®renjgleic|)ung  (>eraud: 
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Lim:  {  F(A,y-i-o)0-F(A,y)— F(a,y-i-co')-f-F(a,y)  }  = 
=«'  { wo<r(a»  y)  +  (oiq  (a  f  ^o,  y)  . .  .  -f  ce)„.i  gr(a  +  wo+^i . .  -ho^^^ ,  y) }  »   f'^) 

in  bet,  unter  itt  aSorauöfefeung  n  jleßt  eine  unenMic^  gtoflwertettbe 
gonje  unb  pofttiDe  3a^I  t)or,  fotgenbe  ©Icic^ung: 

A  =  a  -f-  o;o  -*-  cy^  -*-  «2  -I-  «3  -H  .  .  H-  w^^j 

feflflefleöt  Worten  ifl. 

0efet  man  in  bie  ©leic^ung  (ß)  jlatt  y  ber  JReibe  nac^  bie 
QBett^e : 

jugleic^  aber  and)  (latt  «'  bie  QBert^e: 

W'o»    W'i,     Cü'2,    ,   .  .  .   ft)'„.,^    ,  (rJ) 

abbirt  bann  bie  fxdj  fo  ergebenben  n'  ©teidjungen ;  fo  gelangt  man 
auf  biefelbe  @nbglei(^ung ,  aU  wenn  man  in  jebe  ber  n  ®feicl)ungen, 
beren  attgemeiner  JXepräfentant  bie  ®Ieicl)ung  («)  ijl,  bie  n'  SSertbe 
für  y  Mi  (y)  unb  jugleid)  för  «'  bie  n'  SBert^e  aud  (S)  gefeilt, 
bann  bie  fSmmtlic^en  fo  erhaltenen  nn'  ©leic^ungen,  beren  aßge:: 
meiner  9Jepra'fentant  ber  folgenbe  i(l: 

€0^  o)\,  g:(a  -f-  wq "*■  ^^i  "•"  •  •  -*-  ^'k-t  »    b  -*-  w'o"*" <w'i-*- . .  -•-  cü',j*_^)  =: 
F  (a-f-(üo-*-ö>i"*-«2  •  •"♦■^k  >  ^"•■f«>'o"'~w'i-l-w'2  ••  "*■  ö> V)  1 

— F(a-*-cyo-*-wi-t-fü2»-"*'^'k»  b-f-a)'o"*"ft''i"'"w'2»»"*"ö)'j.i_j)  f 
=  Lim;  (      _  .        ^  "     } »  (^) 

— F(a-i-ft;o-*-wi-*-«2 . .  -*-w,j_^,  b-t-«  o-*-^'t -*-<<>' 2«  •"*"<« ',^/)  i 

H-F(a-»-«o"*"Wi-*-W2«»"*"ft',j_i,  b-i-o>'o"»"w't-»-w'2--*-w',j/^i)  ] 

unter  ber  Stnna^me  abbirt  t)Ätte,  baf  k  bie  3aWenwert{)e : 

0,  1  ,  2,  3,  4,  5,  ...  .  n— 1 

unb  k'  bie  folgenben: 

0,  1,  2,  3,  4,  5,   .  .  .  n'-l^ 

burc^Wuft    SDiefe  ©nbgteicljung  nun  ijl  folgenbe : 

F(A,  B)  -  F(a,  B)  -  F(A ,  b)  -i-  F(a,  b)  = 

=  w'o  { (Oo(f(tLy  hHcoi  (3r(a+wo.  b)+ . .  »i(o^^^  (3^(a+ft>o+  wi+W2 «„.2 .  b) } 

-t-  6>'i  { wog5(a,  b+w'o)+«igc(a+öjo»  b+ft)'o).»+Wn-i<?'(^+^o+«i-+«„.2»  b+cw'o) } 
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io)o  (P(^  >  b  -<-  to'o  -*-  6- 'i)  -♦-  wi  ff  (a  -*-  Wo  I  b  -*-  (ü'o  "*-  «'i)  •  • 

"•■  ^n  1  ^^^  -»-  «9  -*-  £0j  ,  .  -#-  o)     2  ,     b  -t-  COq  -*-  to'i) 


wo  n  fomo^(  atö  n'  pofttiDe  ganje  unt  unenMic^  gro^wettienbe  3a^^ 
Icit  tjorjleßeit,  bie  ben  ©leicftungeti : 

^  =r  a  HH  0^0  -f-  wj  -+-  cyg  -*-  .  . .  "•-  w„, 


üi  -+■  cy«  -*-...  -t-  w„.j  ,     1 


etttjpvcd}(n /  in  itxitu  <(>o/  C(>i;  C(>2/ . .;  co^o/  <^^i/  <(>^2/  •  *  •  un^ttb^ 
lic^  Heinmcrbenbe  Sa^Iengrö^en  tepräfentiren. 

aSergleid)!  man  We  ©leicfeung  (f)  mit  ber  (Sleid^ung  (4)  üoran= 
ge^enber  9lr,,  fo  leud^tet  bie  9lict)ti3feit  ber  am  ©ingange  gemad)= 
ten  Sefeauptung  ein,  jumal  bann,  tpenn  aud)  bie  ©leid^ungen  ber 
folgenben  jwei  9ltn.  mit  in  Setracl)tna^me  gejogen  werben. 

314,  9(e^nHc()e  ©leic^ungen  mit  (f)  ber  Dorange^enben  9lr. 
er^ä'It  man  nod^  brei,  unb  jmar  auf  analoge  ©eife,  wie  im  erften 
Sf)eile  in  91t,  33  jwei  ©leic^ungen  jur  ^arfleßung  t)on  F(b)— F(a) 
er^)atten  wovben,  S)iefe  nunmehr  jufammengefleöt ,  ertyä'ft  man 
mit  Setätfjlc^tigung  ber  ©leidßung  (4)  aud  91r,  312  folgenbe  t)ier 
©leic^ungen: 

B    A 

b     a 
lc=n.l   k'=n'-l 

<Mjjft)'ij/gr(a-i-iüo-*-wi-«-..-»-ft),j^i  •  b-i-ft>'0-i-ft>\H-..-f-w'^^,_j),  (8) 

B    A 

S  S  <r(x,y)dxdy=i: 

'  b     a 

k=n-l  k*=n^-l 

=  ^      ^    ci;,jW',j,qc(a-*-Wö"'"Wi"*'*'*"*"<Wk>  ^'*"^o'*'w't-t-..-t-w'j5/_-i),  (9) 

kssO      k'=^0 

B     A 

X  /  <;c(x,y)dxdy  = 

b     a 
k=M-l  k^'-l 

H  ^     ^    cü,ja)'j^/(3c(a-l-ft>o+Wi-l--+Wk.t  >  b-l-a>'o"*'Wi-f-..-t-w'kO»  f^^) 

k=0     k'8=0 
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B    A 
b     a 

k=0      k'==0 

in  Umn  iebet  auf  iai  jweifac^e  ©ummeniet^en  fofgente  5luöbru(f, 
ba  iel)er  betfclben  bem  ^uäbtucJe  jur  9lecl)ten  in  ©teic^ung  («)  gleid) 
ijl,  ml  tiefer  wegen  ber  Kontinuität  in  gunction  F(x,y)  im  Se» 
reiche  bet  fejtgefe^ten  Sntegrationögrenjen  beflänbig  unenbUc^  Hein» 
werbenb  ifl,  eine  unenblic^  fleinwetbenbe  ©röße  \)otftel- 
len  ttiufl. 

aSemtöge  bet  @leicftt)eit  ber  in  biefen  öier  ©teic^ungen  auf  bad 
boppette  ©unimenaeic^en  fotgenben  3Juöbtücte  mit  bem  5luöbru(Je 
jur  9lecl)ten  in  betr  ©leic^ung  {e)  (tnb  biefelben  aud)  unter  einanber 
gleich*);  bat)er  bat  man  nur  einen  biefet  Dier  5ludbrflcte  in  ber 
üorfein  ern)ät)nten  Sejie^ung,  ob  berfelbe  nämlicft  eine  unenblicft  Hein* 
werbenbe  ®rö^e  tjorjlettt;  ju  unterfuc^en,  um  .fofort  aöe  Dier  in 
biefer  ^inftc^t  beurtt)eilen  ju  fönnen.  —  ©tettt  fiel)  nctmlic^  einer 
ber  befagten  öier  9(uöbräcfe  für  äffe  angebeuteten  2Bertbe  Don  k 
unb  k'.unenbH^  fleinwerbenb  ^erauö;  fo  (tnb  zä  and)  bie 
brei  übrigen:  bie  etwa  unbefannte  Sntegralfunction  F(x,y)  ijl  <A6^ 
bann  für  äffe  jufammenge^örenben  2Bert^e  Don  x  unb  y,  fo  Don 
x=a  biä  x=A  unb  Don  y=b  b\6  y=B  entsaften  (tnb,  conti« 
nuirlic^*  (£in  bcjKmmted  ^oppelintegrate  biefer  5lrt  (lefft  eine  auf 
eine  anerfannte  ©n^eit  bafirte  mat^ematifcfte  ®röfe  Dor,  unb  fann 
@egen(lanb  ber  Setrpdötung  Dorliegenben  QBerfed  fein.  —  ©tefft 
(td)  aber  einer  ber  oben  genannten  Dier  5Iudbräcfe  für  irgenb  weld&e 
QOBert^e  Don  k  unb  k'.,  bie  nocft  im  Sereic^e  ber  (Summengrcnaen 
faffen,  cU  enblid)e  ober  gar  alö  unenJbHd^  grofwerbenbe 
®röße  ^erau^;  tann  ^ört  fold)'  ein  be(Hmmteö  S)oppeIintegrale  auf, 
irgenb  weld)e  Sebeutung  für  und  ju  feaben  unb  ftffft'au^er  bem 
Sereidö  unferer  Setracfttungen.  S^enn  bie  Sntegralfunction  F(x,  y) 
legt  für  jene  2Bert^e  Don  x  unb  y,  bie  fold&en  aBertl)en  Don  k 


*)  fSßit  fcftcn  nSmlfc^  btc  3nt<fltalfMitcttoit  F(x,y)  M  efnbettttflc  Sfuncs 
tton  btt  btibtn  SSambeln  x  ttnb  y  t^ocaud* 
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unb  k'  entfprecfecn,  ixt  ©igenfd^aft  ber  Kontinuität  ab;  iafjtt  Um 
in  biefem  SOTomente  befagte  Sntegralfunction  ber  Operation  beö 
S)ifFerenjitend  nid^t  unterjogeh  werben,  unb  fotglid^  fann  berfelben 
atebantf  aud&  feine  S)ifferenjialfunction  entfpredjen.  —  ©tefft  itc^ 
enblidö  einer  berfetben  Dier  9(uöbrütfe  für  irgenb  welche  im  Sereic^e 
ber  ©ummengrenjen  faffenben  QBertfee  Don  k  unbk'  unbeflimmt 
^eraud,  welcl)ed  offenbar  nur  bann  eintreffen  wirb,  wenn  in  ber 
ju  integrirenben  2)ifferenjiaIfunction  ber  SDifferenjialcoefftcient  gp(x,y) 
für  bie.  biefen  QBert^en  Pon  k  unb  k'  jugebörenben  2Bert^en  pon 
X  unb  y  unenblic^  groflwerbenb  auffaßt;  bann  ijl  ein  anberer  biefer 
befagten  Pier  Stuöbrötfe  jur  Hebung  biefer  Unbeftimmt^eit  jujujiefeen, 
unb  ber  beflimmte  QBertfe,  ben  biefer  b^^^orruft,  entfijric^t  aud^ 
ben  übrigen  breien*  QBenn  ber  aud  ber  Unbeftimmtbeit  gewonnene 
QOBert^,  aB  enblid)  ober  unenbUci^  grofwerbenb  erfannt  wirb,  bann 
ijl  iai  bejlitttmte  S^oppelintegrale,  wie  fdbon  erwÄ'bnt  würbe,  fein 
©egenjlanb  unferer  Unterfuc^ung ;  wobt  aber  im  brttten  gaöe,  wenn 
bad  ani  ber  UnbeiUmmtbeit  geaogene  9lefultat  eine  unenbKcfe  flein* 
werbenbe  ©ro^e  reprfifentirt  *)• 

Um  enbUc^  atted  bie  ®leid)ungen  (8)  —  (11)  betreffenbe  beifam= 
men  ju  bäben,  taflen  wir  (>ier  nocfe  bie  ©teicfeungen  (»;),  burd) 
©ummenjeid^en  bargejleBft,  folgen,  bie  nunmebr  folgenberma^en 
audfeben: 

A  — a-H^    w,^,     B  =  b-*-^    a)\,  ,  (12) 

k=0  k'=0 

9Wit  biefen  fowobl,  aö  mit  ben  ®leicl)ungen  (8)  —  (11)  werben 
wir  nod)  eine  ©pecialiftrung  in  ber  folgenben  9tr,  i)ornebmen* 

315,  3ur  ©pecialifirung  ber  attgemeinen  (grgebniffe  Porange« 
ftenber  9lr.  feigen  wir  bie  .Sncremente  Pon  x  unter  einanber  gleid) 
porauö,  unb  eben  fo  bie  pon  y;  nämlidb  wir  fefeen  folgenbe  @lei» 
cftungen  feil: 


*)  Z)ad  fo  eben  ÜRttget^eKte  bfirfte  an  2)ettt(f(bf eit  gewinnen ,  wenn  bai 
tm  etilen  Z^tik  bet  ^ntegtaftecbnung ,  In  ben  !))rm  34,  105  mh  106,  bei 
einem  analogen  ^nlaffe  mit  etwa<  me^r  Slu^fQ^tiicbfett  Sefptocbene  }u  dtat^t 
gebogen  würbe. 
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<wo  ==  ö>i  =r  0)2  rr  o»3  =  .  .  .  =  o>^^  nr  o)  , 

WO  6>  unb  €«>'  unentlic^  Hcinwetbenbe  ©rö^en  Dorfleffen. 

^ie  ©leic^ungen  (12)  Jafelbjl  geben  nunmehr  in  folgende  übet: 

A~a-i-nw,    B=:b-i-n'w';  (13) 

unb  Me  ®Ieicl)ungen  (8)  bid  (11),  ober  bie  Dier  t)etfd)iebenett  S)or* 
fleKungöarten  eineö  bcjlimmten  ^oppeüntegraK  bieten  (id)  folgen^ 
berma^en  bar : 

B     A  k=n-l  fc^=n^— 1 

I     1   <7(x»y)dxdy~r»;o)' ^       ^    ()r(a-i-kff),   b-i-k'a>'i  , 

b    a  k^O       k'=0 

B     A  k=n— 1  y=n'- 1 

I    \  q{x,y)dxdjzzo)o)*^      ^    g^(a-»-(k-t-l)ft>,    b-t-kW)  , 

'^   "'="  >  (14) 

B     A  k=n-l  k^=m*~1 

I    I  t/(x,y)dxdyrr€r)w'^      ^    (/(a-t-koi,    b-*-(k'-i-l)w')  ♦ 

h       «  k=sO         k'=rü 

B     A  kasai— 1  k'=n'— 1 

I    I  <3r(x,y)dxdy=ww'%      ^    gr(aH-(k-i-0<»,  b+(k'-*-l)w') . 

h     a  kr=0      k'=:0 

95on  ben  Dier  9(udbrücfen: 

wc»)'gp(a-*-ko>,  b+k'cf/) ,  ft>fo'<jp(aH-(k-*-l)(ü  ,    b-4-k'ft)*K 
o>wV(«-«-'^^^    b-*-(k'-i-l)&>'),  wo>>(a-f-(kH-|)«,  b+(k'-4-l)oi') 

gilt  ein  @Ieicl)eö,  waö  in  ber  i)orangeJ)enben  9lr,  über  bie  t)ier 
aögemeinern  auögefagt  würbe;  man  ifl  nä'mlici^  mitteljl  berfelben 
jebeömal  ju  beurtbeilen  in  ber  Sage,  ob  iai  in  9tebe  (lefeenbe  be* 
(limmte  SDoppelintegrate  nod)  in  ben  Äreid  jener  matbematifd)en 
®rögen  fäüt,  bie  auf  bereite  feflgejleate  ®inbeiten  jurüd  gefiibrt 
werben  fönnen. 

Stbbirt  man  ferner  bie  jwei  erjlen,  wie  bie  jwei  testen  ber 
®leid)ungen  (14)  /  fo  gewinnt  man  au^  folgenbe  )wei  ©leic^ungen 
jur  S>arfteÖung  bed  in  9tebe  fle^enben  beftimmten  S>oppeUntegtaW : 
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B     A 
b     a 


k'=n'.\r  k=n-l 


=:0)C0'  ^     I  ^<p(a,h+k'a)0  +  ^     <P(a  +  k6),b+k'6)')+^y(A,b  +  k'a)'>  [  ,   (15) 


k'=0   \  k=l 

B    A 

/  /  <)f(x,y)dxdy: 

b     a 


=  ft>oy  ^       <   ;f<;p(a/b  +  k'ö)')+^     <;p(a  +  ka),b  +  k'ö)')+*f  V(A,b  +  k'ö)') 
k'=l     (  k=1 

3lbWrt  man  tnilxdj  tiefe  jwei  ©letc^ungeti,  fo  etgiebt  (td^: 


(16) 


B     A 


h     a 

k'srn'-l 


=/^' 


fqc(a,b)-*-%    f/(a,bH-k'«')-*-|.gr(A,b) 

k=n-l  /  k^=n*j.t 

■*■   X      <tV(»+^^''')+^    ^(a+kü),h+k'6)0+f<y)(a+kö),B)  >     \    .    (17) 

k=l    (  k'=i  } 

k^==i/-l 

-f-  f  (^(A,  b)  -<-    7    ir(A,  b  -f-  kV/;-*-  ^(]r(A,  B) 


316*  ^af  man  oon  ben  in  ben  Dorauö9efd)idEten  91tn.  aufge:» 
fteöten  ©ummengleicfeungen  bei  ber  nä^erungöweifen  ^luömittelung 
beftimmter  2)oppeIinte9taKcn  93ort()eil  jie^enfann,  Derftefet  (tc^  Don 
felbft  unb  bcbarf  feiner  weitern  Unterflüfeung ,  wenn  namentlich  ber 
&öiln^\i<ivasta\>i)  beö  erften  Zf)t\U6  ber  Sntegralrecfcnung  jugejogen 
wirb.  —  S)a  ferner  jebeö  ^oppefintegrale  auf  ein  jweimaligeö  3n* 
tegriren,  jebeömal  nac^  einer  95ariabeln,  l)inaudl[a'uft;  fo  wirb  man 
ben  gleidben  93ort^eiI  wie  bei  einfad^en  beflimmten  Sntegralien  au^ 
ben  im  erjlen  %t)txk  oon  9lro.  107  -  tiö  129  aufgeflettten  @ä'^en 
jiefeen,  um  aud^  ein  beflimmteö  2)pppelintegral  in  Sejie^ung  auf 
Sonüergenj  unb  ^iüergenj  ju  unterfuc^en.  5luä  gleid)em  ®runbe 
bürften  auc^  bie  ©dywierigf eiten ,  fo  t)on  ber  aSielbeutigfeit  berSn* 
tegralfunction  bei  ber  ^^erfleöung  bed  beflimmten  !£)oppeIintegraW 
^errtEll)ren ,  aW  befeitiget  erfWrt  werben;  man  wirb  (tc^J  mit  gleid)em 
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(Stfolgc  wie  bei  bejlimmten  Sntegralien  einer  SBariabeln  bet  im 
erflen  Steile  aufgejleaten  0äfee  unb  bet  jur  (Jrld'uterung  betfelben 
beigegebeneit  Ufotittvn  %äUt  bebienen,  bie  in  ben  9lrn.  130  bid  138 
mit9etf)eitt  werben  pnb.  —  (Bi  üerbleibt  fonacfe  nur  ein  ^unft  noc^  aar 
Erörterung,  bie  Umformung  nämlicfe  eineö  mit  conflanten  Sntegra-- 
tionögrenjen  Derfefeenen  S>oppeKntegrate ,  burd)  ©nfübtung  neuer 
3ntegrationöi)ariabeIn,  in  ein  bemfelben  aequipolenteö.  9Wit  ^uä- 
nabme  Don  wenigen  gcttten  weicht  ba6  a3erfaf)ren  ber  Umformung 
eineö  I)oppeUntegraÖ  Pon  bem  einedeinfac^jen  beflimmten  SntegraW 
gclnittc^  ab,  wenn,  wie  eben  gefagt  würbe,- bie  urfprflnglidben  93o» 
riabeln  ber  Sntegration  burc^  Functionen  neuer^  Sßariabeln  erfefet 
werben.  S)iefem  nac^  werben  wir  in  ben  folgenben  91rn.  aud^  bie« 
fen  ©egenftanb  einer  forgfÄtigen  Prüfung  unb  (Erörterung  unter* 
jie^en,  unb  er(l  feernad)  ju  ben  breifad^^n  Sntegralien  breier  aja* 
riabeln  übergeben. 

317.    fyat  man  iai  befKmmte  S)oppetintegrale-. 

B    A 

/  S  g^(x,y)dxdy  ,  "  («) 

b     « 

in  bem  bie  93ariable  x  burd)  irgenb  eine  g^oction  einer  anbern 
ajariabeln  erfel^t  werben  foff,  fo  bietet  bie  Umformung  bedfelben  in 
ein  analoge*  Pon  gleichem  QBertbe  feine  größere  @d)wierigfeit  bar, 
afö  wenn  eine  äftnlid^e  Umformung  mit  einem  einfachen  beflimmten 
Sntegrale  einer  SJariabeln  Porjunebmen  wäre,  welche  festere  wir 
bereit*  im  erflen  Steile  in  9lr.  144  in  ber  gröftmöglid^en  9lffge^ 
meinbeit  be^anbelt  baben.  ®in  gleicbeö  Sewenben  bat  e* ,  wenn 
bie  jweite  93ariabte  y  im  Porgelegten  befHmmten  S^oppelintegrale 
(«)  burdb  irgenb  eine  Function  einer  anbern  93ariabetn  erfefet 
werben  fott. 

(£twa*  Perwidetter  jebod)  wirb  fcbon  befagte  Umformung,  wenn 
(latt  einer  ber  beiben  Sntegrationdpariabeln ,  j.  S,  wenn  ftatt  x, 
irgenb  eine  Function  einer  neuen  unb  ber  urfpröng« 
lid)en  jweiten  QJariabeln  y  gefeilt  wirb,  wenn  man  nämlidb: 

x  =  f(o,y)  (/?) 

fel^t,  wo  f  bie  Sefdyaffenbeit  ber  Function  jljnrt,  unb  u  bie  neu= 
eingeftib^te  93ariable  Porjlettt.  ?lber  aud)  bier  (tnb  nod)  bie  (Scbwie« 
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vigfeiten  bev  Umformung,  ot^m  oaSertWönberunq  U6  vorgelegten 
S^oppelintegrotö,  lei^t  ju  ^eben,  wie  wir  fol^es  fofort,  beDor  wir 
jum  aßgemeinen  ^aUt  ber  Umformung  übergeben,  in  Dorliegenber 
9lr,  noc^  jeigen  wollen. 

Sebenft  man  nomlid),  bafi  im  oorgelegten  2)oppeIintegrale  («), 
wä'l)renb  in  bemfelben  bie  Sntegration  nad)  x  üoQjogen  wirb ,  bic 
ajariable  y  aW  Sonjlante  ju  bet)attbeln  ijl,  fo  folgt  feieraug,  baß 
man  bei  ber  burcfe  bie  ®lei(l)ung  (ß)  angebeuteten  Umformung 
gleichfalls  y  alä  Sonflante  an)ufe(yen  ^abe;  ia^  alfo  nic^t  etwa  iai 
2)iffereniiale  öon  x  burc^: 

dx    ,  dx    , 

-^—  du  -*-  -T--  dy 
-  du  oy 

au  erfefeen,  fonbem  wegen  bei  Sonilantfein  oon  y  lebiglid^: 

dx  =  i^  du  (y) 

)U  feigen  4(1,  "'^  -5-  ^^^  <J«*  ^^^  ©leic^ung  J/3)  gejogene  par= 

tieQe  S^ifferenjialquotient  Pon  x  nad^  u  ijt. 

933irb  fonadö  bie  Sntegrationdpari^ble  x  im  Porge= 
legten  S)oppelintegrale  («)  burc^  bie  in  ©leicftung  (ß) 
fejlgejlellte  3Jnnal)me,  bann  iai  S^ifferenaiale  pon  x 
nacft  ber  eben  aufgeftellten  ©leid^ung  (y)  erfe|t,  unb 
(teilen  ai  unb  Ai  bie  Sntegrationögrenjen  ber  neuein- 
geführten  93ariabeln  u  por;  bann  Mt  man: 

B     A  B    Ai 

J   I  g^(x,y)dxdy  =  J   f  '^(^>y)  d^  ^^^y  »  (<5) 

b      a  b      a| 

wenn  man  bie  Sntegrationögrenjen  ber  93ariabeln  u, 
na^  ber  ©teicftung  (F)  9lr.  144  beö  erften  S^eile^,  aixi 
folgenben  jwei  ©leic^ungen  ai^I)t: 

f(A, .  y)  =  A  ,    f(a, ,  y)  =  a  .  (s) 

Sei  ber  9luSmittelung  ber  neuen  Sntegrationögrenjen  ai  unb  Ai 
aud  biefen  ©leic^jungen  («)  fann  jweierlei  eintreffen.  Crllend  ift  ed 
möglich,  baf  biefelben  unabWngig  Pon  y  (Id^  ^erauöfleffen ;  in  bie:^ 
fem  gatte  fann  man  im  9luöbrutfe  jur  9lecl)ten  ber  @(eicl)ung  (6) 
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We  Sntegtation  nadj  u  bct  md)  y  i)or*  ober  nac^ge^en  laffcn. 
3wcitenö,  uttt  jwar  in  oiel  größerer  9tnjaf)l  ftnb  Me  Jcfttc^  wo 
wenigftenö  eine  tiefet  Snteflrationdgrenjen,  ai  ober  Ai,  oö  SwncKon 
oon  y  (tc^  berauöftettt;  aföbann  ober  batf  in  bentfelben  5tttSbrucfe 
ber  @Ieicl)un9  (J)  bie  Orbnungöfolge  ber  partiellen  Sntegrationen 
nidjt  me^)r  t^ertaufc^t  werben,  man  ifl  aöbann  gebunben^  bie  3n»= 
tegration  nad^  u  inner  ben  angegebenen  ©renjen  ber  nac^  y  borau* 
get)en  ju  laffen.  2)enn  bie  allgenteine  ©leicfeung  (5)  9lr.  312,  bie 
eine  93erfel^ung  ber  Orbnungöfolge  ber  Sntegrationen  gemattet,  ijl 
im  erjten  Steile  ber  Sntegralrec^nung  unter  ber  audbrüctlicl^en  Se* 
fcbränfung  ermiefen  worben,  baß  bie  Sntegrationdgrenjen  ber  einen 
93ariabeln  Don  ber  jweiten  SntegrationdDariabeln ,  unb  umgefefjrt, 
unabbängig  feien. 

9lacl)bem  wir  aud)  biefen  gatt,  afö  erlebiget  erfWren  bürfen, 
wenben  wir  unö  nunmebr  in  ber  nÄcftflfofgenben  Sir.  bem  aflge» 
meinfien  ^aU^  ju,  wenn  nämlid^  beibe  Sntegrationäüariabeln  x  unb 
y  beö  S'oppelintegrate  in  («)  burd^  gegebene  Functionen  Don  jwei 
neuen  95ariabeln  erfe^t  werben. 

318.  (B6  follen  im  ^oppelintegtale  («)  bie  Sutegra^» 
tionöpariabeln  x  unb  y  burdb  Functionen  jwei  neuer 
Q5ariabeln  u  unb  v,  wie  folgenbe  ©leidbungen  jeigen: 

X  =  i/(u,  V)  ,    y  =  T/^Yu, V)  ,  (J) 

in  ber  2Beife  erfe^t  werben,  baß  bad  umgeformte  S)op« 
pelintegrale  genau  benfelben  SBertt),  ald  iai  Porge« 
legte  in  (w)  barbiete. 

^iefe  Umformung  ju  erjielen,  benfen  wir  und  aud  ben  jwei 
©leicfcungen  (^)  eine  ber  jwei  neuen  95ariabeln  u  ober  v  eliminirt- 
2BeIcl)e?  —  wirb  ber  95erfo(g  biefer  9lr.  lebren.  eingenommen  v 
ijt  bie  eliminirte  Variable,  fo  ergiebt  (tdb  eine  ©leidbung  jwifciöen 
X,  y  unb  ü,  mitteljl  welcl)er  im  Porgelegten  S)oppelintegrale  («) 
entweber  x  bur^  eine  Function  Pon  u  unb  y,  ober  aber  umgele^rt 
y  burdb  eine  Function  öon  u  unb  x  erfel^t  werben  fann.  9(uf  bie 
abermalige  Frage,  welche  biefer  Umfel^ungen  fei  nun  Porjunefemen? 
biene  jur  Antwort,  jene,  bie  bie  Sntegrationdgrenjen  ber  neueim 
gefti^rten  Q3ariabeln  u,  ald  Sonflante,  ober  alö  unabhängig  pon 
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ber  noc^  reftirte»  jweiten  aSariabeln  y  otev  x  barjleCit.  —  Spat 
man  tiefet  (Snbjiel  bejlä'nMg  Dor  ^Jugen,  iann  dürfte  cö  nic^t 
fd)TOer  fatten>  aud)  in  ber  t)orf)in  aufgeworfenen  S^age,  betreffen* 
bte  (Elimination  oon  u  ober  v  auö  ben  ©leic^ungen  (f) ,  eine  bie» 
fen  5wecfen  förbernbe  ^ntfc^eibung  ju  treffen.  S)a  und  nämlich  bie 
3luöwal)t  ber  Sucl)flaben ,  um  bie  neueingefü^rten  SSariabeln  Dorju» 
jleflen,  frei  gegeben  i(l;  fo  erflä'ren  wir,  mefer  @infaclö^)eit  in  un» 
fern  93ortrag  ju  bringen  ^  ein  für  aüemal  bie  Sud)flabengr'6f e  v 
olä  jene,  beren  Elimination  aud  (^)  ein  günfliged  JRefultat  in.  ber 
jule^t  erwähnten  Sejiet)ung  barbietet,  unb  ftel)en  Dor  ber  ^anb 
t)on  bem  aßerbingd  oft  borfommenben  gatte  ab,  bei  bem  bie  3nte* 
grationdgrenjen  ber  reftirten  neuen  93ariabeln  u  feiner  conftanten 
QBert^e  fa'big  ftnb. 

©eben  wir  nun  in  öorliegenber  91r.  uon  ber  9lnnat)me  aix6,  ed 
fei  bie  ©leid^ung  jwifd)en  x,  y  unb  u  (bad  Ergebnis  ber 
Elimination  Don  v  aud  (^))  ganj  geeignet,  bie  93ariable  x 
aud  bem  S>oppe(integraIe  («)  wegjufcfeaffen,  unb  ed  biete 
biefelbe  für  x  eine  5w«ction  oon  u  unb  y  burd)  eine  analoge  @lei* 
tfeung  mit  (ß)  oor^erge^ienber  9lr:,  ober,  ber  großem  ®infacJ)^)eit 
wegen,  burc^  biefe  fetbfl  bar;  fo  gewinnen  wir,  ganj  ben  93orf(l)riften 
ber  öorangebenben  9lr.  folgenb ,  auc^  eine  analoge  ju  -ber  bafelbft 
aufgeflettten  ®leicl)ung  (^),  in  ber  bie  Sntegrationdgrenjen  ai  unb 
Ai,  wie  öorfein  feftgeftettt  warb,  conflante  ober  öon  y  inbepen* 
beute  ®rö^en  fein  werben.  2)a  biefed  legtern  Umftanbed  wegen  bie 
QJertaufi^ung  ber  Orbnungdfotge  ber  Sntegrationen  nacft  u  unb  y 
gemattet  ijl;  fo  (lefft  ftd)  nunmebr  befagte  analoge  jur  ©leic^ung 
(6)  auä)  fofgenbermagen  bar: 

B      A  Aj      B  ,  - 

r  J  c/(x,y)dxdy  =    f    r  <rCx»y)  ("J^)**ydu  ,  (./) 

«    b      a  aj      b 

WO  i-^]  ben  partiellen  S)ifferenjialquotienten  öon  x  nad)  u  öor- 

ffceOt,  ben  bie  @leid)ung  (ß)  t)orangel)enber  91r.,  ober  ben  jene 
©leic^ung  barbietet/  bie  bad  Ergebnif  ber  Elimination  Don  v  aud 
ben  ©teid^ungen  (f)  PorfleW). 

*)  SEBic  l^bcn  btcfen  pattuQen  i)iffei:(niia(quotimUti  be^totgen  mit  ^a^ 
ccnt^cfcn  umgeben,  um  fo(d)en  von  jenem  pactieQen  IDtffeten^ialQuoHenten  ber 
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Um  nun  ixt  (Bxn%at\ii  biefet  9lr-  angejeigtt  Umformung  ju 
®nbe  ju  brittäen,  ^aben  wir  nodf)  in  ber  eben  aufteflettten  ©(eicfeung 
öuö  bem  bejtimmten  S^oppelintegrole  jur  JRe^ten  bie  3ntegroHonö=» 
DariaMe  y  mittelfl  ber  jweiten  ©(eic^ung  in  (f)  ju  eliminiren,  mU 
d)eö  in  analoger  93Jtife,  wie  in  bem  in  Dorange^enber  9lr.  be^anbelten 
i)erwide(tern  gatte  bewerlflelKiget  wirb,  Suerfl  wirb  na'mli^,  gleidö 
wie  in  bem  fo  erwähnten  gatte,  ift  bem  3(uÄbru(fe  jur  Siebten  ber 
®(eicl)ung  (i?) 

•'  dv 

gefeilt,  wo  ber  partieöe  SDifferenjialquottent  jur  Siebten  au6  ber 

'j weiten  ©fei^ung  in  (f)  ju  bejKmmen  ifl;  bann  Werben  bie  Snte« 

grationögrenjen  ber  neueingefö^rten  SJariabeln  v,  faB^  folc^e  burc^ 

ht  unb  Bi  angebeutet  werben,  aud  folgenben  ©leic^ungenbefKmmt: 

(/;'(u,  Bi)  =  B  ,    ip'(u,  bi)  =  b  ;  (5^) 

fo  baß  nunmehr  bie  ©leid^ung  (v)  in  folgenbe  übergebt : 

B     A  Ai    Bi 

JJ,(,.y)dxdy=JJ,(x.y)(^)^dvda.  (x) 

b      a  *1     1*1 

WO  bie  red)terbanb  nod)  etwa  i)orfommenben  SJariabeln  x  unb  y 
burc^  u  unb  v  au^  ben  jwei  ®(ei(feungen  (f)  ju  erfel^e«  ftnb, 
3n  biefer  @teid)ung,  bie  bie  i)erlangte  Umformung  barflettt, 

t)aben  wir  nur  noc^  ben  partieöen  2)ifferenjiaIquotienten  (-t^)  burcft 

partielle  2)ifferenjiat(|uotienten ,  welche  unmittelbar  aud  ben  bie 
Sranäformation  bewirf enben  ©leid^ungen  (f)  felbfl  fließen,  umju^' 
fe|en ;  bamit  bann  baö  tranöformirte  S^oppelintegrate  feine  anbern 
partiellen  S^ifferenjialquotienten,  aW  fold^e  enthalte,  bie  unmittelbar 
auö  ben  jute|t  erwa'f)nten  ©leicfeungen  (s)  gejogen  werben  ^  fönnen. 
Umgiebt  man  nad)  bem  obigen  Uebereinfommen  mit  ^arentfeefen 
jene  partiellen  S^ifferenjialquotienten,   bie  auä  ber  ©leid&ung  (ß) 


Darmbein  x   nacb  u^   ben  Me  erfle  ber  oben  aufgefteOten  ©(efcbungen  (t) 

batbtetet;  unterfcbetben  ju  fonnen,  melc^^en  Ulstern  wir  in  ber  9o(ge  etnfa(b 

burcb  -7—  anbeuUn  werben, 
du 
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Dorange^etiber  9lr.  ober  anS  ber  ©leid^ung  gejogen  werben  /  welche 
(Jrgebtttß  ber  ©Umination  t)on  v  ani  be«  ©let^ungett  (f)  ijl;  fo 
bietet  iai  totale  2)ifferenjiale  biefer  @leicl)un9  (ß)  folgenbe  bar: 


-'=(S-"-(^)-'' 


bie  totalen  2)ifferenaialien  Don  x  nnb  y  auS  ben  ©lelc^ungen  (f) 
bieten  aber  folgenbe  ©leid^ungen  bar: 

j     dx  .     dx  j 
dx  =  -r—  du  -•-  -=—  dv  , 
du      dv 

dy  =<-r^  du  Hh-r^  dv  ; 
•'du       dv 

ba^er  erhält  man,  wenn  ber  ^u^bruct  Don  dy  aud  biefer  @Iei(^un3 
in  bie  t)ori3e  dx  barjlefifenbe  @(ei^ung  gefegt  wirb/  aud^  fblgenbe 
SejHmmung  für  dx: 

unb  auä  SQerglei^ung  ber  beiben  ^omtenwert^e  Don  dx  mit  fRtadi^ 
tung  Ui  Umflanbe^/  ia^  bie  93ariabeln  u  unb  v  in  f einerlei  ^t^ 
genfeitiger  ^b^cfngigfeit  ju  einanber  flehen/  ergeben  (tc^  fo(genbe 
}wei  @(ei(^mtgen: 

dx  _  /dx\         /^\    ^y 
"du  "^  VIS"/  "*"  Vdy/    du  • 

dx  _  /^\  ^ 

dv   ""  Vdy/    dv   ' 

auä  benen  nac^  t)ofi(}ogener  (Sßmination  t)on  (-^)  bie  fo(genbe  ge^ 
jogen  wirb: 

/dx\    dy  dx  ^ly^         dx  ^dy 

\  du'  "dv         "diT   dv   ""    dv    du   ' 

Stiert  man  biefed  (Srgebnif  in  bie  aufgeflefifte  ©leic^ung  (x)  ein, 
bann  jlelKt  bad  (Snbrefultat  ber  am  ^gange  verlangten  Umformung 
bie  folgenbe  @Ieic^ung  bar: 
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in  ber,  im  3(uöbrude  jur  9le^ten  nämlid),  x  unb  y,  wie  bie  par- 
tieden  S)tiferen)iatquotietiten : 

dx        dy        dx        dy 
du  '     du  '    17  '    "57 

aud  ben  bie  Umformung  bemitfenben  ©(eid^ungen  (f)  ju  nehmen  jtnb. 
S)te  auf  V  bejögtic^en  Sntegrationägrenjen  b^  unb  Bi  fönnen, 
ba  fotdbe  auö  ben  ©(eicfeungen  (Sr)  ju  ermitteln  jtnb,  unb  biefe  bie 
95(jriab(e  u  inpotoiren,  gfeicftfaöd  t)on  biefer  Q3ariabeln  abhängen;, 
in  biefem  gqtte  nun  üerbteibt  baä  2)oppelintegraIe  red)ter  ^anb  in 
©(eid^ung  (X)  in  ber  bafelbfl  angebeuteten  Orbnungöfolge  ber  par^ 
tielKen  Sntegrationen,  nÄmlid^:  juerfl  wirb  natt)  v,  Don  v=bi  bid 
v=:Bi,  bie  Sntegration  Pottjogen  unb  ftierouf  erfl  mä)  u,  pon 
u=ai  bis  u.=Ai,  weld^e  (enteren  Sntegrationdgrenjen ,  wie  fc^on 
oben  bemerft  würbe,  aud  ben  ©leidbungen  (e)  porange^enber  9lr, 
gefolgert,  conflante  ®rö^en  fein  müjfen.  (Stetten  pcfe  aber  bie  Sn:» 
tegrationdgrenjen  b^  unb  Bi,  auä  ben  ©leid^ungen  (2r)  gefolgert,  ald 
conftante  ober  Pon  u  inbepenbente  ©röfien  bar;  bann  ifl  bie  Orb== 
nungdfolge  ber  partiellen  Sntegrationen  nadb  u  unb  v  pööig  will« 
M^rlidf),  fo  baß  atöbann  befagted  S^oppelintegrale  aucfe  burcfe  folgenbeS 

erfel^t  werben  barf, 

319.  2)ie  Umformungägleicftung  (l),  auf  bie  wir  in  porange^ 
l)enber  9lr,  gelangt,  ift  unter  ber  9lnna^me  erhalten  worben,  baf 
bie  bur^  Elimination  Pon  v  an6  ben  @letd)ungen  (i)  gewonnene 
©leid)ung  (ß)  Pollfommen  geeignet  fei,  bie  93ariable  x  burd)  bie 
neueingefitf)rte  u  ju  erfefeen;  in  ber  QQBeife,  ba§  bie  3ntegrationd= 
grenjen  a^  unb  Ai,  fo  auf  bie  neueingefii^rte  93ariable  u  Sejug 
^aben,  confkante  ober  Pon  y  inbepenbente  ©röfen  repra'fentiren.  ^a 
einerfeit*  beim  9lid)teintreffen  biefer  93oraudfeijung  bie  ©leicfeung 
(X)  nid^t  me^r  Seftanb  ftat,  unb  fomit  bie  9Wöglidf)feit  einer  Um^ 
fprmung  nur  nodb  unter  ber  fofort  mitjutt)eilenben  Soraudfeßung 
(wenn  nämüd^  bie  ©leidbungen  (^)  }u  ©runbe  gelegt  werben)  benf bat 
ifl;  anberfeitd  bie  ßöfung  ber  Umformung  unter  biefer  jweiten  9Jor= 
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ouöfeluttg,  auä)  abgefeften  t)on  bem  gaße,  wenn  fold^c  tro<^  Wc 
eittjig  bcnfbate  ift,  tf>eoreHf(löed  Sntereffe  barbicten  bürfte:  fo  ge^en 
wir  nun  t)on  bet  5lnna^me  auö,  bie  auö  ben  ©leicfeungen 
(S)  burdb  ©Hmination  t)Ott  v  gemonnene  (^)  eigne  fic^ 
bie  33ariable  y  burc^  bie  neueingefü^rte  u  ju  erfel^ett/ 
bergeflaft,'  bafi  bie  au6  biefer  Steigung  iß)  gefolgerten  ©renjen 
Don  u,  (meld)e  nunmehr  md)  ben  für  y  be(let)enben  ©renjen  ju 
ermitteln  ftnb),  alä  conflante  ober  t)on  x  inbepenbente  ©rö^en  jtc^ 
fterouöjletten, 

5uer(l  bemerfen  wir,  bafi  baö  2)oppe(integra(e  («)  wegen  ber 
cbnfianten  Sntegrationidgrenjen  beöfetben  antt)  folgenbermafen  bor^^ 
gejlelKt  werben  barf: 

AB  , 

S  S  g(x,y)dydx  .  («i) 

ab 

QQBirb  f)ier  bie  SJarioble  y  mit  3ujief)ung  ber  ©teicft'ung  (ß)  9lr, 
317,  bie  wie  in  ber  Porauögefd)i<ften  9lr.  bog  Srgebniß  ber  (£ß= 
minotion  üon  v  mi  ben  ©(eicfeungett  (f)  PorfieÖen  mag,  burd^  bie 
neueingefüt)rte  ajariable  u  erfe|t;  fo  f)at  man,  aU  erfle  Ueber* 
gangggleici^ung: 

AB  A     B'i- 

JJ<F?^.y)dydx  =  JJ<r(x.y)(-£)d«dx  . 

ab  a      b'i 

WO  (^)  ben  partietKen  2)ifferenjial<|uotienten  Pon  y  nad^  u,  and 

ber  ®(eid)ung  (/?)  gefolgert,  borfteöt,  unb  wo  bie  auf  u  bejäglid^en 
Stttegrationögrenjen  b'j  unb  B'i,  möi  berfelben  ©lei(l)ung  (/3),  aui 
folgenben  jwei  ©leid^ungen : 

x=:f(b,bS),     x  =  f(B,BS)  Ui) 

au  jie^en  (inb ,  beren  SQBert^e,  jur  JKealijtrung  ber  perlangten  Um= 
formung,  Don  x  unabWngig  fein  müjfen,  Seim  (gintreffen  biefer 
5lnforberung  ge^t  biefe  ©teicfeung  über  in: 

A     B  B'i      A 

•      b  H'l.  «    ' 

md  ber  nod),  aud  bem  £)oppeIintegraIe  )ur  Siechten  nämlid) ,  mit 
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3«ite^uii9  ter  etflen  ®Ieid)ttiifl  in  (f)  Me  93aciab(e  x  wegjuftdöaffen 
unb  burcft  We  jweite  ber  neueingefö^tten  SJariabeln,  bur^  v,  ju 
etfefeen  ifr 

etcttt  man  nun  bie  Sntegtatlondgtenjen  Don  v  but^  a'i  unb 
A'i  Dor,  fo  jiefet  man  biefelben  nad)  bem  eben  SWitget^lten  auö 
folgenben  jn^ei  @Iei(^ungen: 

unb  man  t^at,  flatt  bet  Dot^etge^enben  ®(ei^ung/  folgenbe: 

A     B  B'i    k\ 

J  J  gr(x,y)dyd,  =  J  J  -K-.y)  (■£)  -J^  "^^  J»  • 

a       b  b'i      a'i 

WO  ber  partteöe  aDifferenjialquoHent  -^  gleid^fatö  aufi  bet  etften 

bet  in  (£)  aufgefleBten  jwei  ©fei^ungen  ju  jie^en  ifl. 
Q3etfä^tt  man;  ben  ^(udbtuif: 

/^\   dx 

butc^  pattietle  S^ijfeten^ialquotienten  bat}ufle(Ien/  bie  unmittelbut 
<t\xi  ben  ©leidöungen  (?)  fliegen,  in  Äfenlid^et  QBeife,  wie  bei  ona* 
logem  Slnlajfe  in  Dotangebenbet  Sit.;  fo  et^ält  man: 

/  dy  \  _dx  r^   dj^  __    dx^   dyl 

\"dT/    dv  Ldu    dv         "d7    duj  ' 

unb  ioi  Snbetgebni^  bet  untet  gegenwättiget  93otauöfel^ung  Det= 
langten  Umfotmung  »itb  but^  folgenbe  (Steigung  batgefleöt: 

//V,.,,„..d,=-/'/U,n[^^-^^]-.*.,  *. 

b      a  b'i   a'i 

WO  im  S^oppetintegtale  ted^t^^^^nb,  gleichwie  im  oitatogen  bet  ®Iei= 
d^ung  (X),  bie  Satiabetn  x,  y  unb  beten  pattiellle  £)iffetenaial- 
quotienten : 

dx  dx  dy-         dy 

du    '      dv   •     lu   *     17 

auö  ben  ®Ieid)ungen  (?)  ju  nehmen  (inb. 
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320,  S)ie  ©leid^unge«  (x)  unb  (X')  ber  jwei  Dotaiögefi^idten 
Slttt,,  bie  unter  jwei  tjerfc^iebenen  SöorauSfefeungcn,  bei  3«9run*= 
belegu«9  jebed)  betfelben  t)ermittelttben  ©leidöungett  (f),  ba^  Problem 
bet  Umformung  eirte^  S^oppelintegraB  in  ein  bemfelben  äquivalente^ 
unb  ähnlxdjtß  (Öfen,  fe^en  in  gar  Vielen  ©tüden  einonber  g(eicl&;  m^ 
mentlidö  flettt  jt^  biefe  ®Ieicl)feeit  ganj  in  bie  3(ugen  faffcnb  bar, 
wenn  bieJSntegrationögrenjen  in  biefen  beiben  ©leidbungeri  wegge* 
batikt'  merben;  ti  befielt  i^re  9(bmeid)ung  bann)uma(  tebigücl^  in 
ber  aSerfcbiebenfeeit  ber  Seicften  ber  burcl)aud^  ibentifd^en  9luöbrudfe 
jur  JRec^ten  ber  ®Ieicl)f)eitdjeic^en,  —  S)ie  Slnal^flen,  bie  bid  ie|t 
biefen  ©egenflanb  be^anbeft  l)aben,  wie  ®uler,  von  bem  biefe  Srand« 
formation  eine«  2)oppeIintegrafö  f)erräf)rt,  bi^  auf  fiacroi):,  ftef)ett 
atterbingö  einigermaßen  bei  biefer  Slbtreid&urig  ber  Seicfeen  an.  0ie 
verweilen  jebocl)  nicfet  babei,  biefe  93erfd)iebcn^eit  auftufWren,  fon^ 
ber n  bereifen  (tc^  mit  ber  QBenbung,  „biefe  gormel  (ber  Sluöbrud 
„jur  JRec^ten  in  ber  ®leid)ung  (>.)  ober  (X')/  wenn  von  ben  Snte* 
„grationdgrenjen  abgefe^en  wirb)  ift  jebo^  nur  baju  beftimmt,  bie 
„®röße  bed  vorgelegten  ^oppelintegraB  anjugeben,  w<id  fein  3eici&en 
„betrifft,  weiß  man  baöfelbe  iebedmal  aud  anbern  Umfta'nben  ju 
„folgern",  ober  au^  mit  einer  biefer,  bem  3nl)atte  na^,'ganj  ä^n* 
li^en  3lu^rebe,  um,  fobalb  wie  möglid),  über  biefe^  ^arabo):on  weg 
JU  fein,  jur  ^Inwenbung  biefer  Umformung  auf  concrete  ptte  über* 
jugef)en  unb  bann  bereut  Sraud^barfeit  bei  ^lanirungen  f rummer 
gläc^en,  bei  Äubaturen  u,  bgl,  mebr  barjut^un.  2)er  ©eometer 
jumal  ifi  bei  biefen  unb  äfenlid&en  Problemen  ber  ©eometrie  ober 
ber  9Med)anif  nie  in  Söerlegenfeeit  bie  Sntegration^grenjen  bed  lutdi 
Umformung  gewonnenen  2)oppelintegraÖ  bem  ra'umlid&en  ®egen= 
ftanbe  felbft  abjufe^en,  2)er  Stnal^jl  aber,'  ber  nur  von  bem  SBe«' 
griffe  feineö  Äalfulö  gefiifert  wirb,,ifl,  ba  er  baä  mit  ber  Umför« 
mung  ju  erffcrebenbe  ®nbjiel  beflänbig  vor  9(ugen  t)aben  muß,  fd&on 
wöbrenb  ber  Umformung  barauf  angewiefen,  bie  Sntegration^grenjen 
mit  in  ben  Äreiö  feiner  Setrad^tungen  ju  jieben;  baburcft  wirb 
nid&t  nur,  wie  au^  ben  vorauögefcfticften  jwei  9lrn,  ^ervorgebt,  bad 
in  ber  Slmbiguität  ber  5txi)tn  liegenbe  ^arabo):on  gehoben,  viel« 
mebr  leud) tet  wegen  ber  Serfd^iebenfteit  ber  93orauäfe^ungen,  m6 
benen  bie  ®leid)üngert  (k)  unb  (X')  entfprungen,  bie  5not^wenbigfeit 
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eitler  Sßerf^ieben^eit  tiefet  ©leidjungen  feJbfl  ein,  welche  nidöt  attein 
in  ben  SJocjeidöett  bet  3luöbtflde  tcd)tett)atib  bet  @teid)^eiWjei(^en, 
fottbern  au^  in  öejug  auf  bie  Sntegrotion^gtenjen  bcrfelben  an^ 
genfättifl  ftetöortritt.  9ltterMn3|S  twtb  eä  auc^  g^'öe  geben,  wo 
o^ne  Unterfci)ieb  bie  eine  ober  bie  anbere  ber  ©leic^ungen  (X)  unb 
(XO  jur  3lnwcnbung  gebraclöt  werben  borf;  im  9lttgemeinen  aber 
fd^Uellt  bie  eine  biefer  ©(ei^ungen  bie  anbere  aud,  wie  n^ir  fold^eö 
an  befonbem  $ä(Ken  nod)  }eigen  werben/  benen  wir  aber  in  folgen« 
ber  9lr.  eine  gebrängte  3ufammenfle(l(ung  ber  bereite  gewonnenen 
aÄgemeinen  Srgebniffe  ooraud  ge^en  laffen. 
321.    2Benn  iaä  S)oppeIintegraIe : 

//\(x,y)dxdy  ,  (A) 

b     » 

wo  bie  Sntegrationdgrenjen  a,  b,  A,  B  Don  ben  SntegrationdDa» 
riabeln  x  unb  y  inbepcnbent  (tnb,  mittelfl  ber  ©reid^ungen: 

X  =r  t/;(tt,v)  ,    J 

#  I  A  ) 

y  =  t^'(a,  v)  ,   ) 

in  ein  bemfelben  gleicftwertt)igeä  auf  bie  Variable  u  unb  v  bejöglidbeö 
©oppelintegrafe  untgefe^t  werben  fott;  fo  eliminirc  man  and  ben 
bie  befagte  Umformung  Permittelnben  ®Iei(l)ungen  (a)  eine  ber  aSa« 
tiabetn  u  unb  v,  j.  SB.  bie  SJariable  v.  QBirb  baö  (grgebnig  biefer 
Elimination  burd^: 

f(x,  y,  u)  =  0  (b) 

bargefleßt;  bann  möffen  entweber  bie  auf  x  bejüglid)en  Sntegra* 
tionSgrenjen  a  unb  A,  in  biefe  ©feidbung  (b)  flatt  x  gefeilt,  für  u 
conflante  ober  Don  y  unabhängige  QBert^e  hervorrufen,  ober  aber 
bie  auf  y  bejt[iglid)en  Sntegrationögrenjen  be«  üorgefegten  JDoppefc 
integrate  (A)  muffen,  wenn  foldöe  flatt  y  in  biefe  ©leic^ung  (b) 
gefegt  werben,  für  u  conflante  ober  »on  x  inbepenbente  QQBertbe  ber« 
ijorrufen. 

Se  nad)bem  bie  erfte  ober  bie  jweite  biefer  9lnfor* 
berungen  eintrifft,  wirb  au^  bie  erfle  ober  bie  jweite 
ber  nun  folgenben  Umformungögleicfeungen  ein  etatt 
traben;  im  erflern  gälte  nämlid)  wirb  man: 
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hu  *1       ^1 

f)öbcn,  wo  ai  unb  Ai,  anß  folgenden  jwci  ©Icid&ungen 
benimmt: 

f(a,  y,  a,)  =  0  ,     f(A,  y,  AO  =  0 ,  (49) 

inbepenbent  t)Ott  y  erfcfeeincn  muffen,  uttb  wo  ferner 
bie  Sntegrationögrenaen  bi  unb  Bi  ani  fDtgenben  jwei 
©leicfeungen  ju  ermitteln  finb: 

b  =  t^'(u,  bi)  ,     B  =  i^'(u,  ß,)  ;  (20) 

im  letztem  galle  hingegen  flellt  fi*  folgenbe  Umfot. 
mungdgleid)ung  httanß: 

WO  folgenbe  jwei  ®reid)ttngen: 

f(x,b,  bS)  =  0,     f(x,  B,  B't)  =  0  (22) 

für  b'i  unb  B'i  Don  x  inbepenbente  9Q5ert^e  barb.ieten 
mifffen,  unb  wo  bie  Sntegrationögrenjen  a'i  unb  A'i 
ani  folgenben  ©leid^ungen: 

a  —  t^(u,  a't)  ,     A  =  i/;(u,  A'i)  (23) 

JU  }iei)en  finb. 

Ereignet  eS  |td)  nun,  bofi  weber  bie  ©leic^ungen  (19)  conflante 
2Bertf)e  für  ai  unb  Ai,  nodö  bie  ©leic^ungen  (22)  bergleid)en  9Q5ert^e 
für  b'i  unb  B'i  barbieten,  unb  jwar  anij  bann  nod^  nid^t,  nac^« 
bem  man  in  ben  ®leicl)ungen  (a)  bie  SJariabeln  u  unb  v  gegenfeitig 
»ertaufd&t  f)at;  bann  finb  biefe  ®leict)ungen  (a)  jur  Um« 
formung  bed  vorgelegten  S)oppeIintegrated  (A)  un« 
traud)bar.  Sieten  l)ingegen  bie  ©leicfeungen  (19)  conflante  SQBertfte 
für  ai  unb  Ai  unb  jugleid)  aucfe  bie  Steigungen  (22)  tergleid&en  S3Jer* 
tfte  für  b'i  unb  B'i  bar ;  bann  finben  auc^  beibe  Umformung^gleic^un« 
gen  (18)  unb  (21)  auglei^  0tatt;  fo  baf  unter  biefer  le^tertt 
93oraudfe^ung  aud^  folgenbe  ®Iei(6ung: 
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/'/ V(*iy)  A  dv  du  =  -  /  '  /k«.  y)  A  dvda         (24) 
befl:el)en  wirb,  in  itx  man 

^  "*   du  "df         dv    du  ^"^^ 

gefeilt  l)at 

2Bir  fügen  nur  nocft  Me  Semerfung  bei,  baß  ber  fo  ebenburd) 
A  angebeutete  Sludbnicf ,  ber  aucfe  jut  JKecfeten  ber  ©leidbungen 
(18)  unb  (21)  Dorfömmt,  unter  ber  Söorauöfel^ung,  bie  Sntegra* 
tionöDaciöbeln  x  unb  y  flehen  in  feinerlei  gegenfeitiger  Slb^ängigfeit, 
wtlttft  93orauäfel^ung  aden  üorauägefci^icften  Setrad^tungen  }u@tunbe 
Kegt,  baß  unter  befagter  93oraudfel^ung  alfo,  bie  be* 
fogte  ®rö^e  A  weber  unenblidö  gro^  noc^  unenbli^ 
flein  je  fein  fann.  2)ie  Segrünbung  biefer  Sef>auptung  ^aben 
wir  bereite  in  "Slv.  289  mitget^eilt ,  wo  bie  bafelbft  burd&  x'  ,unb 
y'  Dorgeflettten  SBariobeln  gegenwärtig  burd^  u  unb  v  erfel^t  ftnb. 

322,  QBie  bereite  9{uögangd  ber  jweitöor^ergefeenben  9lr.  an* 
gejeigt  wutbe,  tt)ei(en  wir  aud)  ein  ^aar  befonbere  gätte  jur  Erläute- 
rung ber  aßgemeinen  ©rgebnifle  mit 

L    ^i  fei  bad  S^oppeUntegrale: 

f  /  |/a2  -  x2  —  (c2  -x2)y2    yc2  -  x2   dxdy  , 

in  beut  wir  a>  c  Dorau^feften;  nad)  (guter ,   burdö  folgenbe  9(n= 
naibnten  aber  x  unb  y: 

V  UV 

y  = 


in  ein,  beut  SBert^e  nad),   bemfelben  Döttig  gteic^eö  unb  auf. bie 
Söariabeln  u  unb  v  bejögHcfee^  2)oppe(integra(e  umjufefeen. 

®(iminirt  man  auö  biefen  jwei  Dermittelnben  ©(eid^ungen,  wel^e 
ben  attgemeinen  ©(eidöungen  (a)  in  Dorange^enber  ^v.  entfprecfeen, 
bie  aSariable  v,  fo  ergiebt  fidö: 


ux  -  y  yc2  — x«  =  0  , 

bie,  für  ben  Dortiegenben  gaö,  ber  JKepräfentnnt  ber  attgemeinen 
Oleicfeung  (b)  öorangeftenber  9lr.  ifl.   eel^t  man  in  biefer  Steigung 
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x=0,  fo  finbet  man  u=oo;  fefet  man  x=c,  fo  flettt  ^dj  u=0 
^etauö :  worauf  nun  flefcftloffcn  wirt,  cö  fei  Me  ©leicfeung  (18)  Dot» 
anflehender  9lr,  Me  pajfenbe  Umfonnunfldflleid&unfl  för  ben  Dotlte« 
genben  gatt,  in  ber  man,  na^  ber  eben  getroffenen  ©efKmmung, 

ju  fefeen  ^at  S)a  ferner  bie  ©leid^ungen  (20)  bafelbfl  in  folgenbe 
übergeben : 

0=...    °\    .,.    1=  "«• 


fluö  weld&ett:  ■ 

bi=OunbB|=c 
gejogen  Witt;  fo  ge^t  tefagte  Oleitl^ung  (18)  ober  in: 

WO  man  jur  9lect)ten  Dom  ®reid)^eitöaeid)en  bie  Sariabeln  x,  y 
unb  beren  partieÄen  2)ifferenjia(quotienten: 

dx        dx        dy        dy 
du"'    "dT  *     d^'     d7' 

nad^  ben  am  ©ngange  feflgeflettten  ©reid&ungen  ju  erfefeen  t^at 
9lun  tidt  tn<in  m^  biefen  ©leic^ungen: 

bann  jie^t  man  aufi  benfelben  ©leid&ungen  folgenbe: 

.  ^^  _.      —  pv  dy   _  c8u(iH-ag) 

_dx  ^__^        i  dy   ^ Y(c2^v2) 

bie  bie  ©leicfeung: 

dx     dy  dx    dy   v 

du    dv  ""  17  IK  |/ITP  |/^ri-u2)-.v2 

borbieten;  fona^  ^at  man: 

X  /  Va2.xMc2-x2)y2  l/^2::i2  dxdy  =  ~   f  /  V^^  v  dvdu  . 

0    0  •^.•'o     l-*-u2 

!RaaBe,  <D{ff.  II.  3nt.  {Red^tiutifl.  u.  11 
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We  DermiJse  bet  jwetten  tec  ©Icic^ungen  (6)  Sit.  312  in  folgente 
äbergefet: 

1     r  |/a2-x2-(c2-x«)y2    Vc2^  dxdy  1=   f   f  ^^^"^J    vdvdu  , 

0       0  0      0 

Me  We  Der  langte  Umfotttiun9d9leicl)un9  ifi,  m6  welcher,  nament 
Kd)  aud  bem  Sluöbrucfe  juc  SXedbten  berfclßen,  ber  QQBert^  bed  öor^ 
gelegten  S^oppeUntegroB  fe^r  leicht  feetgeflefft  wirb, 
ed  ift  nÄmtid^: 

0        0  0  0 

ober  aud) : 

0       0  0 

ober  enblicft: 

0       0 

fonad^  ^at  man/  mie  oben  behauptet'  würbe : 

1       c 

r    f  "KaZ-x^-Cc^-x^Jy«    V^»^^  dxdy  =  ^  |  a^  -  [}/l^^y  \  , 

0       0 

ate  Seftimmungögleicftung  bed  am  (Eingänge  Porgetegten  ^opptlxn^ 
tegraled. 

II.    ^li  )weiten  befonbern  SalK  legen  wir  uni  baä  S)oppe(in:» 
tegrale : 

|^|Vx2+y«)dxdy  , 

wo  ^(x«  +  y*)  irgenb  eine  Function  pon  x«  +  y«  porjlettt,  a«^ 
Umformung  nadö  benjwei  ©leic^ungen: 

X  =  V  Cos.u  ,     y  =  V  Sin.u 

por. 
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(gltminirt  man  auö  tiefen  betmitteinben  ©leid^ungen  tie  93a» 
mbk  vp  fo  etI)Ät  man : 

X  Sin.  u  —  y  Cos.  u  =  0  ; 

ia  i}kv  foroot)!  bie  5(nna^me: 

X  =  0  un5  X  =  cc 
vefpcftiDe  auf: 

u  =  —  un&  u  =  0  , 
afö  aud^  We  5lnna^me: 

y  z=  0  unb  y  =   QO 

attf*conflante  2Bett^e  för  u,  ncfmli^  auf: 
u  ==  0  un&  u  =r  — 

fö^vt;  fo  entnehmen  wir  Wetaud,  ia^  o^ne  Untetfd)ieb  Me  eine  ober 
bie  anbere  ber  in  t)oran9e^enber  9lr,  aufgefhjDften  Umformungdglei' 
(jungen  (18)  ober  (21)  ju  Orunbe  gelegt  werben  fann,  fo  baf  jebe 
berfelben,  ba  man  gegenwärtig: 

dx    dy  dx    dy   

da    dv         "5v     du 

bat,  auf  folgenbe  ®(eid)ung  föftrt : 

J  J  (y(x2-i-y2)dxdy  =  T»  rg?(v«)  vdvda  , 

0    0  0     0 

ober,  wenn  jur  SRecftten  bie  Sntegration  nacft  u  i)oajogen  unb  v« 
burdö  X  erfel^t  wirb,  au(fe  auf  folgenbe: 

OD  CO  «O 

0      0  0 

SBirb  femer  jur  fiinfen  x  in  xv^  unb  y  in  yVli  umgefeljt,  fo 
(tettt  ftdö  folgenbe  IXebuction  ^erau*  :- 


(«) 


0       0 


wo  a  unb  b  reelle  pofttiDe  2Bert^e  t)aben. 

iCiefe  jwei  befonbern  gaöe  börften  woW  genügen,  baö  in  Doran- 
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ge^enber  9lt.  aademein  bejei^ttete  a3erfa^teti  )u  erläutern.  SBd^rett^ 
ttämlid)  ber  in  I  be^anbelte  %a(l  bie  alKsemeine  Umformunadgtei^ 
(j^uttä  (21)  gerabeju  oudfdylieft  mi  lebiflKd^  na^  ber  in  (18)  auf^ 
geflettteh  ©leid&ung  ju  bel)anbeln  ifl,  bietet  iai  SJoppefintegroIe  in 
II  einen  ^aU  bor,  ber  obne  Unterfcftieb  ieber  biefer  Umformung^* 
gleicftungen  unterlegt  werben  fann, 

323.  ^at  man  bie  2WÖ9(id)feit  ber  Umförmunfl  eine«  2)oppeI» 
integrafö  wie  (A)  in  "Slv.  321  in  ein  bemfelben  aequiDatenteö,  mit« 
telfl  ber  bafelbfl  aufgeftefften  ®Ietd)un9en  (a)  erfonnt;  fo  erübriget 
nocft  bie  Seftimmung  be«  in  ©leic^ung  (25)  oufgefteBten  9luSbru(fed 
för  £^,  ber,  nrie  jum  S^eit  fc^on  ani  ben  9lrn.  318  unb  319  feer« 
Dorge^t,  mand&er  2)ar(le(i[ungöform  fä^g  ifl.  Unter  biefen  nnrb, 
ie  mi)  Sefc^oflfenf>eit  ber  bie  Umformung  bewirfenben  ©Jei^ungen 
(a),  bie  eine  unb  onbere  S^orftettungöform  ben  übrigen  öorjujie^en 
fein,  bann)uma(  namentlidb/  n^enn  bie  teid)tere  unb  fd^neQete  ^er« 
fledung  ober  SSeflimmung  Pon  A,  atö  (£ntfct}eibungdmoment  auftritt. 
%\xi  biefem  ®runbe  t^eilen  wir  bie  wefentlic^ern  S)arile(l(ung«' 
formen  für  A  feier  nod^  mit,  beDor  wir  ju  ben  Unterfud^ungen  ber 
breifac^en  Sntegralien  breier  QJariabeln  überleben,  mit  weldjen-wir 
An  *er  nädbfkfolgenben  9lr.  ben  SInfang  mad)en  werben, 

2)ie  ©leic^ungen  (a)  9lr.  321,  bie  x  unb  y  atö  Functionen  wn 
u,  y  barfleQen,  feigen  auc^  u  unb  v  unter  einanber,  glei(^  wie 
foldfeö  für  x  unb  y  jKtKfdbweigenb  öoraudgefel^t  ifl,  in  {einerlei  ge« 
genfeitiger  Slbbängigfeit  Dorau«;  fo  baf  auä  benfelben  nicfet  nur  x 
unb  y  atö  Functionen  Don  u,  v,  fonbern  au^  umgefebrt  u  unb  ▼ 
aÜ  Functionen  Don  x,  y  berauögeben* 

S)iefed  feflgeftettt,  bejleben  folgenbe  ©leic^ungen : 

dg  dn  dx  '   ^lu^  dy^ ^"^  .«  ÜH,  ^5^        j!?.  ^L.  —  n 

du  "~  dx  da    dy  du     '  ^v"    dx  dv    dy  dv     * 

dv  ^^  dv  dx    dv  dy  ^_    dv  _   dv  dx    dv  dy  ^^ 
du    "dx  dv    ^y^  dv     '  dv    dx  dv    dy  dv"     * 

auö  benen  wir  bie  porjüglid^ern  9Q5ertbformen  Pon  A  ableiten  werben, 
©ebenlt  man  nämlid^  bie  ©leidbung : 

^  "•  du    dv  dy    du   •  ^  ^ 

fo  bieten  bie  auf  ber  erflen  Seile  bejinblidben  jwei  0lei*ungen, 
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wen«  folcfte  gehörig  Derbunben  werben,  We  fblgenben  jwei  ^t^^ 
mungö(iteid)un9en  für  A  bat: 

du     .  dy  dtt    >v  dx  „ 

dr^=17;    d7^  =  -17'  ^"> 

ebenfo  rufen  bte  jwei  ©leid^ungen  <iuf  ber*  jweiten  Seite  bedfeften 
69fientö  fotgenbe  SeiHmmung^gletd^ungen  httwx: 

^v    .  dy  dv    ^  dx  ,,„. 

dr^  =  - d^'    dF^  =  dH--     .        ^™^ 

aWuttipIicirt  man,  t)on  bcn  julel^t  aufgejlettten  toter  ©feicftnngen,  bie 
erfle  mit  ber  vierten,  wie  bie  jweite  mit  ber  britten,  unb  nimmt 
bann  ben  Unterfcfeieb  ber  ^robufte ;  fo  fleflt  ftc^,  bead^tenb  bie  aOBert^)» 
form  Dom  A  ani  (I),  folgenbe  ©leid^ung  ^erauö: 


(du    dv    jdu    dv\  

dT   d7         dy     dT;  ^    —  ^ 


nun  ifl  nac^  ber  ^udgangd  9lr.  321  gemachten  Semerfmig/  bie 
Sef^affenbeit  t)on  A  betreffenb,  biefelbe  eine  öon  9lutt  i)erfc^iebene 
®röfe:  fona^  ^at  man  a«^  folgenbe  SSeiUmmung^gleicftung: 

(du    dv  du    dv  \     .  ^  ,.,. 

dT  dF"  d7^)^  =  ''  ^^^ 

bie  in  mand)er  ^ejie^ung,  waö  namentli^  bie  partietKen  £)ijferen» 
jialquotienten  betrifft,  bie  intoerfe  ju  ber  in  (I)  mitget^eilten  2)ar« 
fleBung^form  t)on  A  tjl. 

2)a$  aucfe  bie  ©rgebniffe  in  ben  ^vn.  318  unb  319  awei  S)ar. 
flelKungöformen  für  A  barbieten,  leud&tet  fe^r  balb  ein;  eben  fo 
giebt  ed  nod^  imi  anbere,  bie  )u  ben  fo  eben  genannten  in  anaIo>» 
ger  QBeife  eine  inöerfe  Sejie^ung  ^aben,  ate  e^  bie  SJarflettungd:» 
form  (I')  ju  ber  in  (I)  ^at  2Bir  unterlaffen  jebocft  folc^e  f)ier  auf* 
)une^men^  ba  man  nad^  einer  nur  etwelc^en  Ueberlegung  fc^on  )ur 
Ueberjeugung  ber  ©leicfebebeuteribeit  biefer  eben  genannten  Dier  SQBert^» 
formen  Don  A  mit  benen  in  (II)  unb  (III)  aufgeflettten  gelangt, 
wobur^  eine  befonbere  Angabe  berfe(ben  unnöt^ig  wirb. 

SRit  biefen  fe^ä  ©leid^ungen  finb  wir  ber  ^nit(I)t  bie  wefent» 
liefere  2)ar(!lettungdform  Don  A  mitget^eift  ju  ^aben,  öon  benen 
wir  aber  eine,  beren  Sraud&barfeit  bejfer  ^eraudiu^eben,  auf  ben 
in  Dorangeftenber  9flr.  in  I  be^anbeften  befonbern  gatt  jur  Slnwen- 
bung  bringen  wotten. 
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3n  bem  befagten  befonbetn  gatle  (tnb  Me  ©leid^ungen  (a)  folgende: 


UV 

y  = 


auö  weld)ett  fet)t  feicfet  u  afö  Function  Don  x  unb  y  audgcbrüdt 
werben  fann,  nämtid)  butd^  bie  ©letc^ung: 

9lac^bem  man  biefe  ®feicl)ung  ftergeflettt,  erfennt  man  aucfe 
febr  balb,  ba^  bie  jweite  betr  ©leicfeungen  (II),  am  f^nettilen  jut 
Sejlimmung  Dott  A  fütyren  bürfte.  —  3n  ber  2;{)at  erf)ÄIt  man 
auö  ber  erflen  ber  julel^t  aufgefietKten  brei  ©leid^ungen  folgenbe 
Seflimmung: 

dx  1 


dv       yjii:^ ' 
unb  auö  ber  u  barffcettenben  Oleidbung  folgettbe : 


du   __  Vcg— x2   _  ji^  ; 
dy   "^         X         ""   y    ' 

ba^er  t)at  man,  nad)  ber  jweiten  ber  ®leid)ung  (II),  folgenbe  Se^ 
ftimmungögleid&ung  für  A : 

T  ^  = /  ' 

y  |/i-»-u2 

unb  wenn  für  y  ber  oben  fejlgefiettte  QQBertö  eingeführt  wirb,  ergiebt 
|td^  biefelbe  Sejlimmung  für  A,  bie  wir  in  t)orangef)enber  9lr. 
nad)  ber  ®leid)ung  (I)  Dorliegenber  9lr.  auf  einem  etwaä  befdöwer* 
Ud)ern  2Bege  gefunben. 

324.  2Bir  wenben  unö  nunmel)r  ben  breifacfeen  SntegraKen 
breier  SSariabeln  ber  gorm: 

/  /  /  ^(x;y,3&)dxdydz 

ju,  bie  wir  in  ber  Dorliegcnben  unb  ben  folgenben  9lrn.  ä'^nlici)eti 
Unterfud)ungen,  wii  in  ben  Doraudgefd&icften  9lrn.  bie  S^oppelin« 
tegralien  jweier  SJariabeln  unterjieben  werben. 

SQBenn  F(x,y,z)  eine  Function  ben  x,  y,  z  Dorfteßt,  biebrei^ 
mal^nad)  einanber  partiell  Wfferenjirt,  einmal  nad)  x,  einmal  nad^ 
y  unb  einmal  nad^  z^  bie  Function  y(x,y,z)  barWetet;  nämlid), 
wenn  man: 
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^^^ = '<••  '■ " 

^)0t,  mit  bet  SJefd^tättfung  jeboc^,  baf  in  F(x,y,z)  feine  ©rijfe 
aügemeiner  3irt  öorf6mnit,^t)ie  nic^t  oud^  q}{x,y,z)  enthält:  fo  i<l 
man  nac^  9lr.  307  folgenbe  ©teid^unfl  aufjujteöen  bered&tiget: 

J'X/<)f(3C.y,z)dxdydz  =  F(x,y,z)  +  t/;(y,z)-f-i/;'(z,x)-f-i^"(x,y),  (27) 

WO  '^(Vi^)  eine  wittfä^rlic^e  Function  bon  y  mib  z,  beögteidfjen 
^'(z,x)  eine  bon  z  unb  x,  wie  i/^^'Cxjy)  eine  bon  x  unb  y  ifl. 

S)er  5luÄbru(f  rec^tet^yanb  ftettt  bie  DoÖftänbige  ober  offgemeine 
SlttPfung  ber  bteifac^en  Sntegrotiott  Dor*  S)ie  anol^tifd^e  @d)wie^ 
rigfeit  benfelben  ju  ermatten  tebucitt  ftd^  batouf,  ju  einer  öorgelegten 
Function  ^(x,y,z)  eine  ber  ©leiööung  (26)  entfpred&enbe  gunction 
F(x,y^z)  anjugeben,  weld^e  in  analoger  2Beife,  wie  in  9lr,  309 
bei  !J)oppeIintegranen  jweier  93ariabeln  I)erju<leffen  ifl. 

325.  2)ie  in  ber  ©leic^ung  (27)  Dorange^enber  SHr.  enthaltenen 
brei  wifffübrlicften  Functionen  werben  m6  berfelben  eliminirt,  wenn 
man  bad  in  SXebe  fle{>enbe  breifati^e  Sntegrale  äftntic^en  9lnf6rbe» 
rungen,  wie  ba«  in  ben  9lrn.  310  unb  311  betra4)tete  ©oppelin» 
tegrale  ünterjie^t. 

aBÄre  j.  S.  eine  9(nforberung  fotgenbe : 

^ai  breifacfee  Sntegrale: 

fo  JU  beflimmen,  ba^  bieSntegralfunction,  bie  bie  par^ 
tielle  Sntegration  nac^  x  barbietet,  fflr  x  =  a  Der* 
fd^winbe;  nacl)bem  biefem  ein  Oenöge  g<fc^el)en,  gebe 
iad  burcl^  abermalige  partielle  Sntegration  nadö  y  ge« 
wonnene  ©r^ebnif  fflr  y=b  in  9lull  über;  wenn  man 
biefeö  ®rgebni|  enblic^,  nacfe  z  partiell  integrirt,  ge^e 
folc^eö  fflr  z=c  in  9lull  Aber:  fo  führen  Setrad^tungen, 
analog  mit  benen  in  9lr.  311,  auf  bie  ©leiööwng: 

S  SS  ^^^^y^^)^^^y^^  = 

=  F(r,y,»)  -  F(x,y,c)  -  F(x,b,z)  -  F(a,y,z) 

-f-  F(x,  b,  c)  -»-  F(a,  y,  c)  -f-  F(a,  b,  z)  —  F(a,  b,  c)  ,  (28) 

welche  ber  gejtefften  breifad)en  Einforderung  ein  Oenöge  tbut     . 
I>a  ber  Sluibrud  jnr  9led)ten  wm  @lei<lö()eittjeid)en  biefer  ®lei* 
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d^uttfl  för  iebe  ber  btei  9tttna^mett/  nÄttilid^  för  x=a,  fflr  y=b 
mi  für  z=c,  in  Slutt  öberge^yt;  fo  t{>utbiefe  Oreic^ung  itx  ana* 
lofleti  9lttf0rbetunfl  ju  ber  in  9lr.  310  glcidöfaJÖ  ein  ©enögey  b.  &• 
biefe  ®[eic^ung  (28)  bejlimmt  had  bteifac^e  Sntegtale: 

betma^en,  ba^  bieStttegtalfunction  betfelben  fflrx=a 
fowo^l,  aU  äud^  fai:y=b,  wie  enblic^  färz=citt3lttü 
äbetge&t 

^uf  biefelbe  ©(eiti^ung  (28)  gelangt  man  ho(f>^  wenn  aucl^  bie 
Orbnungdfbige  ber  partiellen  Sntegtationen  t)on*ber  eben  angegebenen 
abweicht/  atteö  anbete  aber  unoeränbert  be(affen  wirb. 

326.    SBenn  bie  Sntegrolfunction  bed  breifac^en  SntegraÖ: 

X//^(3C,y,z)dxdydz  , 

wie  folc^e  in  üorange^enber  9lr.  befUmmt  würbe,  för: 

x  =  A,   y  =  B,    z  =  C 

)U  befUntmen  iil;  bann  t^at  man  ein  beilintntted  bteifac^e 
Sntegrale  unb  beutet  badfelbe  in  folgenber  QBeife  an: 

C   B   A 

S  S  S  gp(Xfy»36)dxdydz  , 

o    D    m     , 

beffen  SBertb  ani  ®Ieic^ung  (28)  Dorange^enber  9lr.  gebogen,  burd^ 
fblgenbe  ©leid^ung  bargeilelTt  wirb: 

C   B    A 

S  S  S  ^(»•y.36)dxdydz  =r 

ob» 

=  F(A,  B,  C)  —  F(A,B,  c)  -  F(A,  b,  C)  —  F(a,  B,  C) 

-f  F(A,  b, «)  -H  F(a,  B,  c)  -*-  F(a,  b,  C)  -  F(a,  b,  c)  .       (29) 

®efiai^t  auf  bie  @c^(u$bemer{ung  ber  Dorangebenben  9lr.  beilegt 
aud^  bie  (Sleid^ung: 

C    B  A  B    A  C 

XXX  flp(x»y»5t)dxdydz  =  J*// g)(x,y,z)dzdxdy   ,      (30) 

c    J>    •  b    «    e 

Wie  nodb  öier  analoge  ju  biefer,  bie  jeboc^  nur  unter  ber  SJefd&rÄn» 
fung  (lattflnben,  baf  bie  Sutegrationdgrenaen: 

a  unb  A,  b  unb  B,   c  unb  C 
bon  ben  Sntegration^Dariabefa  x,  y  unb  z  unabWngig  flinb. 
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genier  etWtt  man,  wenn  in  ber  ®(eicl)Utt9  (29)  a  mit  A,oUx 
b  mit  B^  ober  enWid^  c  mit  C  uertaufcfet  wirb,  in  gleid^er  Orb* 
ttuttfl  bie  erile,  bie  jweite,  bie  britte  bet  nun  folgenben  brei  ®Uu 
(jungen: 

C   B    a  C  B   A  ' 

SS  S  gt(x,y,z)dxdydz  =  -  /  f  J*  <;p(x,y,z)dxdyd2 

c    b    A  c    b  a 

C   1,   A  C   B    A 

S SS  9^(^»y» ^)^^y^^  =  -  SSS  ^^^^ y» z)dxdydz , )   ^i) 

o    B    a  c    b    a  ' 

^c    B   A  C   B    A 

S  S  S  9'(x,y,2)dxdydz  =  —  /(•/  ^(x,y,z)dxdyd2 

C    b    a  ob« 

wetd&e  brei  Oleicftungett  bie  attalogen  ju  betten  itt  (6)  9lr*  312  ftttb. 
SBirb  fertter  in  berfelbett  Oteic^uttg  (29)  a  mit  A  unb  b  mit  B, 
ober  c  mit  C  unb  a  mit  A,  ober  enblid)  b  mit  B  imb  c  mit  C 
t)ertaufd)t;  fo  erhält  matt  itt  gleicher  Drbttuttg  folgettbe  brei  ®lei* 
tl^ungett: 

C   b    a  C   B  A 

•fi-k  ^(ac,y,2)dxdydz  =  /  f  /  g)(x,y,z)dxdydz , 
/X/g^(*»y.^)d3cdydz  =  S^f/^q:(x,y,z}dxdydz  ,  )         (32). 

C    b   A  o    ]>   a  1 

G    b   A  C  B  A 

S  S  S  <;P(x,y,z)dxdydz  =  /  f  /  y(x,y,z)dxdydz 

C    B   a  o    ]>    a 

93ertaufcl&t  matt  ettblid)  itt  berfelbett  ©leid&uttg  (29)  jugleid^  a 
mit  A,  b  mit  B  uttb  c  mit  C;  fo  ^at  matt  aud)  folgettbe: 

o   b    a  C   B  A 

•C  'S  •[  ^(*»  y»  z)  dx  dy  dz  =  —  /  f  J  g;(x,  y ,  z)  dx  dy  dz  .      (43) 

327.  9Bad  itt  bett  9lrtt.  313  —  315  über  bett  Sufammett^g 
jtoif(ftett  befümmtett  S)oppelittte9raIiett  uttb  ©ummett  uttettblid^  Dieler 
uttettblidö  Heitttverbettber  ©lieber  begrönbettb  mitaet^eilt  waxt,  erflredt 
pd)  M<li  ober  befHmmte  breifac^e  Stttegraliett;  trir  üertoeifett  bafeer 
auf  biefe  citirtett  9lrttt,  «ttb  t^eilett  ^ier  blöd  eittige  (gttbergebttiffe 
mit,  ofttte  bei  berett  Slbleituttg  ju  Dertt^eitett, 

QJd  ftettett  »,  «',  ö"  bie  conftatttett  uttettblid)  Heitttt^erbettbett 
3tttta^mett  ber  a3ariabeln  x,  y,  z,  bei  bett  etttfpred^ettbett  fuccef^^ 
i^ip^tt  Uebergättgett  berfelbett  üott  ben  tttttertt  f>xi  )u  bett  obertt  @rett]* 
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wettfeen  »or,  tiÄmltc^  öon  x=a  bid  x=A,  Don  y=b  bx6  y=B, 
oott  z=c  bW  z=C;  ferner  feien  folgenl^e  ©leicfeungen: 

A  =  a-t-nfti,'B  =  b-l-  n'w' ,    C  =  c  -f-  n'^to" 

feflgeftetlt,  wie  auc^'Me  folgenbe: 

C    B    A 

^  ^  S  S  S  <?^Cx,y,  2)dxdydz  , 

c     b     a 

blof  jur  aSereinfad&ung  ber  JBarflettung:  fo  ftat  man  ixt  folgenben, 
benen  in  (14)  SHr»  315  ganj  onalogen  ©leic^ungen: 


ks=»~l  k'=Ti'-l   k"=n"-l 


ü=( 


ürrww'w"    > 


=0        F^ö 
k=n— 1  k'=n'-l  k"«=n"— 1 


k=0 


1 

g)(a+(k+i)ö),  b+k'w',  c+k"«" 


ü  = 


a+kö,  b+(k'+l)»',  c+(k"+l)w" 


a+(k+l)«,b+(k'+l)«',<^+<k"tl)»" 


(34) 


ü  =  ww'(w''^^     ^^       N^  (^(a+kw,b+(k'+i)(tf',c+k'V' 

k»n--l  k'=n/-l   k"^»^! 

U  =  ö>wV^        ^        ^    g)(a+kc»j,b+k'w',c+(k"+l)fc)" 

k=n-l  k^=n*~1   k"^ii^l 

L 

g)(at(k+l)ft>,  b+k'«',  c+(k'Hl)<ö" 

^=a^l  k'ssn'-i  k''=n^l 
ksO         k^O  k'So 

9Senn  ton  ben  adjit  ^udbrficfen^  bie  auf  bie  treifad)en  dum« 
menjeic^en  folgen^  feiner  für  irgenb  einen  ber  ongebeuteten  SBert^e 
oon  k,  k',  k"  unenbftc^  gro^werbenb  auÄfättt;  fo  ift  biefed  ein 


k=0 
k=n-l  k'=n'~l  k"=»"— 1 


k=0  k'=0  k"=0 

k=n-l  k'=n'-l  k"=n"-l 
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mttüqliäiiti  ^etinjeic^ti^  la^  bie  Stitegtalfunctiott/  Me  mr  oben  in 
gir.  324  burcfe  F(x,y,z)  angedeutet  ^aben,  fflt  feinen  bet  93Jett^)e 
öon  x=a  bi*  x=A,  üon  y=b  bi6y  =B  unb  öon  z=:c  bB 
z==C  We  @i8enfd)aft  ber  Sontinuität  ablegt,  ©iebt  ed  hingegen 
jufamntenge^ftvenbe  9Bett^e  üon  k,  k',  k",  bie  noc^  im  Sememe 
ber  ©ummengtenjen  fatten,  für  bie  einer  ber  eben  erwähnten  act)t 
3luöbräde  unenblid)  grofwerbenb  erfannt  wirb,  b- 1).  giebt  ti  SBert^e 
für  X,  y,  z,  bie  noc^  im  S^reic^  ber  refpectiöen  Sntegrationd^ 
grenjen  be«  in  fKebe  fle^enben  bestimmten  breifadöen  Sntegratö  faöen, 
wtldjt  ber  Function  ^(x,  y,z)  einen  unenblid^  grof werbenben  SBertb 
beilegen;  fo  unterfud^e  man  bad  ^robutt  wn  ö«'©"  mit  irgenb 
einem  biefer  acf)t  5tuiSbriide,  w&ljlt  te^tern  iebodö  fo^  ba^  befagte*  ^ro* 
buft  unter  feiner  unbeflimmten  gorm  erfc^eine:  ie  nad^bem  biefed 
^robuft  ben  unenblid)  fleinwerbenben  3uflanb,  ober  einen  ber  beiben 
anbern  einer  reellen  3a W/  ben  enblicften  ober  unenblid^  gro^wer* 
benben  3uflanb,  eingebt,  verbleibt  andS)  bie  aöfcittig  unbefannte  3n= 
^tegralfunction  F(x,y,z)  in  ber  ttädi)flen  Umgebung  b^r  eben  ange^^ 
beuteten  brei  ®ertl)e  öon  x,  joon  y  unb  Don  z  im  3uflanbe  ber 
SontinuitÄt,  ober  biefelbe  erleibet  bann  eine  ©iöcontinuität  3n 
tefeterem  gatte  ^ört  iai  breifad^e  Sntegrale  auf  fKeprclfentant  einet 
matl)ematif(^en  @rö^e  ju  fein,  unb  fÄllft  fonad^  auger  bem  Sereic^e 
ber  unfern  S5etrad)tungen  nodö  ju  unterjiebenben  Sntegralfunctionen. 

328.  Snbem  wir  un*  nunmehr  anfd^icten,  bie  Srandformation  eine* 
breifadöen  beflimmten  SntegraW,  wenn  bie  primitiuen  Sutegrationöüa«' 
riabeln  burd)  Functionen  neuer  erfel^t  werben,  Dorjutragen,  be* 
merfen  wir  einlcitenb,  ba^  wenn  mcl)t  jebe  ber  brei  primitiuen  SJa* 
riabeln  x,  y  unb  z  burd^  eine  Function  brei  neuer  93ariabeln  erfel^ 
wirb,  iai  bannjumal  ha6  Problem  biefer  Sraniformation,  wenn 
nid^t  auf  ica  eined  einfad^en  beftimmten  3ntegrald,  (>öc^flend  nur 
nod)  auf.  ba^  ber  Sranöformation  eined  beflimmten  2)oppelintegratö 
jweier  93ariabeln  WnauöWuft :  badbemnadö,  ba  wir  fold^e*  in  ben  91m. 
317  — 323  mit  ieber  nur  wönfdbbaren  ^lu^fö^rli^feit  befprot^en 
^aben,  feiner  weiteni  Q^rUrterung  beborf.  —  3ur  Unterflöl^ung 
biefeö,  t^ellen  wir  einen  folcfeen  gaö  mit,  welchen  wir  aud  bem 
Orunbe  mit  einiger  5(uöfö^rlidöfeit  fogar  befprecfeen  wollen,  um 
Don  bemfelben  bei  berSe^anblung  bed  allgemeinen  gaöeö,  wo  iebe 
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(et  urfptändHd^ett  93atiabe(n  inx(f)  eine  ^urnttoh  tretet  Don  eiti' 
anber  unabhängigen  93atiabe(n  erfe^t  fein  wixi,  in  ä^nHc^et  9Beift  ®e« 
btaud^  machen  }U  tonnen^  aU  fold^ed  bei  bet  Sef^anblung  (et  Stand» 
fotmation  bet  2)oppeIintegta(ien  mit  bem  in  91t.  317  be^anbelten 
Satte  flefcfea^)*  golgenbed  ?ptobIem  unb  bie  batauf  folgenbe  fiöfunfl 
betreiben  fietten  biefen  einen  Satt  bat« . 

Sn  einem  bteifad^en  Sntegtale  bteiet  93atiabeln 
Xj  y,  zfollen  jwei  bet  93atiabeln  butd^  gegebene  gunc« 
tionbet  btitten  unb  jweineuetSSatiabeln  etfe^twetben. 

@inb  X  unb  y  bie  jwei  wegjttfd^affenben  93atiabeln/  fo  motten 
nnt  Detmitteffl  bet  jwei  ©leid^ungen: 

bie  Umfotmung  bed  beflimmten  bteifacfeen  SntegtaÖ: 

C    B    A 

S  S  S  <fi^^y*^)  ^xdydz  , 

ob« 

iai  wie  bisweilen  aud^/  wie  fold^eö  fc^on  in  potange^enbet  9lt. 
flefd^afe,  butc^  U  anbeuten  wetben,  in  ein  analoge«  bemfelben 
4quit)alented  potnefemen,  wo  fonad^  u  unb  v  bie  neueingefü^ten  SSa« 
tiabeln  unb  y'(z,u,v),  ^'(z,u,v)  befannte  Functionen  üon  z,  u,  v 
üotjletten. 

Saffen  wit  nun  bad  2)oppeIintegta(e: 

B    A 

SS  ^(^•y.»)dxdy 

b    « 

in'd  9(uge^  unb  be^anbeUt  bie  in  bemfelben  t)ot{ommenbe  ®töfe  z 
ate  Sonilante;  fo  ftnb  wit,  nad^  ben  in  9lt*  321  jufammengeilettten 
(Stgebniffen,  baäfelbe  in  ein  äquiDaUnted  auf  bie  Q3atiabe(n  uunbv 
be}äg(i(^ed  2)oppeIintegtaIe  umjufel^en  in  bet  fiage^  fatt«  bie  ^iet 
angenommenen  ©letc^ungen  (aO  bet  einen  obet  bet  anbetn  in  bet 
eben  cititten  9lt.  geflettten  3(nfotbetung  nac^lommen. 

I.  Slngenommen  bie  bet  Oleic^Ung  (18)  befagtet  9lt.  ju  ©tunbe 
Hegenbe  9(nfotbetung  finbet  @tatt,  b«  (>.  bie  butd^  (Slimination  wn 
V  aud  ben  feiet  potgelegten  ®fei(t)ungen  (a')  (tc^  etgebenbe  ®Ieicfeung, 
bie  bet  gotm: 

.     f(x.y,z,u)  =  0  (/?0 

fein  mag^  bietet  füt  x=3a  fowofel  aö  aucfe  föt  x=A  QBettbe  föt 
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u  bar,  bie  Don  y  inbepenbent  jinb;  fo  ftot  man,  nad^  bet  eben 
citicten  ©leid&ung  (1«)  / 

B     A  A^   Bi 

WO  folgenbe  jwei  ©(eic^ungen: 

f(a,  y.  z,  a,)  =  0 ,  f(A,  y,  2,  Aj)  =r  0  (8^ 

bieOSJettfteüon  aiunb  Ai  inbepenbent  t)on  y  batjubieten 
^aben,  unb  aud  fotgenben  )wei  ©leic^ungen: 

b  =  t/;'(z,  u,  b,) ,     B  z=  ip'iz,  u,  Bi)  (O 

bie  ffiert^e  pon  b^  «nb  Bi  ju  etrmitteln  ftnb,  fo  baß  bie  Sntegra^ 
Hondsrenjen  bed  nacl^  v  unb  u  )u  pottjie^enben  S)oppelintegratö  im 
^Ittgemeinen  aud^  Functionen  pon  z  fein  werben.  —  S)iefed  Por^^ 
audgefe^t,  fleßt  bie  ®Ieicl)unfl: 

C     B     A  C    A^  B^ 

cba  o«|b| 

bie  pertangte  Umformung  unter  ber  ?(nna^me  por,  baf  bie  ber 
®Ieid)ttn9  (18)  9lr.  321  ju  Orunbe  fiegenbe  Slnforberung  ^ier  ein* 
trifft,  baf  ndmUc^  bie  aui  ben  ©leid^ungen  (*')  gejogenen  QBertfte 
för  ai  unb  Ai  pon  y  unabhängig  jinb. 

SBir  bemerlten  Por^in,  baß  bie  Sntegrationdgrenjen  nad^  v  unb  u, 
nämlic^  bi,  Bi  unb  ai,  Ai,  im  allgemeinen  Functionen  Pon  z  fein 
bärften.  ©inb  (te  ti  in  ber  S^at,  bann  mu^  bie  jweifacfee  Snte» 
gration  nac^  v  unb  nad^  u,  innerhalb  ber  in  (gO  angebeuteten 
Orenjen,  ber  Sntegtation  nad&  z  Porangeben.  ®inb  biefelben  btn- 
gegen  unabhängig  pon  z,  we(d&e  9(nna^me  allein,  wie  wir  in  foU 
genber  9lr.]eigen  werben,  bie  allgemeine  Umformung  eined  befUmmten 
breifad)en  SntegraU  m&gßdb  mac^t;  bann  wirb  aud^  im  breifadi)en 
Sntegrale  jur  JKed^ten  ber  ®Ieidi)ung  (f')  bie  Sntegration  nad&  z 
benen  nad^  v  unb  u  porau^eben  btirfen,.  fo  baf  nunmehr  befagte 
®leidl)ung  aud^  in  folgenber  903etfe  wirb  geflellt  werben  {önnen: 
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^iefe  wie  bie  Dotauäge^enben  ®Ieici)uti9en  finden  ^  wie  fcl^on 
oben  erwähnt  wurlie,  unter  bec  ajotauöfeljung  ©tatt,  ba^  Ixt  ®ku 
d)un9  iß^)  für  x=a  fowoM,  aö  aud^  für  x=A  QBert^e  für  u 
^erüorruft,  We  Don  y  intepenbent  ftnb.  Seim  9lid)teintreffen  Mefer 
SMnforberung  jtnbet  ami)  bie  ®leict)un9  (/),  bie  ber  Oleidjung  (18) 
gir.321entfpricl)t,  mä)t€>tatt;  unb  bamit  bie  vorgelegten  Oleic^ungen 
(«')  l«t  Umformung  beö  in  fKebe  ftel)enben  breifac^en  Sntegrate 
braucJ)bar  erfannt  werben,  ifl  nunmehr  unerläplid^,  ba^  bie  2Bertt)e 
b  unb  B  für  y,  in  biefelbe  ©leic^ung  (ßO  gefeljt,  QO^ertbe  für  u 
()eröorrufen,  bie  tjon  x  inbepenbent  (tnb* 

II.  Unter  93oraudfel^ung  bed  Eintreffend  ber  fo  eben  erroc(l)nten 
3lnforberung  bietet  bie  ®Iei(I)ung  (21)  9lr,  321  fotgenbe  Umfot» 
mungög(eicl)ung  bar: 

B     A  B\    A\ 


) 


wo  folgenbe  jwei  ®leict)ungen: 

f(x,  b,  z,  b't)  =  0  ,     f(x.  B.  z,  BS)  =  0  ,  (ä'i) 

bie  ben  ©leic^ungen  (22)  eben  citirtet  9tr,  entfpred^en,  bie9Q3ert()e 
Don  b'i  unb  B'i  Don  x  unob^ttgig  barbieten  muffen, 
wo  ferner  bie  folgenben  ben  ©leicfeungen  (23)  berfelben  9lr,  anaIo=« 
gen  ®Ieic^ungen: 

a  =  t/;(2,  n,  a'i)  ,     A  =  i/;(z,u,  A'O  .  {s^) 

bie  9a3ertl)e  Don  a'i  unb  A'i  barbieten, 

5luö  ber  ©leic^ung  {y\)  jiel)t  man  in  Dorliegenbem  gatte  bie 
f  olgenbe : 

C      B'i    A'j 


e       b'-    «'< 


üon  ber,  je  nad&bem  bie  Sntegrationdgrenjen  öon  ▼  unb  u  ab^tfn« 
gig  ober  Uttabf)c(ngig  Don  z  (tnb,  ba^felbe,  nxiß  Don  ber  Dor^tn  auf* 
gefteöten  ©leiö^ung  (f')  gilt;  im  erfiern  gatte  ndmlic^  mu^  bieSn« 
tegration  nac^  z  benen  nacfe  v  unb  u  nad^fle^en,  im  lefttem  Zugegen 
fann  biefe  Orbnungöfolge  Dertaufcfet  werben,  mi  man  ftat  bann  aud^ : 
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B'     A'      C 

u  =  -  J  J  jf  «PC^.y,») (l7  -Jf  -  -37  iJ)  «^''•*'"''' •   ^''''> 

WO  hier  fowof)l,  afö  in  bct  Dorange^enten  ©leid^ung  Me  93ariabeltt 
X ,  y  unt)  beten  partieffe  2)ifferenjiaIquotienten  naä)  ben  Dotae» 
legten  ©leid&ungen  («')  ju  befWmmen  unb  ju  erfefeen  ftnb. 

329.  QBerben,  jum  attgemeinen  gatte  überge^enb;  im  breifad&en 
Sntegrale : 

// A(^»  y>  ^)  ^*  ^y  dz  =  u ,  (Ao 

c      b     a 

bie  SntegrationdDariaWen  x,  y,  z  butd)  gegebene  Functionen  brei 
neuer  93ariabeln  erfei^t/  etn^a  butc^  bie  folgenben  brei  ®Iei(i^ungen : 

y  =  V'(u,v,w)  ,    I  (a') 

z.  =  9/"(u,v,  w)  ,    ) 

in  benen  W,  W ,  V  befannte  gunctionöjeid&en  unb  u,  v,  w  bie 
neuen  Sntegration^öariabeln  Dorjletten ;  fo  baben  wir  nicfet  allein 
bie  partieKen  Sntegrationen  nac^  x,  nad)  y  unb  md)  z  in  analoge 
nad)  u,  nadö  v  unb  nac^  w  umjufel^en,  fonbern  bie  Sntegrationö« 
grenjen  för  tefetere  baben  wir  gtei^fattd  nod^,  unb  jwar  aud  ber 
Sefd^affentieit  ber  Oleid^ungen  (a')  fowot)l,  atö  ber  ber  Sntegrati* 
onÄgrenjen  -  ber  urfprünglid^en  SntegrationöDariabeln  fefljujleÄen, 
wet^e  entfd^eibenben  ©infliuf  auf  bie  aWöglid^feit  einer  Sranöforma» 
tion  ausüben. 

3n  bem  gaöe,  wenn  bie  ©leid^ungen  (a')  jur  SranÄformation 
bed  vorgelegten  breifad^en  Sntegrate  geeignet  (tnb,  worüber  wir  erfl 
im  weitem  SSerlaufe  biefeö  Oegenjtanbeö  unö  auäjufpred^en  in  ber 
Sage  fein  werben,  in  biefem  ^aUt  nun,  tjon  bem  wir  einflweilen 
auöge^en,  werben  nur  um  fo  me^r  jwei  ber  urfprünglidöen  aSaria* 
beln  X,  y,  z  burdö  jw^i  ber  neueingefil^rttn  u,  v,  w  erfefet  werben 
fönnen.  S)enfen  wir  nni  nun  eine  biefer  jute^t  genannten  brei 
ajariabeln,  etwa  w,  ani  ben  ©leicfeungen  (a')  eliminirt,  unb  (letten 
bie  (Srgebniffe  biefer  Elimination  bur^  bie  }wei  @leict}ungen: 

V;(x,y,z,u,v)  =  0  ,    i 
i/;'(x,y,z,«,v)  =  0       ) 
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tat;  fo  werben  liefe  Dottlommen  geeignet  etfd^einen,  bod  vorgelegte 
bteifac^e  Sntegrale  U  in  ein  äquibalenteö,  nur  nod^  auf  eine  ber 
ajanabeln  x,  y,  z,  baför  aber  auf  bie  beiben  u  unb  v  bejuglidöed 
breifad)e  Sntegrafe,  in  5I)nlic^er  fficife  umjuformen;  afö  t6  bie  analogen 
jubiefen,  bie  ®(eicl)ungen  («')  öorange^enber  9lr.,  mit  bem  bafelbfl 
vorgelegten  breifad&en  Sntegrale,  unter  ben  bort  feflgeflettten  9(n« 
forberungen  get^am 

^at  man  (td)  von  ber  5(u6fä^rbarfeit  ber  eben  genannten  Srand* 
fotfmation  mitteljl  ber  ©leic^ungen  (b')*)  flberjeugt,  in  ber  QOBeife, 
baf  anä)  eine  analoge  mit  einer  ber  ®Iei(l»ungen  (f'>ober  (^\)  vor* . 
angil)enber  9lr.  im  Vorliegenben  gaffe  ^erjujleffen  möglid^  erfannt 
wirb,  welche*,  wie  in  ber  vorangebenben  9lr.  auöfö^rtiil^  mitget^eilt 
warb,  von  ber  Sefc^affen^eit  ber  Sntegrationggrenjen  ber  neuein* 
geführten  ajariabetn  u  unb  v  abf)Ä'ngig  ifl;  bann  erfl  wirb  jur  9Q3eg« 
fcfeaffung  ber  nod^  übrig  gebliebenen  britten  ber  urfprönglic^en  brei 
Sntegrationövariabeln  x,  y,  z,  mitteljl  einer  ber  oben  aufgejtefften 
@leid)ungen  (a')  gefc^ritten.  S)iefe6  ifl  aber  wegen  ber  ^InjaW 
biefer  SSariabeln,  in  brei  jum  Steile  (td^  gegenfeitig  auöfc^liefenben 
Sajeifen  möglidb;  baber  werben  wir  auc^  jur  ©rböbuufl  ber  S)eut* 
licfefeit  unfereö  SJortraged  jebe  berfetben  von  ben  beiben  anbem  ab* 
gefonbert  in  einer  eigenen  9lr.  mitt^eilen  unb  erörtern,  worauf  wir 
bann  bie  fo  gewonnenen  (Srgebniffe  auf  ein  ^aar  befonberer  S^e 
}ur  9(nwenbung  bringen  werben  unb  ben  vorßegenben  ^üragrapben 
bamit^  fcfelie^en,  bie  wefentlid&ern  S)arfleffungdformen  einer  analogen 


*)  ÜOltt  ben  ®lct(6ungen  (b'}  gubt  e^  nocb  swct  ®9fletne,  k)on  btntn  tinti 
buvcb  (^It'minatUit  t)on  t  unb  bai  anbete  burcb  Sltmination  t)on  u  au^  htn 
®let(bunden  (a')  erbalten  n>t(b,  bit  In  analoger  SSelfe  unb  §u  gle{(bem  3n>e(fc 
wie  btefe  (b')  benul^t  werben  fonnen.  S>a  aber  bie  3lu6mabl  ber  fBud^fkabtn, 
um  bie  neuen  3ntegratlon6))arlabe(n  )^oxiufttUm,  un^  frei  gefleOt  lf{;  fo  tu 
nätm  wir,  um  me^r  ftur^e  unb  (^Infacbbdt  in  ben  SSortrag  p  bringen,  bit 
aSarlable  w  aH  jene,  beren  (Elimination  aui  (a')  ^wel  ®Ielcbungen  wie  (bO 
iebe^mal  b^i^orruft,  bit  aOen  }ur  (Keatifirung  ber  Umformung  unerl2ßll<b(n 
ISnforberungen  nacbfommen.  ®o  $.  SB.  wätt  ed  gar  wo^l  mogllcb/  baf  M 
einer  gewlffen  Hinnahme  ber  Olelcbungen  (a') ,  bit  Elimination  ber  ^as 
riabeln  u  ^um  9}a(bfommen  biefer  Slnforberungen  taugllcb  erfannt  würbe;  In 
einem  folcben  Sralle  bat  man  einfacb  In  btn  angenommenen  ®(el(bungen  (aO  bte 
!8arlabeln  u  unb  w  mit  einanber  ^u  t)ertauf(ben. 
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px  bet  bei  ten  S^oppeKnteatalieti  burc^  A  PorgefleUten  ®t9fe  Cdbiu* 
leiten  unb  jufömmen  ju  jletten, 

S^ie  ©leicfeuttgett  öorliegenbet  9lt.  werben  wir,  bei  ben  folgenben 
Setradjtungen  ber  t)on  und  beöbftcfeHsten  Sranöformation,  jebe^mal 
o^ne  Sitation  ber  9lr.  ju  ^ülfe  rufen.  Um  fonac^  fämmtticbe  @lei* 
cftungen  biefer  9Irt  beifammen  ju  baben  /  ncbmen  wir  l)ier  jene 
(Sleicbungen  nod)  auf,  bie  a\x6  (bO  berüorgeöen,  wenn  aud  benfeJben 
je  eine  ber  ®röf en  z ,  y  ober  x  eliminirt  wirb ,  bie  wir  aud)  in 
ber  gleichen  Orbnung  bier  folgen  lafien: 

f"(z,x,  u,v)  =  0,    I  (C) 

r(y,3^,u,v)  =  0;    1 

fo  bn^  bie  erfle  burd)  Elimination  ber  93ariabeln  z,  bie  jweite  bur^ 
(Sßmination  Don  y,  bie  britte  burc^  Elimination  t}on  x  mi  ben 
©leicfeungen  (b')  entjtanben  fein  fott.  3u  gfeid^em  3wec(e  nehmen 
wir  i)ier  nod)  baä  Ergebnis  ber  Elimination  Pon  v  aud  benfe(ben 
@Ieid)ungen  (b')  auf,  welc^ei  wir  burd)  folgenbe  ®tei<^ung: 

f(x,y,z,u;  =  0  (do 

barflelKen,  bie  in  g{eid)er  SOBetfe  eine  analoge  jur  ©feic^ung  (/?') 
Dorange^enber  SJlr.barflettt,  atö  fold)ei  bie  ©leic^ungen  (b')  ju  ben 
®Ieid&ungen  (a')  berfelben  9lr.  (tnb. 

.330.  Sn^  ber  Dorliegenben  9lr.  fe|en  wir  jur  Erjietung  einet 
attgemeinen  Transformation  beö  breifac^en  SntegraÖ  U  bie 
beiben  93ariabe(n  x  unb  y,  al6  gunctiontn  öon  z,  u,  v 
aus  ben  ®Ieid)ungen  (b')  audgebrfidt  öoraud,  unb  Der* 
fud^en  ti  mitteljl  biefer  Ergebniffe  bie  urfprflnglid^en 
9Sariabeln  x  unb  y  j^urc^  bie  neueingefilftrten  u  unb  v, 
nac^  9lr.  328,  Dorerfl  ju  erfeften. 

Sebenft  man,  baf  je  jwei  ber  in  (cO  unb  (d')  aufgeftelKten  öier 
®Ieid)ungen  bie  ®{eid)ungen  in  (b')  erfeften ;  fo  wirb  man,  ber  eben 
getroffenen  5lnorbnung  nad)jufommen,  entweber  bie  jweite  unb  britte 
ber  ®leid)ungen  in  (c')  ober  nur  eine  biefer  ©leid^ungen  mit  ber 
®leicbung  in  (dO  vereint  ju  ®runbe  legen.  Solan  wirb  na'mlit^ 
entweber  mitteljl  ber  ®leid)ungen: 

f"(z,x,u,v)  =  0  ,  r'(y.z,u,v)  =  0  ,  (34) 

maaU,  aXflf.  tt.  3ttt.  8le(6nutt9.  II.  12      ' 
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We  ©oriöbeln  x  unb  y  turd^  u  unb  v  etfe^en,  ober  tttan  wirb  )a 
benifetben  3wede  ttur  eine  biefet  eben  oufgeileöten  jwei  ®Ieicl)un9ett 
tttit  ber  (Srgebni^gleicftuttg,  fo  bie  ©limination  lion  v  oudbenfelben 
bavbietet,  tocreinen,  Si^iefe  lefetere  ®leict)un9  ifl  bie  Dort)in  erwät)nte 
(d')/  nä'mlidö: 

f(x,y,z,u)  =  0,  (35) 

weld)e  iiberbie^  nodö  eine  analoge  ju  ber  in  91r.  328  aufgeflettten 
Oleicftung  (^0  ifl. 

ßegt  man  nun  bie  ©teitfeung  (fO  ^^^  juteftt  citirten  9lr.  )u 
©runbe,  fo  f)at  man: 

"=//"A-'!(^)(^)-(^)(^)h'- '• 

WO  ai  unb  Ai  bie  and  ©lei^ung  (35)  gefolgerten  OOBert^e  öon  u 
ftnb ,  weld)e  refpectiöe  ben  2lnnal)men  a  unb  A  für  x  entfpred^en, 
b-  ^. ,  biefelben  itnb  aui  folgenben  ®{eid)ungen : 

f(a,y,z,a,)  =  0  ,     f(A,y,z,A|)  =  0  (56) 

JU  jieben  unb  muffen  not^wenbig  öon  y  unabbö'ngig  er« 
fannt  werben,  wo  bann  femer  bi  unb  Bi  bie  aud  ber  jweiten 
ber  @leitl)ungen  XSi)  gefolgerten  2Bert{)e  Don  v,  für  bie  refpectit)en 
9(nna()men  y=b  unb  y=B,  t)orfleÖen. 

Seim  Slid^ teintreffen  ber  5lnf orber ung,  betreffenb  bie  Unab^än« 
gigleit  ber  3ntegrationägren}en  ai  unb  Ai  Don  y,  finbet  auc^  bie 
jufeljt  aufgeflettte  Umformungögleid^ung  für  U  nic^t  ®tatt;  bei  bec 
am  (Eingänge,  feflgeiledten  9{nna()me  ifl  eine  Umformungögleid^ung 
für  U  nur  noc^  mit  Sujie^ung  ber  ©lei^ung  (f  i)  S>\v.  328  ju  er» 
galten  möglid).    9lac^  biefer  ®(eid^ung  ftat  man: 

"=-//j'^t'->!(S)(^)-(v)(^)i— .. 

•)  3um  richtigen  55ctf!e^fn  bitftt  unb  btt  tjorangt^enöen  Umformung^s 
glticbung,  wenn  nSmffcb  bie  efne  ober  bfe  anber«  Seßanb  Jat,  wie  ferne« 
oQer  anarogen  ^u  benfelben,  bte  wir  in  btn  folgenben  jwei  U\tn.  nocb  mitr^eifen 
werben,  erinnern  mir,  baß  bit  mit  fporent^efen  umgebenen  ixirtieaen  S^ifferen» 
jiolquotienten  aui  ben  ©fefcbungen  (b')/  affo,  im  tjorliegenben  ffolle,  au5  btn 
©lefduinöen  (34)  ju  ^te^en  ftnb.  Cffenbor  finb  bte  portieOen  S)tfferenjioU 
quotienten,  an$  ben  5ule|t  genannten  ©Uic^ungen  gebogen,  i»on  benen  t^ctf^ieten, 
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inUt  b'i  unb  B'i  bie  aui  ©leidbung  (35)  folgenben  uttb  Dott  x 
nnabtj änix^tn  ©ertbe  Don  u  ftnb;  bie  teft)ectit)e  bcn  %nmf^ 
tttcn  y=b  unb  y=B  entfpre^ett,  bie  «ÄmKciö  aud  ben  ©leidöungen: 

f(x,b,  z,b'i)  =  a  ,     f(x,B,z,  B'i)  =  0  jC37} 

ju  jie^en  (tnb ;  utib  in  ber  ferner  ai  unb  Ai  QBett^e  t)on  v  Dor« 
(leflen,  bie  man  oud  ber  erjlen  unter  ben  ®Ieid)un9en  (34),  für  bie 
refpectiöen  Slnna^men  x  =  a  unb  x  =  A,  ju  jieöen  ^at 

aSorauögefe^t  nun,  bie  eine  ober  bie  anbere  biefer  jwei  ®tei» 
(i^ungen  ober  gar  beibe  jugleicj)  ftnben  ©tatt;  bann  bieten  folc^e, 
wenn  nebfl  ben  jum  Sefleben  berfelben  unerlä'|ilid)en  Sebingungen 
an^  nodö  entweber  ai  unb  Ai  wie  bi  unb  Bi,  ober  b'i  unb  B'i 
wie  a'i  unb  A'i  Don  z  unabbängig  erfannt  werben,  je  nac^bem 
jeneö  ober  biefeö  eintrifft,  bie  erfle  ober  jweite  ber  nun  folgenben 
jwei  Umformungägleidöungen  bar: 

"=///"'-'!(^)(^)-(^)(^)|— ■! 

"   ""  >(38) 

S)ie  trfle  biefer  ®fei(l)ungen  be(lel)t  fonac^,  wenn  bie  ®(eicfeung 
(35)  für  x=a  fowof)t  aK  aud^  für  x=A  conftante  ober  oon  y 
unb  z  unabbängige  SQBertbe^  für  u  barbietet,  unb  jugleicj)  bie  jweite 
ber  ®Ieicfeungen  (34)  für  y==b  unb  y  =  B  SBertbe  für  v  berDor» 
ruft,  bie  unabbä'ngig  Don  z  (tnb.  ^ie  jweite  biefer  ®Ieic^ungen 
wirb  begeben,  wenn  bie  ani  ber  ®teicbung  (35)  gefolgerten,  ber 
9lnna^me  y=b  fowobt  afö  aixdi  ber  y  =  B  entfpred)enben  SBertbe 
Don  u  cpnflante  ober  üon  x  unb  z  inbepenbente  ®rö^a  (tnb,  unb 
jugleidb  bie  auö  ber  erjlen  unter  ben  ®{eid)ungfn  (34),  für  x==a 
unb'  X  =  A ,  gefolgerten  QBertbe  Pon  v  unabba'ngig  Pon  z  (tnb» 


bfe  bfc  ®((t(bungen  In  (a')  barbictett^  unb  ha  voit  ^uUiit  itbtimal  btefc  ein* 
ffi^ten  unb  tn  g<ioo()n(id)er  SBeifc  (ntd)t  umgeben  mit  Varent^cfen)  bacüeaen^ 
wttben;  fo  ^a6en  wit,  büfen  Untetfcbteb  aucb  oufetitcb  bemerfbat  ju  macf)cn, 
ctflete,  ober  bit  <iutf  (bO  ju  jte^cnben  partieaen  S)iffecenjtaI<)uotlcnt(n,  i^M» 
mal  mit  ^^tcnt^efen  umgeben. 
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(gn({id)  werben  beibe  @Ieid)ungen  }usletd)  befie()en^  wenn  Ixt  mt 
fomoW/  flid  bie  anbete  biefer  Slnfovberungcn  eintrifft 

9lunme()r  erübriget  nod),  je  nad)  bent  etQttt)aben  ber  julel^t 
aufgefteflten  jwei  Oleicfeungen,  in  ber  einen,  ober  in  ber  anbern, 
ober  in  brtben  jugleid)  bie  9SariabIe  z  burdb  bie  britte  ber  neuein«» 
jufüf)renben  Sntegrütionöüariabeln,  nämlid)  burd)  bie  SSariabfe  w, 
mit  Sujie^ung  ber  britten  unter  ben  ®Ieicf)un9en  (a')  ju  erfel^en. 
2)iefed  wirb ,  obgleid)  ein  breifacfeeä  Sntegrale  breier  93ariabeln  ge* 
genwÄrtig  öorliegt,  bo  a\x6  bemfefben  nur  eine  93ariable  roegiufcfeaf«' 
fen  täbrig  ift,  in  äf)nUd)er  2Beife  bewer!(tettiget,  afö  folc^ed  bei 
einem  einfacf)en  beflimmten  Sntegralien  im  erflen  St)eile  ber  Snte» 
gralred)nung  9lr.  144  geteert  worben  ift.  ©eljen  wir  fomä),  bie 
auf  w  bejöglidben  Sntegrationögrenjen  ju  ert)alten,,  in  bie  eben 
citirte  ber  ®Ieicl)ungen  (a')  ftatt  z  bie  QBertbe  c  unb  C;  fo  bqben 
wir,  wenn  bie  biefen  5lnnal)men  entfprccl)enben  2Bertt)e  öon  w  burd) 
C|  unb  Ci  borgeftettt  werben,  folgenbe  jwei  Oleic^ungen  jur  Se-^ 
ftimmung  berfelben: 

c  =  V/"(u,v,Ci)  ,     C  =  V^'(u,v,C,)  .  (39) 

gerner  bat  man,  ba  in  beiben  breifad)en  Sntegralien  ber  ®Ieid)un» 
gen  (38)  wäf)renb  ber  Sntegration  nad)  z  bie  beiben  95ariabeln  u 
unb  V  conftant  Derbleiben,  bei  ber  ^erftelKung  öon  dz  ani 
berfelben  britten  unter  ben  ®leid)ungen  (a')  biefe  Je^tgenannten 
93ariabeln  u  unb  v  gteid)faÖiS  a\6  Sonftante  ju  bebanbeln,  unb  einfad^: 

dz  =   -p-  dw 
d\v 

dz 

JU  fe|en,  wo  -^  ber  and  biefer  citirten  ©feid^ung  gefolgerte  par* 

tieöe  S)ifferenjiaIquotient  bon  z  nad)  w  ift.   " 

9(üe*  biefeä  tjorau^gefeftt,  gel)en  bie  obigen  jwei  Sran^formationÄ* 
gleid)ungen  in  fQlgenbe  täber: 

A-   B,  C. 


-J'Xf<'->!(^)(^)-(^)(^)l^--- 

•i   ^i  «'t 

"-yTj'''-,-'i(^)(*)-(^)(5)!^— . 
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we  itt  g9(x,y,z)  fmotjlf  (H6  audf  in  Un  Mi  ben  @Iei(^tmgen  (34) 
gefolgert  gebadeten  partietten  S)ifferen}iölquoHenten : 


/dx\       Adx\       /dy\       /dy\ 

\di:)'  [17}'  \duj'  \dv) 


wie  enbftd)  in  lern  and  ber  bcitten  fcer  ©leicfeungen  (a')  ju  jieben» 

dz 

ben  partietten  S>ifferenjia(quotienten  -g^  bie  93ariabeln  x ,  y  unb  z 

burcft  bie^  93ariabetn  u,  v,  w  mdj  ben  ©leicftungen  (a')  ju  er> 
feften  ftnb. 

2Bir  fönnten  mi  ntit  biefen  ®Ieicf)un9en  (40)  begnügen,  läge 
ut\6  nicbt  baran,  bie  Srandformationögleicf)ung  eineg  breifadjen  3n* 
tegrate  in  ber  befanntern,  Don  Sagrange  juerfl  mitgetf)ei(ten  gorm 
auc^  nodö  aufjuftetten,  bie  nicl)t  jweierlei  Wirten  tjon  partietten  S)if» 
ferenjialquotienten ,  fonbern  nur  fo{d)e  umfaßt/  melci)e  unmittelbar 
au^ä  ben  ®Ieid)ungen  (a')  entnommen  werben  fönnen.  S)iefem 
nad)  f)aben  wir  noc^  bie  in  ben  @(eict}ungen  (40)  entbaltenen  unb 
mit  ^arent^efen  umgebenen  partietten  2>ifferenjiafquotienten ;  bie 
aud  ben  ®leid)ungen  (34)  ju  jiet)en  itnb,  bur^  partiette  ^ifferen» 
jialquotienten/  fo  unmittelbar  auö  ben  @(eicl)ungen  (a')  folgen,  aud* 
jubriicfen  unb  ju  erfe^en. 

S>ifferenjirett  wir  ju  biefem  3werfe  bie  ©teicftungen  (a')  nad) 
atten  in  benfelben  Porfommenben  95ariabeln,  fo  erhalten  wir: 


(«) 


fletten  wir  ferner  ani  ben  ®Ieid)ungen  (34)  bie  totalen  it)ifferen3ia- 
lien  Don  dx  unb  dy  ()er,  fo  fletten  ftd)  biefelben,  naöö  ^em  getrof» 
fenen  Uebereinfommen,  wie  folgt  bar: 

^^=  f^)^'*  -*-  (17)  ^^^  (iJ)  ^^'  i 
wenn  nun  in  biefe  ber  obige  OBertb  öon  dz  eingeführt  wirb,  unb 


dx 

= 

dx 
du 

da 

-1- 

dx 
dv 

dv 

-§- 

dx 
dw 

dw 

dy 

= 

dy 
da 

da 

-*- 

dy 
dv 

dv 

•*- 

dy 
dw 

dw 

dz, 

:= 

dz 
du 

du 

-•- 

dz 
dv 

dv 

•*■ 

dz 

dw 

dw 

Digitized  by 


Googk 


1«S 


Stttegralrec^nuttg.  VI.  330, 


ixt  (Stge^niffe  mit  ben  obigen  für  dx  unb  dy  aufgeflettten  QOSett^ 
formen  Derglidjen  werben:  fo  fteflt  ^xd)  folgenbe^j  ©^flem  wn®Uu 
jungen  i)erauä: 


da  "•  \dz/  du   ■*■  \duj  ' 

dx         /dx\  dz  /dx\ 

dv  =  \dz)  dv  "*■  \dvj  ' 

dw  "^  1^  dz  j 


dz^ 
d\v 


du  —  \^dz/   du   "^  \^du^' 

ii_/^\ii  ^/ii\ 

dv  —  \dz^  dv  ■*■  \^dv;' 

dy  /dy\    dz 

dw  .      l  dz  y   dv^  • 


dy    dz 
du    dw 


^du^  dw 

(dy\   dz  _^  dy    dz 
dv  /  dw 


dv    dw 


dy  dz 

dw  du  * 

dy  dz 

dw  dv  * 


iL 

dn 


mi  welchen,  md)  ©Kmination  Don  (-5^)  unb  (-^j/ folgenbeent 
fpringen: 

(dx\  dz  dx    dz        dx    dz 
du  I  dw       du   dw       dw  du 

(dx\  dz  dx^  dz  ^  ^dx    dz^ 
dv  )  dw^"  dv    dw       dw  dv 

tinb  auä  biefen  enblidb  bie  folgenbe: 

J/_dx\  /^\  _  /dx\  /dy\  i  ^  _ 
j\duj\^dv^        \dvj\duj(    dw  - 

-«  /—  iZ.      ii  iZ^\  iL     /—  J?L  _  if   *'^^  \  j!i  +  /il   **y        *'*    «iy\ 

*"^    l  du     dr  dr     du  /  dtr       Idw     du  dn     dwy   dr       1  dr     dw  ""  "dw    dr  / 

2)er  9(uöbrucf  jur  9?e4)ten  Dom  ®Iei4)^itöieicften  fteat,  uermöge 
feiner  @Ieid)beit  mit  bem  5(ti6brutf e  jur  fiinfen  unb  mit  Sujie^ung 
ber  ©cJ)Iu^bemerfun9  in  9lr,  321 ,  weber  eine  unenbfidb  Keinwer» 
benbe  noc^)  eine  unenblid)  gro^merbenbe  ®röße  Dor;  beutet  man  ben« 
felben  ber  Äürje  wegen  burd)  A'  an,  fo  ftnb  bie  obigen  ©lei^un» 
gen  (40)  gleicftbebeutenb  mit  ben  fotgenben: 

C     B     A  A.     H      C 

/// <?c(x,y,z)dxdydz  =-»-/Y*XV(3C,y,z)A'dwdvda,  \ 

c     b  a  «1   bl«l  .  f  - 

C    B    A  B',A'|C,  (  ^*' 

/|jr  gp(x.y»a^)dxdydz  =  -  J]  ^  /  <jc(x.y,z)'A'dwdvdu  ,   J 

WO  jur  SRecfeten  ber  ®Ieid)^eitdjeidf>en  in  ^(x,y,  z)  fowoW  aö  in  A', 

welche  (elftere  bie  folgenbe  ©leic^ung  barflettt: 

A'  — /—-^   ii i^\ii+/iij^   iiiy\ii  +  /ü    a«  dy\^- 

^  ,—  \An  dr   "  dr   du^  dw      \Aw  du   *  du   dw^  dr       \^  dr    dw  *  dw  dr  j  du  •     C^*^> 
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We  Satiabettt  x,  y,  z  burd)  bie  u,  v,  w  nadö  bett  (Sleicftungen 
(aO  ju  erfefeen  finb*  2)ie  etfle  obetr  bie  jweite  biefet  Umformung^» 
flteicfeungen  tjat  SBejlanb,  wenn  Dorerfl  entweber  bie  au6  (36)  gcjo^' 
genen  2Bettf)e  oon  ai  unb  Ai,  ober  bie  (iu6  (37)  für  b'i  unb  B'i 
gefofgertett  2Bet^t^e  conflartt  ftnb ;  hierauf  ift  im  erflen  gaffe  über:* 
bie^  nodö  unerW^Iic^,  bciH  bi  unb  Bi,  bie  QBert^e  t)on  v  a\x6  ber 
jweiten  ®Ieitl)ung  in  (34)  für  y=:b  unb  y=B,  Dijn  z  iitbepenbent 
erfannt  werben;  im  }weiten  ^aUt  tjdt  ti  ein  gleid)e6  SSewenben  mit  ben 
©rögen  a'i  unb  A'i,  aö  ben  ffiert^en  Don  v  auö  ber  erftern  bcr  ®{ei* 
c^ungen  (34)  für  x=a  unb  x=A.  Seim  Sintreffen  biefer  gebop« 
pelten  ^(nforberung  ftnben  aud^  beibe  @(ei(t)ungen  in  (l)  @tatt; 
leine  biefer  ®Ieic^ungen  ^at  aber  Seflanb,  w^nn  weber  bie  eine 
noä)  bie  anbere  biefer  9(nforberungen  realiprt  wirb. 

331.  Sei  Sugrunbelegung  ber  in  9lr.  329  aufgeftefften  ©lei« 
(l)ungen  läpt  |td)  bie  Srandformation  beö  bafeftfl  vorgelegten  brei* 
fad)ett  SntegraÖ  audö  i«  ber  9Beife  bewerf fieffigett,  baß  man  bie 
93ariabeln  z  unb  x  mittelfl  ber  @(eicl)ungen  (bO/  ali  ^nnc* 
tionen  Don  y,  u,  v  auöbrü'rft' unb  erflere/  namlid^  z 
unb  X;  Dorer(l  burd^  bie  neueingefü^rten  93ariabeln  u 
unb  V  JU  erfe^en  Derfud)t. 

SWit  Seact)tung  beö  Urfprunged  ber  ©(eid^ungen  (c')  unb 
(dO  wirb  man/  entweber  mittelfl  ber  folgenben  jwei  ®(eic^ungen 
aus  (cO: 

,     r(y,z,u.v)  =  0  ,     r(x,y,u,v)  =  0,  (3V) 

ober  nur  mit  einer  biefer  unb  bem  (Srgebniffe  ber  ©limination  Don 
V  -au^.  benfelben,  welcfeeö  ©rgebniß  bie  ®Ieicftung  (dO  ober  bie 
in  (35)  ifl,  na'mHc|>: 

f(x,y,z,a)  =  O,  (35) 

bie  urfprünglicJ)en  SntegrationSDariabeln  z  unb  x  burdö  u  unb  ▼ 
erfel^en.  - 

Se  nad)bem  biefe  ®Ieid)ung  (35)  bei  ber  ^{nnd^me  z=c  fowoW 
aW  aucfe  bei  ber  z=C  für  u  QBert^e  barbietet,  bie  Don  x  inbe* 
penbent,  ober  aber  für  x=a  unb  x=A  QQBert^e  für  u  barbietet, 
fo  Don  z  inbepenbent  ftnb,  wirb  man  bie  erfle,  ober  abet  bie  jweite 
ber  nun  folgenben  jwei  ®(eid^ungen^ 
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"=  //'^-'l(4^)(^)-(^)(^)i---- 

aU  beftefeenb  annebmen  bflrfen;  fc.  b.  a«nt  SJeftetien  ber  erftetn  ift 
erfprberlicl),  baf  bie  fotgcnben  auä  (35)  gefolaecten  jwei  (Sleic^imgen: 

f(x,  y,  c.  C2)  =  0  ,     f(x,  y,  C,  Cg)  =  0 ,  (360 

fflr  C2  unb  C2  9Bertt)e  batbiete«,  fo  Do«  x  unabMngig  ftnb,  wo 
bann  a2  unb  A2  bie  SBert^e  Don  v  aui  bet*  jwetten  ber  Gleichungen 
(34')  Dorfteßen,  bie  refpectiDe  ben  3tnnabmen  x=a  unb  x=A 
entfpre^en;  jum  SBefle^^en  ber  lel^tern  biefet  Umfottttungägleicfiung 
ifl  aber  unerlällid)^  ba$  bie  gleid)fat[d  and  (35)  gefolgerten  2wei 
@(ei^ungen: 

f(a,  y,  z,  a'2)  =  0  ,     f(A,  y,  z,  A'2)  =  0  ,  (37') 

für  a'2  unb  A'2  2Bertf)e  barbieten,  fo  Don  z  unabWngig  jtnb,  wo 
nunmehr  c'2  unb  'C'2  bie  au6  ber  erfhn  ber  @(eid)ungen  (340  föt 
V  fliefenben  QBert^e  (tnb,  wenn  in  berfelben  z=c  unb  z=C  an« 
genommen  wirb- 

©ei  ber  fernem  SJorauöfel^ung,  H  (tnb  entweber  bie  Sntegra« 
tiondgrenjen  C2,  C2/  atxd  ben  ©lei^ungen  (360  beftimmt,  nic^t  adein 
Don  X,  fonbem  biefelben  ftnb  uberbie^  no^,  flleid)wie  bie  Sntegra- 
tiondgrenjen  a2/  A2/  Don  y  inbepenbent,  ober,  ti  ftnb  bie  aui 
ben  ©leic^ungen  (37')  gefolgerten  Seftimmungen  oon  a'2 ,  A'2  nic^t 
aßein  Don  z,  fonbern  nod)/  wie  auc^  bie  Sntegrationögrenaen  c'2, 
C'2,  Don  y  unabf)ä'ngig;  bann  börfen  i^^  obigen  Umformungdglei- 
^ungen  auc^  folgenbermafen  gefleQt  werben: 

«=//]•;<..„.,  j(-)(^)-(f)(^)j.H..., 

I.e..  /<ä«') 

"=-J"//"-"!(J:-)(^)-(^,P)!-"'-. 

*)  Wt  btn  m  qjarent^efen  eingefcbtofTenen  püth'ellcn  5)ffFer<n5tof<|uotfciit<n  Nt 
te  l^tn  bat  gleiche  S3ciocnben,  mü  mit  ben  pndogcn  tti  btt  vorangf  j^enben  SRr. 
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üui  wtl^n  f  bei  teren  €)tatt^d6en  ttämKd^  /  bie  93atiable  y  mittel^ 
ber  jweiten  bet  ©(eic^utigen  (a')  in  ät)nlicJ)cr  SBeife  weggefc^afft 
wirb,  ate  unter  Sujie^ung  ber  britten  bet  (Sleic^ungen  (aO  fofcfted 
bei  \itXK  ®IeicJ)ungen  (38)  Dotange^enber  !Hr.  mit  ber  SSariabeln  z 
gefSbal).  ©teöt  man  nun  bie  auö  ber  jweiten  ber  ©leicftungen  (a') 
filr  w  gefolgerten  SBert^e,  wenn  nämRcft  y=b  unb  y=B  ange* 
nommen  wirb,  burd)  b^  unb  B2  bat;  b.  %  jie^t  man  bie  S8ert6e 
Don  b2  unb  Bj  aud  folgenben  }wei  @(eicl^ungen: 

b  =  y^(n,v,b2)  ,    B  =  ^(u,v,B2) ;  -  (390 

fo  ge^en  bie  S;ranäformationäg(eict)ungen  (38')  über  in: 

_  (40') 


weld^e  bie  analogen  ju  (40)  t)orangebenber  !Hr.  ftnb,  unb  beim  Se* 
(lanbbaben  ber  oben  audgefpro^enen  Sefc^rÄnfungen,  betreffenb  bie 
Sntegrationögrenjen : 

C2,  C2i  82,  A2  unb  a'2»  -^.'2,  c'2,  C'2  9 

9leict)Wie  biefe  (40),  l^i  Problem  ber  Sranöformation  eined  brei* 
fadöen  Sntegrate  breier  55ariabe(n  Dottflä'nbig  löfen. 

Um  enblid)  mi  biefen  Umformungögleicfeungen  (40')  bie  mit  ^a« 
rentbefen  umgebenen  partieBen  S)ifferenjia(quottenten,  bie  man  aud 
ben  @Ieid)ungen  (b')  ober,  im  üorliegenben  gaffe,  auö  bcnen  in 
(340  JU  jieben  bat,  wegjufxl)affen,  Derbinben  wir  bie  i®(eidöungen 
(a)  t)orange^enber  9lr.  mit  ben  beiben  folg^iben : 

^^  =  (-5^)  *^°  ■*-  (-57)  ^^  ^  (17)  ^y  • 

^^  =  (■£)  ^"^  -^  (^)  ^^  -*^  (-57)  ^^^ 

in  Äbnßci&er  flBeife,  wie  biefelben  @IeicJ)ungen  («)  mit  ben  in  ber* 
felben  9lr.  aufgefteöten  ©leid^ungen  (^)  Derbunben  worben  ftnb.  SBir 
erhalten  aföbann  bie  fo(genben  ®(eid)ungen: 
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da 

dv 
dz 
dw 


•-  \dj)   du  "*■  Vdu/  ' 
~"  V"d7/  d^  ' 


da  ~"  Vdy/  du       \du;  • 

dx   _  /  dx^\  ^         /dxv 
dv  ""  \dy/    dv   "*"  \dv/   ' 
dx   __  /  dx\    dy 
dw         \  dy/    dw  * 


atiii  wefcften,  wenn  man  aud  benfelben  juetfl  (-5^)  «nt  (-g^)  eli» 
mittirt,  Me  Stibgfcic^ung: 


ydaj  \dv^  ""  \dvj  \dtt/j    dw  — 


A' 


'gejogen  wirb,  wo  A'  ixt  ^u^gangö  Dot()er9e^ettber  9lt.  in  ®Uu 
c^ung  (41)  feflgefleöte  SBebeutung  bat. 

9(ae«  tiefet  oorauägefefet,  iletten  folgende  jwei  ©lei^ungen: 

G    B    A  ^2  A,  Bj 

/  f  /  gc(x,y,z)dxdydz  =  -#-  /  /  f  g(x,y,z)  A'dwdvda,\ 

C     B    A  A'2  C'2  B,  \ 

X  J   /  g(x,y,z)dxdydz  =  —  /  /   /  y(x,y,  z)  A'dwdvdu  ) 

c     b     •  a'2   c'j  ba 

bie  analogen  ju  (I)  Doran^e^enber  9lt.  Dor,  bie  aud&  unter  analo* 
gen  ®efd)tä'nfungen  wie  biefe  befielen.  60  befielt  bic  erjle  biefer 
®(eid[)ungen,  wenn  Doretfl  bie  an6  (360  gefolgerten  @rö$en  C2  unb 
C2  conflante  SBert^e  anne()men;  beim  Eintreffen  biefed  feaben  noc^ 
bie  Sntegrationögrenjen  ag  unb  A2,  afö  bie  2Bert{)e  t)on  v  aud  ber 
jweiten  ber  ©leic^ungen  (34')  gefolgert,  wenn  refpectiDe  x=a  unb 
x=A  bafelbfl  gefeilt  wirb,  Don  y  inbepenbente  ®rö^en  Dorju* 
fleöen.  S)ie  jweite  biefer  Umformungdgteicfeüngen  finbet  0tatt, 
wenn  erjtend  a'2  unb  A'2,  an^  (37')  gejogen,  conflante  ©rößen 
Dorftetten;  bann  aber  ift  jweitenö  nod)  unerläßlich,  baf  bie  ©röfen 
c'2  unb  C'2,  bie  bie  refpectiDen  2Bertf)e  Don  v  auö  ber  erften  ber 
@Ieid)ungen  (34')  für  z=c  unb  z  =  C  (tnb,  gleic^)fattä  Pon  y  im 
bepenbent  ftd)  berauäfleöen.  3e  nad^bem  enbHd^  biefe  getoppefte 
3tnforberung  jugleicft  reafiftrt  wirb  ober  nicJ)t,  beftefeen  aucft  beibe 
®feicJ)ungen  in  (II)  jug(eict)  ober  !eine  berfelben  finbet  ein  Statt 

332.  9lac8  ber  in  9lr.  329  angebeuteten  Se{)anblung^weife,  be- 
treffenb  bie  Sran^formation  eineä  breifa^en  Sntegrafö  breier  SBa« 
riabetn,  ^abett  wir  noc^  aui  ben  ®teid^ungen  (b')bie  ur< 
fpranglic^en  Sntegrationdpariabeln  y  unb  z  burc^  x, 
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u,  V  audjuttöcfen  uttb  Doterfl  }u  utttetfu<jbeni  ob  ttad^ 
.ten  bottiegenben  SntegratiottiSgtettjen  ble  beiben  etfl» 
genannten;  y  unb  z^  butc^  bie  jwei  neueingefu^rten 
95ariabetn  u  unb  v  erfeftt  warben  fönnen. 

aWit  JRifctltdötnaftme  auf  bie  ©teic^ungen  (c^  unb  (d')  hat  man 
gegenwärtig  ani  ben  ©(eic^ungent 

r(x,  y.  u.  V)  =  0  ,    P'(z,  X,  n,  V)  =  0  ,  (34^0 

Ober  öud  einer  berfelben  unb  bem  ©rgebnifle  ber  (£ßminafion  oon 
y  avii  benfe(ben;  nämßc^  aitf : 

f(x,y,z,u)  ==  0,  (35) 

bie  SSariabetn  y  unb  z  im  Dorgelegten  breifad^en  Sntegrale  burc^ 
bie  ncueingefü^rten  u  unb  v  ju  erfe^en, 

3e  nac^bem  bie  au6  (35)  gejogenen  jwei  Ofeic^ungen: 

f(x,  b,  z,  ba)  =  0  ,  f(x,  B,  z,  B3)  =  0  ,  (36") 

in  benen: 

y=:b  unb  u  =  bs,  lOte 
y=:B  unb  u=B3 

aufammenge^örenbe  aBettf)enpaare  jtnb,  für  ba  unb  B3  2Bertf)e  bar» 
bieten,  wttdit  oon  z  unabhängig  ftnb,  ober  aber  bie  au^  ben  fol* 
genben  jwei  ®IeicJ)ungen: 

f(x,  y,  c,  cy  =  0  ,    f(x,  y,  C,  C^)  =  0  ,  (37") 

in  benen: 

z=c  unb  a=c'3 ,  wie 

z=C  unb  ii  =  C'3 

jufammengefeörenbe  ©ert^enpaare  ftnb,  fRefenben  SBert^e  für  c's 

unb  C'3  Don  y  unabhängig  erfannt  werben;  je  nac^bem  jene  ober 

biefe  ^nforberung  eintrifft,  befielt  aud)  bie  erfte  ober  bie  }weite  ber 

nun  folgenben  jwei  Umformungögleidöungen: 


A      C'3  Bj 


*)  Die  in  ^arent^feh  (ingcfcblolTcnen  pattitUtn  SXfercnafarcvuotictttcn  treten 
in  anaUgen  Scbcutungen  /  wit  in  bcn  betbcn  t^orange^cnbcn  tf\tn.  auf ,  b.  (, 
bieffiben  (Inb  ani  btn  ®Ut(bungcn  (34^0  )u  sieben. 
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Sn  ter  erjlen  Wefet  ©leid^ungen  fleffen  cs  unb  C3  Me  aui  ber  jweu 
tett  ber  ©Icid^ungen  (34")  gefofgertett  92Jert^e  öon  v  t)oc,  wen«  in 
9letcJ)er  Ocbnung  zmc  unb  z=C  gefegt  wirb;  iit  ber  jweiteit  biefer 
®(eict)ungett  ober  ftnb  b'3  unb  B'3  bie  2Bert{)e  öon  v,  aui  ber  er^ 
ftern  ber  @Ieicl)ungen  (34")  gefolgert,  mnn  bafelbft  y=b  unb 
y=B  angenommen  wirb* 

QBenn  au^er  ben  bid  jeftt  geflettten  Slnforberungen  entweber  bie 
ani  (36")  gefolgerten  Wtvtt)t  öon  ba  unb  B3  aud)  noc^  Don  x 
unabhängig  ftnb,  b.  ^.  wenn  biefelben  burd^aud  aU  QEon(lanten  er« 
tannt  werben  unb  (el^tered,  b.  t).  bie  Unab^angigfeit  t)on  x,  aud)  Don 
C3  unb  C3  auägefagt  werben  fann,  ober,  wenn  bie  auö  (37'0  ge* 
folgerten  2Bertt)e  t)on  c'3  unb  C'3,  afö  conftante  ®rö^en  (tc& 
^erauäjletten  unb  liberbieH  nod)  b'3  unb  B'3  gIeicl)faIKä  öon  x  un» 
abhängig  ftnb;  bann  ftnb  aud)  bie  t)oranget)enben  Sefiimmungä«* 
gleid)ungen  für  U,  je  nad^  bem  Eintreffen  biefer  ^Inforberungen, 
folgenber  2)arfletKung  juWßig: 

Seim  (Stattbaben  biefer  ®Ieid)ungen  wirb  ani  tenfefben  x  mit* 
telfl  ber  erflen  ber  brei  ®Ieid)ungen  in  (a')  weggefd)afft,  inbem  man 
w  an  beren  ©teile  einfuhrt.  Sejei^net  man  bie  Sntegrationdgrenjen 
öon  w,  bie  au^  ber  eben  genannten  ®Ieid)ung  ju  jieben  ftnb,  burcft 
33  unb  A3,  fo  ftat  man  jitr  SefUmmung  berfelben  bie  ®(eic^ungett : 

a  =  V'(u,v.a3)  ,     A  =  «PCu.v.Aj)  ;  (30") 

unb  bie  Dorangebenben  Umformungdgleid^ungen  (38")  geften  nun:» 
mebr  in  folgenbe  über: 
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.S^iefe  ©lei^ungen  ftnb  ixt  analogen  ju  ben  ®teid)un9en  (40)  unb 
(40')  l)er1)eil)en  Dorauäge^enben  9lrn,  unb  lofen  ^tidjfaUif  beim 
(gintreffen  ber  oben  auögefprodjenen  Sebingungen/  ^etreffenb  bie 
Sntegcationögtenjen: 

C3,  C3,  ba,  B3,  iinb  b-'a,  B'3,  c'3,  C'3  , 

baö  Problem  ber  Umformung  beö  vorgelegten  breifa(i)en  SntegraK  U. 
2)enft  man  jtd)  ferner  auä  ben  (Sleid^ungen  (34")  bie  93ariabeln 
y  unb  z  ate  Functionen  Don  u,  v,  x  au^gebriicft,  fo  fletten  jtd^ 
bie  totalen  S^ifferenjialien  ber  erflern,  wie  folgt  bar:  ^        ' 

'7= (*)'»-(^) -'-($)". 

^^  =  (^)  ^"^  -*-  (-57)  ^^  -^  (■£)  ^^ ' 

öerbinbet  man  biefe  mit  ben  ®Ieicl)ungen  («)  9lr.  329  burd^  &u 
mination  bon  dx,  fo  erhält  man: 


da 


—  \^dxj   da  ■*"  \daj' 

dv  -^  \^dx^  dv         \d\J' 

dy         /dy\    dx 
dw  "^  l  dx  /  dw  ' 


dz   ^  /dz\    dx         /dz\ 
du   —  \dx)   da   "*■  \daj' 

dz   _  /_dz^\  ^        /dz\ 
dv  -  \^dxj   dv   "^  \^/' 

dz  _  /_^\    dx^ 
dw         \dx  /   dw  * 


unb  trenn  mit  ^ülfe  biefer  bie  mit  ^arent^efen  umgebenen  partieöen 
^ifferenjialquotienten  ani  ben  @Ieict)ungen  (40")  ettminirt  werben : 
bann  erhält  man  mä)  fofgenbe  jwei  UmformungögIeiclÖw«9^«'- 

C    B    A  .  B3  C3  A3 

/  /  /  (Ti^f  y»  ^)  dxdy  dz  =  H-  f  /  f  </  (x,  y,  z)  A'  dw  dv  du  ,  ) 

C   B    A  C'aB'gAj  1 

S  S  S  g(x,y,z)dxdydzz=  — /  /  jf  (^(x,y,z)  A'  dw  dv  du  ,  J 

e     b     a  c'3  b'3  83 

WO  A'  in  berfelben  Sebeutung,  afö  in  ben  ju  biefen  analogen 
©leic^ungen  (I)  unb  (II)  ber  beiben  DorauSge()enben  91rn.  ju  ne^« 
men  i(l» 

S)ie  erfle  biefer  Umformungög(eid)ungen  flnbet  ®tatt,  wenn  bie 
Sntegrationögrenjen  b3  unb  B3  auä  ben  ©leid^ungen  (36")  gejogen 
conjlante  ©rö^en  ftnb,  unb  wenn  C3,  C3,  aB  OOBertbe  öon  v  aud 
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bec  jweiten  bet  ©(eidöungen  (34'0  für  z=c  unb  z=C,  öon  x 

mabUnm  P«b.  2)ie  jweitc  biefer  Umformungöflleic^uttöeti  finbet 
etatt,  mm  bie  aud  (37")  ju  jie^enben  SntegrationSgrcnjen  d$ 
unb  C's  eonjlante  ©tö^en  ftnb  utib  überbie^  b'3  unb  B's^  bie  bie 
QQBettf)e  üon  v  a\x6  ber  erflen  ber  (Sleic^ungen  (34")  ftnb,  wenn  in 
becfelben  y=b  unb  y=B  gefegt  wirb,  gfeidjföBö  bie  QSaciable  x 
nid)t  impliciven.  ©nblid)  werben  biefe  beiben  Umformungögfeic^un» 
gen  entweber  juglei^  befte^en  ober  leine  berfelben,  je  nact)bem  iebe 
biefer  boppetten  ?(nf orber ung  ober  feine  berfetben  eintreffen  wirb. 

333.  2)ie  in  ben  Doraudgetyenben  9lrn.  gewonnenen  affgemeinen 
©rgebniffe  jur  Sranöformation  jeineö  breifa^en  Sntegrate  breier 
93flriabe(n  bring^en  wir  nunnte{)r  jur  ?lnwenbung;  unb  jwar  werben 
wir  in  ber  uorliegenben  9lr.  boö  breifacl)e  SntegraJe: 


"=///: 


(i-z?)  >^l>ygdxdydz 


0    0 


mitteljl  ber  folgenben  brei  ®Ieid)ungen: 

«xyi-y2yirz2=wSin.uSin.v,/?y>^nz2-wS£n.uCos.v,  yz^wCos.u,  (a) 

in  tin  bemfelben  äquiDalented  ^  auf  bie  SSnriabeht  u,  v,  w  bejiig« 
Ocfted  ^reifadbc  Sntegrule  umjufe^en  fucl)en. 

Sfiminirt  man,  wie  in  ber  91ote  jur  91r.  329  feflgefel^t  worben, 
auÄ  biefen  ©leid^ungen  (a)  bie  95ariable  w,  fo  erfeäft  man  fofgenbe 
jwei  ®IeicJ)ungen: 


ax |/l — y2 >^l— z2  =  ^zTang.u  Sin.v,  /3y  VT^^=;zTang.uCos.v,  (b) 

we(cJ)e  ben  affgemeinen  (b')  in  berfetben  91r.  entfprecJ)en. 

S)a  wir  nunmehr  unter  ben  in  ben  Dorange^enben  9lrn.  abge* 
fottbert  bel)anbe(ten  brei  Kombinationen  eine  9luöwat)I  ju  treffen 
^aben,  werben  wir,  um  ben  oorliegenben  gaö  bei  anbern  analogen  ?ln= 
Wffen  ju  Kat^e  iiet)en  ju  lönnen,  bei  berfelben  mit  einer  etwad  gr»« 
fern,  aW  gerabeau  not^wenbigen,  ?luöfü^rlict)feit  oerweiten;  nämß*, 
wir  werben  jebe  biefer  Kombinationen  befonberö  Dorfü^ren  unb  unter» 
fucfeen,  ob  biefelbe  audb  fämmtüdfeen  jum  ©eflefeen  berfelben  unerW^K« 
c^en3lnforberungen  nadfefömmt.  S)aä  ©nbergebnif  biefer  Unterfuc^ung 
wirb  für  ben  üorliegenben  gatt  bie  in  9lr.332  beftanbette  Kombination, 
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mi  iwat  ^ie  ivotitt  Ut  ®(ei^miden  in  (III)  laftlbü,  ali  He  eittjig 
bxawtibatt  beroudfleUen* 

ajoretfl  ^aben  wir,  tintm  fvül)ern  Ue&eteinfommen  gcmäf ,  nod) 
We  aSaridWe  v  auö  ben  vorigen  ©leidjungen  in  (b)  ju  eliminiren. 
Stxii  (Srgebni^  tiefet  (Elimination  ifl  bie  ®(eici)ung: 

«2x2(1— y2)(l  -Z2)  -I-   /32y2(l— Z2)   =   y2x2  JaDg.U«  ,  (c) 

weld^c,  dB  onnloge  jur  offgemeinen  ®Ieict)ung  (d')  itv  gleichen  ci» 
tirten  9lr.,  Don  wefentlicfeem  Sinfluffe  in  befagter  Untetfucl)ung  ifl* 

SHod)  ber  in  9lr.  330  be^anbelten  Kombination  foö  biefe  ®(ei^ 
(I)ung  (c)  entweber  für  bie  auf  x  ober  für  bie  auf  y  bejäglict)en 
SntegraHonögrenjen  beö  Dorgelegten  bretfad)en  Sntegralö  U  conflante 
QQBertfee  für  u  barbieten,  91un  fleüt  biefe  @leict)ung  für  x=0 
fowol)l  ate  audö  für  x=l  bie  ®rö^e  u  ate  SSariable  feeraud;  ein 
äfenlicfeeä  Sewenben  ftat  eö  mit  ben  SBert^en  Don  u,  wenn  in  ber« 
felben  bie  auf  y  bejügUd)en  Sntegrationögrenjen,  y=0  unb  y=l, 
eingeführt  werben :  ba^er  ftnb  du^  bie  ©rgebnifle  biefer  9lr.  für 
Dorliegenben  gaff  unbraud)bdr  unb  ju  verwerfen. 

91acJ).ber  Kombination  in  9lr,  331  ijat  biefelbe  ®(eicfeung  (c) 
oorerfl  entweber  für  bie  Sntegrationägrenjen  ber  SQariabeta  z  ober 
für  bie  öon  x  conflante  9Bert^^e  für  u  barjubieten.  S)af  folcfted 
für  bie  Sntegrationögrenjen  ber  QSariabeln  x  nid^t  eintrifft,  errettet 
Mi  bem  unmittelbar  Q3oraudgefcf)icften ;  fonadö  erübriget  unö  ge* 
genwärtig  nod)  bie  SSariaMe  z  in  eben  erwähnter  Sejie^ung  )U 
unterfuc^en.    SBirb  nun  in  biefe  ®(eicbung  (c): 

2  .-=  0  unb  z  =  1 
gefeilt,  fo  erhalt  man  in  gleicher  Örbnung: 

Tang,  u  =  Qo  unb  Tang,  u  =  0  , 

Ober  bie  conflanten  (grgebniffe:     . 

u  =  -—  unb  u  =  0 . 

S)a  nun  bie  auf  u  beaüglid)en  Sntegrationdgrenjen  att  Sonflante 
(tc^  feerauägeileßtne,  erübriget  unö  nodb  bie  auf  v  bejüglic^en  Sntegra* 
tion^grenjen  nad)  bem  ®rgebni(fe  ber  ©Kmination  Don  z  aui  ben 
©leid^ungen  (b),  nömlic^),  nacft  ber  ®Ieid)ung: 


Tang.  V  =        '^^y    ^    ,  W 
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wen«  itt  betfelbeit  x=0  unb  x=l  gefeilt  wirb,  "ju  bejlimmen:  Je 
nad)bem  bie  (Srgebniffe  für  v  oon  j  unabhängig  ober  abhängig  fid^ 
feerauöfletten ,  beliebt  aud)  bie  erfle  ber  UmformungSgleicftmtgett  (II) 
ober  bie  in  biefer  91r.  bebönbette  Kombination  ifl  gleid)fattd  nodb  ju 
verwerfen»  ®ö  tritt  bier  aber  für  x=l  ber  lefetere  galK  ein;  ba» 
ber  erübriget  und  nocfe,  foö  baä  bier  Dorgelegte  breifacJ)e  Sntegrale 
ttiitteffl  ber  ®IeicJ)ungen  (a)  umgeformt  werben,  ber  lefete  95erfu*, 
bie  in  9lr,  332  bebanbette  Kombination  ju  unterfud)en ,  weldbe,  wie 
wir  bereite  angelünbiget  ^cbtn  unb  aucft  fogleid)  feben  werben,  aU 
len  5(nforberungen  jum  Sefteben  ber  jweiten  Umformungögfeid^ung 
in  (III)  bafelbjl  nacbfömmt. 

2)ie  in  9lr.  332  bebanbette  Kombination  berlangt  nämlid)  }u« 
tjörberft,  baß  bie  üorliegenbe  ©leicbung  (c)  entweber  für  bie  3nte« 
grationögrenjen  ber  93ariabeln  y  ober  für  bie  üon  z  conjlante 
SBert^e  für  u  berüorrufe.  "Siaii  bem  55orauögefd)icften  trifft  biefe 
^(nforberung  einjig  bei  ber  Q3ariabe(n  z  ein,  man  ^at  nämUd^: 

u  =   .   für  z  =  0  unb  u  =  0  för  z  =  1 ; 

fonac^  erübriget  nod),  nad)  ber  in  JKebe  Menben  Sir.,  baf  .bie 
erfle  ber  ®(eict)ungen  <34'0,  bie  gegenwärtig  bie  oben  aufgeftettte 
®Ieid)ung  (d)  ifl,  wenn  in  berfcfben  y=0  unb  y  =  l  angenommen 
wirb,  aajertbe  für  v  barbiete,  bie  öon  x  inbepenbent  ftnb.  SHun 
giebt  biefe  ©leic^ung: 

V  =  ^  fOr  y  =  0  unb  V  =  0  für  y  =  1 , 

weld)e  SBertbealfo  üon  x  inbepenbent,  ja  fogar  conflant  ftnb :  baber 
ifl  eine  Umformung  beö  vorgelegten  breifacben  SntegraW  mittelfl  ber 
©leic^ungen  (a)  möglid),  unb  bie  jweite  ber  ®Ieid)ungen  in  (III)  fann 
gegenwärtig  jur  ?lnwenbung  gebrijc^t  werben. 

Um  biefe  ®(eid)ung  ganj  bem  Dorliegenben  gaße  gemä'f  berau* 
flettcn,  baben  wir  nod)  erflend,  bie  Sntegrationögrenjen  üon  w  nad^ 
benen  Don  x  unb  jweitenö,  ben  in  ®leid)ung  (41)  9lr.  330  aufge^ 
flettten  9(uöbrucf  für  A'  ju  beflimmen;  ju  weld^em  boppelten  Swede 
wir  ani  ben  ®Ieidöungen  (a)  bie  SSariabetn  x,  y  unb  z,  atö  %\xxit^ 
tionen  üon  u,  v,  w  barjufletten  ^aben. 

Um  X  JU  erl)alten,  biüibire  man  bie  ®Ieic^ungen  (a)  na^  ber 
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Ortttung  i^ter  golge  Wtdj  a^  ß,  r  mh  mnltiplicixt  übtvWf  M<fi 
We  jweite  unb  btitte  mit  x;  quabrirt  man  nun  bie  fo  umgeformten 
©leidjungen:  fo  bietet  bte  ©umme  betfelben  folgenbe  SefümmungÄ* 
flleic^ung  für  x  bar: 

x«  =  ^  Sin.u«  Sio.v^  H-  -^x«  Sin.u^  Cos.v»  t-  ^  x«  Cos.u« . 

Um  ferner  y  ju  erholten ,  biDibtre  man  bie  jweite  unb  britte  ber 
Oleidjungen  (a)  refpectiDe  burcft  ß  unb  y,  unb  muItipUcire  öberbief 
bie  britte  mit  y;  quabrirt  man  biefe  jwei  ©teicftungen  unb  nimmt 
i^re  ©umme:  fo  fleöt  (tcft  bie  Seflimmun9ö9teid)un3  für  y,  wie 
foCgt  tjtxmdi 

y2  =  — -   Sin.u2  Cos.v«  ^  — -  y2  Cos.u»  . 

9(uÄ  biefen  jwei  ©leid^ungen  unb  ber  britten  ber  ©(eic^ungen  (a) 
jie^en  wir  bie  folgenben  x,  y  unb  z  barftettenben  ®leict)un9en : 

1  -  -^  Sin.tt2  Cos.v« 5-  Cos,u2     -^  JL.  Sin.u»  Sin.v2, 


y2jl    •    ^    C08.U2J    =   ^   Sin.U«  CoS.V» , 


y2 

W 


Z   =r  Cos.U  . 


^ud  ber  erjien  jie^t  man: 


w=o  int  X = 0,  unb  w  = — .-         __:  ^  =L  fßt  x=i , 

V  «2  "^  ^  ^       y2 

welche  OaSertfee  öon  w  bie  Sntegrationögrenjen  t)on  w  in  ber  jwei* 
ten  ber  Umformungdgteic^ungen  (IIl)  ftnb,  nämfidb  man  ^t: 

1 


a»  —  0  unb  A3  = 


1  /Sin.u^Sin.i 

V       ^^ 


Sin.u»  Cos.v2         Cos.U« 


ß2  y2 

wo  33  bie  untere  unb  A3  bie  obere  Sntegcationögrenje  t)on  w  i<l, 
2)iefe{ben  brei  x,  y  unb  z  barjleöenben  Oleicfeungen  bieten,  nac^- 
bem  man  aud  benfelben  bie  partietten  ©ifferenjialquotienten : 

dx        dx        dx        dy        dy 

"dSä  •    "dv  '     dw  •    "57  *     dv  '     •     '     * 

9(aab(«  Diff.  u.  3nt.  9le(0nima.  II.  1.^ 
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^rgefleKt  ^at^  ttad^  einigen  nid^t  att}ubef(i^wer(id^en  9le^uetionen/ 
folgenbe  SJeftimmung  für  A'  tat: 

^  ^^       j ^ w^  Sin.tt^  Sin.v  Cos«v ^__^ 

Ober  audf),  wenn  Sa'Wer  m\>  Slenner  Iti  S5ru(i)eä  mit  xy  ntuftip== 
licirt  merben^  ntit  Sea^tung  ter  obigen  SefUmmungägleid^ungen 
ton  X*  mi  y^  folgende  T 

^Sin.ttSin.vCos.y  * 

muItipHcirt  man  aud)  in  liefern  Srud&e  5Äf)Ie.r  unb  Slenner  mit 
w*  Sin.u,  fo  erWft  man  enblid),  mit  Seacfetung  ber  beiben  erflern 
ber  ©teic^ungen  (a),  folgenbe  Sejlimmungögleic^ung  für  A': 

.  ,  w2  Sin.u 

A'  = ' ; . 

SlUeä  biefeä  borauögefe^t,  bietet  bie  jweite  ber  ©(eic^ungen  (III) 
Dorangebenber  9lr.  fofgenbe  Umformung6gleid)ung  bar: 
111  


J  J  J  V^{(a.«xyi-y2yi-z2)*Hr(b-^?yyi-z2)*-*-(c.yz)'} 

0      0     M 

_      1      r  /•  r w^  Sin.u  dwdv  da     

"  ^ßyj  J  J  V"{(a-wSin.uSii,.v)«+(b-wSin.uCo..v)*-f(c-wCo..u)*|   • 

ober  autiö,  mit  3ujiet)ung  ber  britten  unter  ben  ©leic^ungen  (32) 
9lr.  326,  folgenbe: 

(l-z2)yi-ygdxdydz 


0    0     0 


V*  }  (a-«x  Vi^^  Vi^y  -t-  (b-/?y  T/i-z2)*  +  (c.;/z)'}    f 


7t   n  *M 

T     T    W 


_    i      p  /•  /• wg  Sin.u  dwdv  du 

^^ßrj    J    J  -/  }  a2+b2+c2-2(aSin.U  Sin.V+b  SinU  Co.. V+C  Co..u] W+W^ } 


0     0     0 

in  ber  ber  ^tirje  wegen: 


l/Sin.ugSin.yg        Sin.u^  Cos.yg        Cos.u« 

r  «2         "*■  /52        "*■  '~i;2^ 
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gefeftt  würbe,  We  in  eine  Sotiflante  tSbetgel^t,  wetiit  matt  az=iß=y 
mtttiitttttt,  <A6  guitctiott  oott  u  etfc^eint,  tvettn  ttiatt  cc=/3  feot,  att 
guttction  oott  u  uttb  V  ettt)fi*,  mm  fÄtttttttUd&e  ttci  ©töfett  «, 
ßj  y  uttter  einanber  uttgleicft  ftitb. 

334,    ^ai  fofgettbe  breifadfee  Stttegtole: 

/'^/*/'V(3^*  -I-  y«  -I-  a2)  dx  dy  di  , 

tüO  g?(x2+y^+z^)  irgenb  we(c^e  guncHon  üott  x^H- y^  +  ^^reptä* 
fentirt,  tpoöeit  wir  ttocft  tttittelfl  ber  folgenbett  brei  ©leid&ungen: 

X  =  w  Cos.u  Cos.v  ,    y  =  w  Sin.u  Cos.v  ,    z  c=  w  Sin.v  ,  (a') 

itt  ein  aequioalente^,  auf  We  93ariabeln  w,  v,  u  bejügli^e^,  brei» 
fa^eö  Stttegrale  utttfel^en.  ^ 

SItmittirt  tttatt  ju  biefettt  3werfe  auö  ben  ©(eicftuttgen  (a')  bie 
SJariaMe  w,  fo  jleßett  ftcft  folgeitbe  jtrei  ©leicftuttgett  ^erau^: 

X  y 

—  =  Cos.  u  Cotang.  v  ,    —  rr  Sin.  u  Cotang.  v  ;  (b') 

unb  tveittt  ani  biefeit  ttodft  v  elitttinirt  wirb,  f)at  tttan:  _ 

X  V 

—  Sin.u  •—  ~  Cos.u  =  0.  (cO 

z  z  .  ^    ' 

Uttt  jtt  erfafereit,  ob  bie  itt  9lr*  330  gewonttenett  ©rgebttiffe  tttt 
t)orliegettbett  galle  braud)bar  (tttb,  fe^ett  wir  Dorerfl  ju,  ob  biefe 
©teiebmtg  (cO  für  x=0  uttb  für  x=oo  cottfla»te  SBertl^e  für  u 
barbietet  9lutt  ert)Ätt  tttatt  itt  ber  Zt^t  betgleiffeett  SBert^  für  u, 
ttätttlid^ : 

u  =  —  ffitf  X  =  0 ,  un6  u  =  0  für  X  =  (x>  ; 

folglich  ^abett  ttrtr  ttocft  bie  jweite  ber  ©lelt^ungen  (b')  ju  befcagett, 
ob  biefelbe  für  y=0  uttb  für  y=QO  2Bertt)e  für  v  bar  bietet,  bie 
t)ott  z  ittbepettbettt  ftitb.  2)a  aud)  biefe  ?(ttforberuttg  eintrifft,  in» 
bem  man: 

V  =  --  für  y  =  0 ,  unb  V  =  0  file  y  =  oo 

feat:  fo  fcfettefen  wir  hieraus,  t>a^  bie  erjle  ber  ®Ieid)ttngen  (I)  in 
ber  oben  citirten  9lr.  jur  Transformation  beö  am  ©ingange  Dorge» 
legten  breifa^en  SntegraÖ  ju  ©runbe  geCegt  werben  barf. 
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Sßtimtt  man  ferner,  baß  Vit  britte  ber  ©leidjungen  (»0  fcU 
genbe  SBefümmunäen  für  bie  Sniegrationögrenjen  Don  w  barbietet: 

w  =  0  für  z  =  0 ,  unb  w  =  00  ffit  z  =  Qo  ; 
unb  baf  biefelben  ©leid&ungen  (a')  folgenbe  Seflimmung  beä  in 
(Sleic^ung  (41)  9lr.  330  aufgefteöten  ?(uöbrutfeö  für  A'  barWeten: 

A'  =:  w2  Cos.  V  ; 

fo  bietet  bie  befagte  ®Ieid)un9  in  (I)^  wenn  einftweilen  baö  üorge* 
legte  breifacfee  Sntegrale  burcfe  U  bargeflettt  wirb ,  fofgenbe  Seftim* 
mungöglei^ung  für  ü  bar: 

ü  =  /  /  fq(w^)  w2  Cos.  V  dw  dv  du  , 

7    7° 

ober  DermiJge  ber  britten  unter  ben  ©lei^ungen  (32)  9lr.  326  au^ 
folgenbe :  / 


7t 
J7  JT  ^00 


ü  =  f  /  f  ^(w2)  w2  Cos.  V  dwdvdu  , 

O      0     0 

auf  wetc^eÄ  ©rgebntf  aud)  bie  jweite  ber  ©(eicfeungen  (I)  9lr,  330 
fufert,  ba  alle  ?lnforberungen,  fo  jum  SSe<lef)en  biefer  ©(eicftung 
unerW^tict)  finb,  ml6)t  wir  3luögangö  ber  eben  citirten  9lr,  ange^^ 
fü^rt  baben,  gleid)fattö  im  Dorliegcnben  gaöe  realijtrt  werben* 

^a  ferner  in  bem  ü  barfteffenben  breifacJ)en  Sntegrale  fämmt^» 
fid^e  Sntegrationögrenjen  conftant  (tnb,  fo  bart  man  bie  Orbnungd* 
folge  ber  partieöen  Sntegrationen  nad)  w,  v,  u  aud)  Dertaufd&en 
unb  fotdje  etwa  in  ber  Orbnung^folge  v,  u,  w  Dottjieben.  5fuf 
biefem  2Bege  fteöt  ftd)  folgenbe  Sranöformatibn^ «  unb  SXebuctionö^^ 
gleid^ung  berauö: 

in  ber  wir  jur  JRecftten  x  flatt  w  gefegt  ^aben.  SOSirb  ifberbie^  nod& 
jur  fiinfen  x  in  x^a,  y  in  yVT>  unb  z  in  zVc  umgefe|t,  bann 
ergiebt  ftd)  folgenbe  nodö  allgemeinere  9lebuctionögleid)ung: 

OO         OO         OO  M 

f    f    rg(ax2-^by2H-cz2)dxdydz  =  — ^    C  (p(x^x*dx. 


ober  anä^  folgenbe: 
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«       to       «  «0 

0       0       0  0 

iie,  wie  He  t^or^yerge^ente,  für  otte  poptiuen  ceetten  2Bett^e  wn 
a,  b,  c  Seflanb  bat 

335«  ^uä  t)em  gleid)en  in  9lr*  323  geltenb  aemaci)ten  ®runVe, 
Im  bei  ber  Svanöformation  oon  JE)oppelinte(jtaIien  eingeführten  5luä* 
brutf  A  butdö  i>erfcbicl)ette  2Bertbformen  barjuileUen,  bef offen  wir 
m6  aud)  gegenwärtig  mit  ber  SIbleitung  unb  Sufammenjlettung  ber 
wefentlicl)cren  gormenwertbe  bed  bei  ber  Srandformation  breifac^et 
Sntegralien  lennen  gelernten  5luöbrucf ed  A' ;  mit  beren  aJlittt)eUun9 
wir  ben  t^orliegenbcn  Sparograp^en  befd)fiegen« 

^it  ©röfe  A'/  wie  foIcl)e  bie  @(eid)ung  (41)  9lr«  330  barjledt, 
umfaft  bie  portieCen  JE)ifferenjialquotienten  breier  9Sariabe(n  x,  y 
unb  z  nadö  ieber  ber  brei  93ari(ibe(n  u,  v  unb  w,  wenn  iebe  ber 
erfleren  aö  Function  ber  Unteren,  unb  umgefetjrt,  jebe  ber  festeren  aW 
gunction  ber  erfleren  auftritt;  wobei  alfo  notfewenbig  bie  SJorauäfe^ung 
ju  ®runbe  liegen  mu^,  baf  bie  brei  erfteren  unter  einanber,  wie  in  glei« 
d)er  QBeife  bie  brei  le^teren,  in  feinerfei  gegenfeitiger  Sejie^ung  flehen. 

2>iefeö  üorauögcfel^t  beflet)en  fotgenbe  brei@^fleme  Don  ©leid^ungen: 

du   du  dx  du  dy  du  dz   

du  dx  du  dy  du  dz  du 

du  ^^    du  dx  du  dy  du  dz   

dv    "^    dx  dv  dy  dv  dz  dv  '   ' 

du  __  ,  du  dx  du  dy  du  dz 

dw  ~"    dx  dw  dy  dw  dz  dw 

dv   ^^  dv  dx  dv*  dy  dv  dz 

du  dx  du  dy    du  dz  du 

dv   dv  dx  dv    dy  dv  dz    .               . 

"idv"  "*~  dx  dv  dy    dv  dz  dv            '   ' 

dv   dv  dx  dv    dy  dv  dz 

dw  dx  dw  dy    dw  dz  dw           ^ 

dw         dw    dx  dw    dy  dw    dz 

du  dx    du  dy    du        ~  dz    du 


dw  dw    dx  dw  dy  dw    dz    

dv          dx    dv  dy  dv  dz    dv 

dw  __  dw   dx  dw  dy  dw    dz  

dw  ^    dx    dw  dy  dw  dz    dw 


(0 
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©etenft  man,  baf  Me  a'  barftettente  ©teid&ung  (41),  9lc,  330  in 
Jefcet  fcer  >rel  folgenben  2Beifen  flejlettt  werten  fann: 

du  "dr   "  dy  "du  j   dw       ^  dw  du    "  "du    durjUv       ^  dr  "Öw  "  "dw-  "dr"/   da"  » 

•      y  dt    dx        dl    dx\    «ly    .    /  «l»    i«        «1*    dr\  dy       /  di    d«        di    dz  \    dy        ! 
^    —  ^du   dr   '  dv  lü)  Iw      ^d^  dT  ""dir  d^/dr'^'^Ir    dv'   dv  dr^  da   »    )  (M 

A  i  /  ^  —      — ^  i^  \  ***  +  /  ^'^^  J?l      J!L  «**  \  «'J'   4  /  **y  ^        dy    dr  \    dx 

^    —  \du  dr  "  dr    du  I  dw       (  dir  du   "  du   dw/dr"      l"dr"dw  "  "dw  d7/   du   ? 

fö  bietet,  etftend,  baö  (Stjftem  tet  Steigungen  (a)  folgende  ©eflim* 
munäöglel^ungen  für  A'  bar: 

du  dy    dz  dy    dz 

dx'  dv    dw         dw   dv 

du  dz    dx  dz    dx      ,  ^ 

"dy  -^    """    d7  d^  "   dw  "dv  •  ^  ^    ^ 

du        ^  dx    dy  dx    dy 

dz  dv    dw         dw   dv 

bann  fü^tt,  }weitenö,  iai  @qflem  ber  @(ei(^ungen  (b)  auf  folgenbe 
©efUmmung^glei^ungen  für  A': 

dv        ,  ^y  Jdz^         dy    dz 

dx  dw   du  du    dw  ' 

dv  __   dz    dx  dz     dx       . 

dy"^  ■~d;j?'d7^"cnrd^M  ^*"' 

dv    ^f  _^  ^[x   ^y   ^    dx    dy^ 
dz  dw   du  du    dw  ' 

enbtic^  er^ätt  man,  brittenö,  folgenbe  SSefUmmungdgleid^ungen  fttr 
A'  auö  bem  ©^fleme  ber  ©(ei^ungen  (c) : 

dw  dy    dz  dy  jdz 

dx  du    dv 

-^  A'  -  ii  —  -  —  —    )  av) 

dy    ^    ~    du    dv  -*"    ''"  '   '  ^  ^ 

dw       ^   dx    dy   

*dz  "du  "dv" 

S)utöö  93etbinbung  ber  in  biefen  brei  ©^flemen  enthaltenen  SejUm« 
mungägteidöungen  für  ben  5Iuöbrucf  A'  untereinanber  ergeben  ftc^ 
berglei^en  neue;  bie  wefentßc^eren  unter  biefen  (inb  jene,  bie  eine 
int)erfe  Se}ie^ung,  toai  namentlid^  bie  partiellen  S)iferen3ialquo« 
tienten  betrifft,  }u  ben  erflgenannten  ()aben,  meiere  wir  ^ier  gleid^« 
fattd  nocö  mitt^eilen* 


dv 

da 

dz 
dv 

dx 
da 

dx 
dv 

dy 
da 
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anulHpUcitt  man  Die  erfle  ber  Oleid&ungett  (II)  mit^riwiten 
bet  ©leiö^ungen  (III),  fubtto^itt  Dann  öom  (Jtgebniffe  Dad  ^to- 
Duft  aud  Der  jweiten  Ded  erflgenannten  in  Die  erfle  Ded  lefetgenannten 
©#em«;  fo  fteüt  ftc^,  Dea^tenD  Die  SeDeutung  ot)tt  A'  aud  einer 
Der  @Ieid&Uttsen  (I),  folsenDe  ©(eicftung  ^erauö: 

/da    dv         ju    dv\    .,2_dz, 

\dx    dy  dy    dx/  ^     ~  dw  "-^    • 

®ö  W|t  ft*  aber  in  ä'^nH^er  SBeife  wie  in  S^lr*  289  Dart^un,  Daf 
A',  bei  Der  am  (gingange  feflgefteOten  aJorauöfefeung,  weDer  eine 
nnenDIidö  KeinwerDenDe  Mä)  eine  unenDKcfe  gro^werDenDeöröße  ift; 
Dafeet  geW  Die  eben  gewonnene  ©leid^unft  öDer  in: 

(dg    dv   du    dv\       ^   dz_ 
dx  "dy         17  17J  ^    "~   dw  '     ^ 

weld)e  man,  afö  inuerfe  jur  Dritten  Der  ©leicftungen  (IV)  anfe^en 
fann,  unD  eine  Der  öor^in  erwähnten  inöerfen  JE)arflettungdtt)eifen  Don 
A'  ifr  3tnatoge  mit  Diefer  ©leicftung  ert)ält  man  Mi  Denfetten 
e^ftemen  (II)  unD  (III)  noöö  jwei.  Die,  mit  Diefer  vereint,  folgenDed 
neue  elftem  öon  Seflimmungögleid^ungen  Deö  SluöDrutf eö  A'  aDgeDen: 

(du    dv  du    dv\  dz 

dx    dy  dy    dx/  dw 

/^  _dv         ^  _dv\     .  dy      [ 

\^dz     dx  dx    dz/  ^  dw»  ^  (^^' 

/du    dv    ^    du    dv\ 
l  dy    dz         "HT    dyl 


^    -^  dw 


unD  Die  inoerfen  jum  @9ft^we  in  (IV)  (tnD- 

2Benn  in  ö^nliö^er  SBeife,  wie  Die  ©^fleme  Der  ©lei^ungen  (II) 
unD  (III),  Die  0^|leme  in  (IV)  unD  (II)  untereinanDer  üerDunD^n 
werDen,  tlettt  fidö  fotgenDed  ©qjlem  ^eräuö,  Daö  wir  aW  inöerfed 
}u  (III)  erfWren  fönnen: 

(dw   du   ^   dw   ^«\  yvi   ^^ 
dx    dy          dy    dxy  dv 

/dw  du  _  dw  ^\     ^  _  ^   l  air) 

\dz    dx        dx    dz/  ^   "-  dv  •  ^  ^*"> 

(dw   da   ^   dw   dtt\       ^  ^ 
dy    dz      ^    dz    djj          ""   dv 
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(Sntlid^  etl^ätt  matt  tutd^  attäloge  'Serbittbttttgett  Hv  ®(eicl&ttttsett 
iit  (III)  uht  (IV)  fotflettbeö  ©tjftettt  t)ott  ©leicbuitgett: 

(dv    dw  ^    dv    dw\  jiz      \ 

IT  17         dy  17/  "^    ~^    da  •    i 

/_dv    dw  _  ^  dw\         _  jdy     f 

\dz    dx  dx    dz j  ^   —    da  '  /  ^"^ 

(dv    dw         dv    dw\  dx^     \ 

dy  "dT  ~  IT    dy  j  ^    ""    du  '    1 

tt^el^e  aud  3leict}ett  ©tflttbert  tt^ie  bte  beibett  t)ot^et3e^ettbett  69« 
flettte,  aö  ittöetfe  J^  (II)  attgefe^ett  tt^ecben  föttttett* 

9lud  jebettt  biefer  ©tjfletite  getattgt  tnatt  ettblid^  auf  eittc  ittt)etfe 
ju  ieber  ber  itt  (I)  aufgeftettten  ©leicftungett.  ©0  j.  S.  ergiebt  (td) 
auö  bett  ©lei^uttgett  (IV),  ti^entt  biefetbett  ttaöö  ber  Ocbttuttg  i^rer 
Slufeittattbetfolge  tttit: 

dw       dw       dw 
dz  *     dy  •    "ST 

tttultiplicitt  ttttb  ()ietöuf  obbttt  ttjecbett,  tttit  Sead^tuttg  Uk.  biHttett 
uitter  bett  ©leicftuitgen  (c),  folgeitbe  Seflittttttungdglcid&uttg  föt  A': 

Kdu    Ay        dtt    dr  \    dw       /du    dr       ^  dr  \  dtr       /  dn    dv        du    dr \    dw  I 
dx  d^  "  d7  ^/  »1»     y  dx  IT  "  dT  d»  j  dj^     y  d^  dir  "  IT  d^j  "^  J  ^  —  ^  ♦ 

@attj  öuf  biefelbe  ©leic^ung  fut)rt  jcbed  ber  beibeit  attbettt  0^(letne, 
ttÄtttli^,  (IIIO  «ttb  (II');  fo  baß  tttati  folgeitbe  ittöerfett  ©teid^uttgen 
JU  (10  hat: 

Hin   dr        dv   drVdw        /du    dr        du.dv\dw       /du    dr        dn  £;^\  «1^  j    -  ^        .      \ 
dT  dy  "  dy  d7  j IT  "*"  ylT  d»  "  ü  H/ dy       \ly  IT  "   d»   dy  jH  j  ^  =  »  »  1 

Kdw  du        dw  du  \  dr        /  dtr  du        dw  du  \  dv       /  dw  du       dw  du  V  dr  )  \/t*\ 

"di^lj" "  "dy  ll^jir  ■**  y  dT  dx  "   dT  dlj  dy  "^  ^^   d»  "  ^  d^r/  dx  j  A  ■"'^  >  /V^  ) 

Kdr    dw       dr    dw\  du        /  Ar  dw       dr  J^\  jäu        /  dr    dw      dr    dwV  *«  )  ^ ,  1 

dTl^"   dy  "ST/dT      ^H  dx  "   dx  ITJ  dy       ^dy   dT'  "dTljj  dlj^  ^^  >  ] 

bie,  glei^wie  bie  ©leicftuttgett  (I)  utttereittattber,  tt^ettn  bie  attge» 
jeigtett  ajlultipßfatiottett  auögeföt)rt  tt^etbett,  gleid&faöö  ibeittifd^  ttttteir« 
eittattber  (tttb7  ober  in  eitte  eiitjige  SBeftitttttiuttgigleic^uiig  für  A' 
jufattttttett  fatten» 

aWit  biefen  20  S)arfleauttgög(ei(ftuttgett  beö  5lu«brucfeÄ  für  A' 
begitflgett  wir  uttd  gegentt^ärtig  «nb  befö^Iieflett  ben  Dovliegettbett 
Qegettftattb,  bie  ^xauöihaxtüt  berfetbett  befler  ittd  ßid&t  jtt  feigen, 
tttit  ber  Slttwettbuttg  eitter  berfelbett  auf  eittett  befottbertt  galK. 
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gfür  bett  iu  9lr«  333  btf^nUttm  befonbetn  ^aU  befHtntnten  toit 
bdfelbft  ben  9Q3ert^  öon  A'  nad^  einer  bet  biet  in  (I)  jufammen* 
gejleCten  ©(eicftungett,  9lac^  einiger  Ueberlegung  ober  ilberjeuat 
ttion  (td)  alibali,  baf  man  in  ber  Seflimmung  Don  A'  am  fd^nett- 
ften  mit  ber  erflen  ber  in  (IV)  aufgefteBten  ©{eid^ungen  ju  einem 
©nbjiele  fommen  bürfte.     "   - 

^er  befagte  befonbere  gatt  ijl  nämftc^  burd&  folgenbe  bret 
©lei^ungen  gegeben: 

ax  |/l-y2  yT^2---wSiii.uSiii.v,  /5y  V7^=w  Sin.u  Cos. v,  yzrrw  Cos.u , 

welche  mit  im  folgenben  gleicfcbebeutenb  flnb: 

Tang.u«  =r  -^ (a^xHß^y^-ahi^y^) ,  Tang.v  =>| x  !—L  ,  yz  =  wCos.u . 

SHad)  ber  befagten  .erften  ber  ®leid[)ungen  (IV)  ftaben  wir  a\xi 
biefen  @Ieid)ungen  bie  fofäenben  fünf  partietten  S^ifferenjialquotien- 
ten  ^erjufteöen: 

du        da        d-v        dv        dz 
1^'    1^'    'S!'    'öj'    Iw* 

nun  bieten  biefe  ©leid^ungen,  aö  unmittelbare^  ©rgebniß  ber  par* 
tieCen  S)ifferenjiationen  berfetben,  folgenbe  SBeftimmungen  bar : 

du  1-Z2  C0S.U3  Citt  1.2^2   CoS.U^ 

41  =     «   COS.V2  iS   .  ^51=«^  C0S.T2  ^ 


dx  ~"   /i?    '  y      •  dy  ""         ^  yZl/IIp  '  * 

dz  1   ^ 

dw         y 

auö  benen,  afö  unmittelbare^  ®r0ebnif ,  bie  folgenbe  gejogen  wirb: 

dtt  dv      du  dv  aCos.u^  -,        .  1-z*^  «  «     ^„  «     «  «  m  r  *-y* 

T-  j T-T-=  —  t; -c^ Cos.v»  -5-5 (a2x2-i-/?2y2-a2x2y2)        ^    ■   • 

dx  dy      dy  dx  (j  Sin.u  y^z*  "^  ^  ^  -^  '     y2       » 

bie  Dermöge  ber  obigen  ©leidöungen  oon  Taog.u^  unb  Taog.v  in: 

du     dv  du     dv  ^      o-         n  c  r^ 

— i 5—  —  -5 5—  = Sm.a  Cos.u  Sm.v  Cos.v 

dx    dy  dy    dx  xy 

ilbergel)t. '  aJlan  ftat  alfo  noä»  ber  oben  erwähnten  öefUmmung«* 
gfeid^ung  für  A': 
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Sin.u  Gos.u  Sin.  V  Cos.  v  ==  — '-  Cos.  a  , 

xy  y 


wotattö: 


A'  = ^ 


7 Sin.u  Sin.v  Cos.v 


gejogen  wirb,  wet^eö  Kefultat  in  ööttiget  Uebeceittfllmmunfl  mit 
bem  itt  9lr.  333  gefunbenen,  unb,  wie  mon  (td&  fe^r  balb  übet:* 
jeugt,  teid&ter  unb  fi^neöet  ate  bofelbfl  ermatten  wprben  ifl. 
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ffH^tüntatt,  mt^t^Üthti^t  ^iffeteii}ia(fittictiotteti jtveier 
itiib  mt^ttttt  Süatiäbtln* 


336.  Sm  üoraudgefi^icften  Kapitel  i)ahtn  wxt  W  Sntegtation 
einaliettiget  ni^tfineater  S)ifferenjia(funftiotten  einet  un>  mefttecer 
S3ariabe(n  auf  Sntegrationen  wn  eingtiebtigen  linearen  S)iffeten)ial« 
functionen,  ber  gorm  ^(x)dx,  jucörfgebtadöt;  Mefe  aber  ftnb,  wie 
wir  am  Eingänge  au  Sntegralreä^nung  VI  bemerft  ^abeu/  immer 
aB  integrabel  anjune^men:  ta^er  ^aben  wir  bort  aud^/  ben  (Srfolg 
oorauöfebenb,  atte  unb  jebe  gjorunterfu^ung  über  Sntegrabißtät 
berfelben  unbead^tet  gelafien*  hingegen  ftaben  wir  fcfton  in  ber 
Sntegralrecftnung  V,  namentlich  in  ben  9lrn.  279—281  üorßegen» 
ben  Sanbeö/  ju  jeigen  ©elegen^eit  gehabt;  ba$  lineare  £)ijferen» 
aialfunctionen  fogar,  falB  foldbe  mebrgliebrig  unb  mebr  aU  einer 
ajariabeln  ftnb,  ni^t  immer  <£rgebni|re^  unmittelbarer  S)iflfereniia*: 
tionen  feien;  ein  ©leidbeö  ftebt  aber  um  fo  mebr  Don  ben  in  ber 
Ueberfi^rift  Dortiegenben  ^apiteld  angebeuteten  S)ifferen}ialfunctionen 
}u  gewärtigen:  baber  feben  wir  und  audb  gegenwärtig  angewiefen^ 
alle  bieber  gebörenben  £>iiferen}ialfunctionen  einer  auf  3ntegrabilität 
SBejug  b^benben  Unterfudbung  ju  unter jieben,  beöor  wir  ju  beren 
Sntegrationen  übergeben.  ®rfl  nadb  geftfteöung  ber  benfelben  ent* 
fpred^enben  SSebingungdgleidbttngen  werben  wir  unter  SSoraudfegung 
beö  Seflanbbabend  berfelben  jur  Eingabe  beä  93erfabrenä  fdbreitetv 
bie  3ntegralfunctionen  folciber  £)ifferen}ialfunctionen  berjufleUen^ 
bie,  wie  ber  95erfolg  biefed  ÄapiteÖ  lebren  wirb,  aöbann  auc& 
jebedmal  burdb  eine  ^ufeinanberfolge  einfacher  £Xuabraturen  angeb» 
bar  ftnb. 
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§.    I. 

STle^tgHetrige  nic^tlineate  2)ifferen)iaIfunctionen 
jweier  95atiabeltt« 

337»  Sttbem  wir  unter  Sntegriren,  wie  fc^on  an  frä^ern  Ov* 
ten  fejlgeflettt  worben,  bie  inöerfe  Operation  it6  S)ifferenjirenö 
oJrflefeen,  wenben  wir  unö  ben  im.  Dorliegenben  Sanbe,  ^ifit» 
renjiafeedönung  III,  nomentli^  im  erflen  ^araarapl^en  bafelbfl, 
gewonnenen  (^rgebniffen  ju^  um  ©toff  für  ben  öorliegcnben  ^ara« 
flrapben.fowo^t,  ate  fiir  bte  folgenben  gegenwärtigen  ÄapiteÖ  ju 
gewinnen, 

Sladö  ber  fo  eben  angeführten  QJbt^eilung  ber  S^ifferenjialrecfe» 
nung  fann  eine  me^rgliebrige,  nict)tßneare  JE)ifferenjialfunction  jweier 
unb  mehrerer  ©ariabeln  ©lieber  enthalten,  bie  barauf  ^inbeuten, 
baf  bie  unenblic^Hein  werbenben  3Jenberungen  ber  Q3ariabeln,  bie 
©ifferenjialien  berfelben  nämlid^,  aW  SBariabeln  bebanbelt  worben 
(tnb;  fo(d)eä  jeigt  j.  S.  ber  5luöbrucf  rec^ter^anb  t)om  ®(eicl)^eitd* 
jei^en  in  ©leic^ung  (e),  9lr,  252  ganj  unjweibeutig,  aui  bem 
entnomnten  wirb,  ba$  man  nict)t  nur  bie  93ariabeln  x,  y,  z,  fon» 
bern  baß  man  au^  bie  2)ifferenjialien  biefer  93ariabeln  afö  Söariable 
be^anbe'lt  unb  biefelben  ber  Operation  beä  JE)ifferenjirend  gleid)* 
faUi  unterjogen  ^at:  —  JE)ifferenjialfunctionen  biefer  ?(rt  nun  fdötteffen 
wir  im  PorUegenben,  wie  in  ben  beiben  folgenben  Paragraphen 
tiefet  Äapitete  Pon  unferen  Unterfuc^ungcn  mi.  Stoß  i)ifferen« 
jialfunctionen,  bie  feine  2)ifferenjialien  Pon  JE)ifferenjiaIien  enthalten, 
wie  etwa  ber  9(uöbrutf  rec^terl)anb  in  ®leid{)ung  (d)  ber  porbin 
citirten  9lr.,  werben  in  ben  eben  erwähnten  Paragraphen  bed 
porliegenben  ÄapiteW  ©egenflanb  unferer  Setrad)tung  fein*  ®rft 
im  Pierten  ober  @(i)(ufparagrapt)en  biefeö  ÄapiteÖ  werben  wir 
aucfe  bie  juerjl  erwähnten  nict)tlinearen  $)ifferenjiatfunctionen  in 
©ejiebung  auf  Sntegrabilitä't  unterfud)^«,  wo  wir  atte«  ©efentlid&e, 
bad  und  bxi  je^t  über  biefelben  befannt  geworben,  entwicflenb  mit« 
t^eilen  werben, 

SDiefeä  Porauögefc^icft,  ift  bie  einfacbfle  mcl)tlineare  S^ifferenJia^ 
function  aweier  93ariabeln,  mit  ber  wir  unfere  Unterfucftungen  er« 
öffnen,  bie  pom  jweiten  ®rabe  in  ^Sejug  auf  bie  SJifferenjialien 
ber.  SBariabeln ,  unb  fonad)  Pon  folgenber  $orm: 
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Mdx2  ^  Ndxdy  -4-  Pdy«  ,  (4) 

WO  M,  N  Httb  P  beliebige  gurtctionen  t)on,x  mi  y  flnb. 

93ott  Mefer  vorgelegten  S)iffetenaiaIfunctiott  Derlangen  wir  ni(ftt 
ju  wiflen,  o5  folö^e  burcft  jroeimoligeö  2)ifferenjiren  einer  guncHon 
öon  X  unb  y  entflanben  fei;  fonbern  lebiglid),  ob  fo{ct)e  burcft  einma- 
liged  totaleö  ^ifferenjiren  einer  linearen  JE)ifferenjiaIfunction  jwifdjen 
Im  93ariabeln  x  unb  y  (Sniegralred^nung  V^  9lr.  278)  ^abe  cnt* 
flehen  fönnen* 

®el)en  wir,  wie  in  3ntegralred{)nung  V,  alKwo  wir  ä^nli^e 
Unterfuc^ungen  leiteten,  t)on  ber  ?lnna^me  hti  Seflanb^obenö  einer 
fo(cI)en  linearen  JE)ifferenjia(function  aud ;  fo  l)aben  wir  biefelbe  na^ 
2Jiflferenjialrect)nung  III,.  9U\  249  öon  ber  gorm: 

M'dx  +  N'dy  (2) 

öoraudjufefeen,  wo  M'  «nb  N'  unbefannte  Functionen  x  unb  y 
(tnb,  bie  feiner  weitern  Sebingung  unterHegen,  ate  burd)  totale^ 
2>ifferenjiren  biefeö  eben  aufgeftefften  S)iflferenjialauöbru(led  unter 
ber  5lnna^me,  dx  unb  dy  Verbleiben  conjlant,  bie  vorgelegte  2)if« 
ferenjialfunction  barjubieten» 

SBottaiebt  man  biefe  S)ifferenjiation,  fo  ergiebt  (td&: 

dM'   ,  ,      VdM''         dN'\  ■      ,  dN'   ^  , 

-dF  ^^'  -*■  ("dF  ■"  -ar)  ^^^y  -*-  ^  dy^; 

bamit  biefeö  @rgebnigmit(l)  ibentifcfe  werbe,  erbä'ltmanbie  ©lei^ungen : 

dM'  _  dM'         dN'  _  dN'  _ 

-dF  =  ^'"dF^"dr-^'-dF  =  ^'        ^^> 

bie  bei  ber  Stnnafeme,  bie  S)ifferenjialfunction  in  (1)  fei  unmjttet 
barei  ©rgebniß  einer  totalen  ^ifferenjiation  bed  ^ifferenjialaud« 
brucfeö  in  (2),  in  Sejug  auf.x  unb  y  ©leic^^eiten  vorjujleöen  ftaben* 

eingenommen  nun  bie  ©Meldungen  in  (3)  fteUen  in  ber  S^at 
@Ieid)beiten  ,vt>r,  fo  ift  man  jeb^  berfetben  nad)  jeber  einaelne«  ber 
SBariabeln  x  unb  y  ju  bifferenjiren  bered)tiget,  unb  bie  ©leidbun» 
gen,  fo  auf  biefem  QBegc  erjielt  werben  fönnen,  verbleiben  nod^ 
immer  aü  ©(eid^^eiten. 

/2>ijferenjirt  man^  fonad&  bie  crfle  berfelben  nad)  y,-bi^  aweite 
nad)  X,  fo  ftettt  ber  Unterfd)ieb  ber  (grgebniffe  folgenbe  ®leic^l»eitbar: 

d2N^  —  ^  _  ^ 
dx«  ~  dx  dy  ' 
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Wirt)  ferner  biefe  na^  y  bifferenjirt  ttnb  bte  britte  in  (3)  jweimol 
nad^einanber  in  Sejug  quf  x,  fo  ergiebt  ftd^  flteid&falW  nadö  fle^ 
fi^efeener  ©ubtroftion  berfelben  folflenbe : 

_  d^N        d^M       dgp 

~~  dxdy         dy2  dx«   ' 

ober: 

d2M  d2N  d2P 

■dF"^'d^"*"'di^^®'  ^*^ 

bte  noc^  immer  oB  @{eici^^eit  Seflanb  I)aben  muf . 

S)iefe  ©leicft&eit  nun,  bie  t)on  ben  unbefannten  guncKonen  M' 
unb  W  unab^ä'ttäig  ifl,  briidt  bie  Sebingung  auö,  bor  bie  goefji« 
cienten  M,  N,  P  in  ber  üorgelegten  Ziffer enjialfunction  ju  ent* 
fprec^en  ftaben,  ober,  biefelbe  (leöt  bie  ju  reoKjtcenbe  Sebingungö* 
gleidbuttg  t)or,  bamit  bie  ?(nnabme,  bie  JE)ifferenjiarfunction  in  (1) 
ift  unmittelbar  burdöö  ^ifferenjiren  einer  linearen  S£>ifferenjialfunc« 
Ron  wie  (2)  entftanben,  nic^t  ju  ben  Unmöcilid)feiten  gehöre.  Ob 
aber  umgefe^rt ,  wenn  biefe  Sebingungögleidöung  reaKftrt  erfcfeeint, 
ob  atebann  biefe  eben  erwähnte  Slnnabme  ju  ben  9Jlßglid)feiten  gehöre; 
biefed  werben  wir  in  ber  folgenben  SHr.  f^on  im  bejabenben  ©inne 
entfd)eiben,  inbem  wir  bei  3ugrunbelegung  biefer  Sebingungägtei» 
c^ung  baö  Sntegrafe  öon  (1),  nämtidb  bie  entfprccl)enbe  lineare 
S)iflferenjialfunction  (2),  ^erjufletten  lebren  werben, 

338.  S^ie  unmittelbar  öbrauögebenbe  Sntegralfunction  ju  (I) 
wirb  bei  ber  ^Innabme  beö  SBe(lanb{)abend  ber  SBebingungögleicftung 
(4)  erbalten,  inbem  man  Don  ben  ©leic^ungen  (3),  ani  benen  biefe 
(4)  gefolgert  warb,  auögebt  SHittelfl  biefer  ©leicfeungen  (3)  nun 
werben  wir  bie  Soefflcienten  M'  unb  N'  ber  linearen  ^ijferenjial* 
function  in  (2)  berjuftetten  fudjen. 

Q3orer(l  bietet  bie  erfle  biefer  ©leid^ungen  (3)  folgenbe  Seftim^^ 
mung  für  M'  bar: 

M'  =  /Mdx  Hh  y  ,  (5) 

wo,  ba  bie  angezeigte  Sntegration  jur  9led)ten  nur  bie  Variable 
X  betrifft,  bie  ßonflante  biefer  Sntegration,  bie  wir  burdb  Y  t)or« 
geftettt  ^aben,  nur  nocl&  eine  Function  Don  y  fein  fann,  welche  wir 
in  folgenber  QBeife  beiKmmen. 

©telKt  man  a\xi  biefer  fo  eben  aufgefteöten  ©leid&ung  (5)  ben 
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portidleii  JBifferenjialquotienten  wn  M'  na^  y  ^er,  fo  erhält  man: 

dy  J    dy  dy  * 

mit  Serurfitd)ti8Uti3  biefed  ergebnifieö  Meten  We  jweite  unt)  dritte 
ter  ©(eidöuttflen  (3)  folgende  Seftimmuttäen  für  ixt  pattieffen  I)if= 
fereniialquotienten  i)Ott  N'  no^  x  unb  nadö  y  bar: 

wirb  enblidö  bie  erfte  biefer  ©lei^ungett  partieff  nac^  y  unb  bie 
jweite  in  gleidjer  9Beife  mtS)  x  bifferenjirt,  woburd^  folgenber 
Unterfi^ieb  biefer  Srgebnifle  ^xä)  feerauöfleöt: 

®  —   dy  dx         J    dy«   ^*        dy«  ' 

fo  fleöt  (tdö  folgenbe  Seftimmun9ö9leicl>un9  für  Y  feeraud: 

d«Y  ._  dN        dP    .     f  d2M 

d^«  -  17  ""  "dT  ""  J  "dp"  "*'  •  ^^^ 

©Ott  nun,  wie  auö  bem  SJorauögefi^idten  ^erijorge^t,  Y  Mo^  eine 
Function  Don  y  fein,  bann  ifl  unerWpd),  baf  ber  9l««brttd  jur 
dienten  biefer  @teict$ang  inbepenbent  ibon  x  erfannt  werbe;  wtU 
üjti  and)  in  ber  St)at  mit  3u}ief)ung  ber  Sebingungägteid^ung  (4) 
na^gewiefen  werben  famt,  2Birb  nä'mlid)  \>on  biefem  5(uöbru(le 
jur  9led)ten  ber  partieÖe  2)ifferenjialquotient  naö^  x  ^ergeftettt,  fo 
erbätt  man:  ^ 

d2N  dgp   _  d^      . 

dxdy         dx2  dy«  ' 

itnb  ba  biefeö  ^gebni$  Dermdge  ber  Sebingung^eid^ung  in  (4) 
ibentifcö  in  SHutt  tüberge^t;  fo  ijl  unfre  Dorige  9(uöfage,  bie  (Situ 
(ftung  (7)  betreffenb,  gerecfetfertiget,  unb  wir  (tnb  aud  berfelben 
(nadö  Sntegralred&nung  VI,  9lr.  302,  ©leid^ung  II)  Y  afö  gunc^ 
tion  Don  y,  bie  jwei  wittfäl)rlicfee  Sonflanten  mitführen  wirb,  bar«' 
jttfteKen  in  ber  Sage.  QBirb  biefe  für  Y  gewonnene  gunction  Don 
y  in  (6)  eingefefet;  fo  erfd)eint  M',  aW  befannte  gunction  Don  x 
unb  y,  bie  )wet  n>xiStStf^üH)t  Sonfbmten  mitfahren  <witb. 
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ettUt  man  ferner^  jut  Äetmtni^  öon  N'  ju  geCattflen,  ben 

S)ifferenjiaIqttotiettten  Don  Y  naci^  y,  obet-j-^c,  fel^t  bann  bai 

©rgebni^  in  bie  erfte  ber  ©leic^ungen  (6)  ein,  bann  bietet  foldb^ 
ben  partiellen  35iffetenjiaIquotienten  öon  N'  naci&  x,  aW  befannte 
Function  Don  x  unb  y  bar;  bie  jweite  biefer  ©leid^ungen  (6)  bietet 
üudi  ben  partiellen  2>ifferenjialquotienten  t)on  N'  nac^  y,  uW  be« 
fannte  guncäon  bon  x  unb  y  bar:  bafeer  feat  man  jur  ^tiim» 
mung  beö  totalen  2>ifferenjiaB  üon  N'  bie  ©leid&ung: 

^^  =-dr^^"*"-d7^y'  ^^ 

in  ber  nunme&r  bie  ßoefflicienten  t)on  dx  unb  dy,  aö  befannte 
Functionen  t)on  x  unb  y  anjufeben  |tnb.  S:)iefe  Soefficienten  ent* 
fpre^en  öberbief  ber  Sebingung  ber  Sntegrabilitä't  beö  Sluöbrurfeö 
red^terftanb  biefer  ©leidöung;  benn  bie  ®leid)ung  (7),  bie  und  jur 
SefKmmung  t>on  Y  geführt,  ift  ber  anal^tifd^e  Sludbrud biefer  Se* 
bingung:  bafeer  bietet  biefe  ®leid)ung  (8),  mit  5ujie^ung  bed  in 
Sntegralredöttung  V  9lr.  282  gewonnenen  Sfeeoremd,  N'  aö 
Function  bon  x  unb  y  bar,  bie  auf  er  ben  beiben  bei  ber  Seflim* 
mung  bon  Y  eingefübtten  »ittf äbrlid&en  ßonftanten  nod)  eine  britte 
berartige  Sonftante  mitfuhren  wirb,    * 

S)ettfen  wir  mi  nun  M'  unb  N'  in  eben  befcftriebener  9Beife, 
dte  Functionen  bon  x  unb  y  ermittelt,  unb  biefelben  in  (2)  boran« 
gebenber  9lr.  eingefel^t;  fo  fleöt  bie  fo  (idb  ergebenbe  lineare  2)if« 
ferenjialfunction,  weldbe  brei  wißfübtlicl)e  Sonjlanten  mitfuhren  wirb, 
bi^  bem  S)ifferenjialauöbru(Ee  in  (1)  berfelben  9lr.  entfpredbenbe , 
unmittelbar  borbergebenbe  Sntegralfunction.bor, 

339*  3ur  Erläuterung  beö  in  öorangebenber  9lr*  auöeinanber 
gefeilten  allgemeinen  ajerfabrenä  legen  wir  und  bie  S)ifferen3ial= 
function: 

dx2  -f-  (x2  -H  y2)  dx  dy  -*-  dy» 

jur  Sntegration  bor, 

93ergleicbt  man  biefe  mit  ber  allgemeinen  (1),  fo  f)at  man: 

M  =  1  ,     N  =  x2  -t-  y2,      P  =   1  ; 

unb  ba  bier  bie  Sebingungdgleid^ung  (4)  realiitrt  erfd^eint:  fo  fönnen 
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wir  öud)  jut  ^rfleöunä  Ui  unmitteffiar  Dot^erge^enben  StUegrate 
Verfetten,  nodö  ten  SSorfd^riften  tec  öor^erge^eitten  Sit.  liberge^eit. 
2)ie  ^(cid^ung  (5)  tafelbfl  bietet: 

M'  =  X  -f-  Y 
iav,  wo  man  Y  ate  Function  öon  y  butcft  ixt  ©lei^ung  (7),  We 
gegfenwärtig  fotgenbet  gortti  ifl: 

d2Y 

ju  beftimmen  t^at    ^ni  Wefer  ©teid&ung  jie^t  ttt<m  junäcl>fl: 

Y  =  2f^V^y^ 
unb  wenn  baö  jweifad)e  Sntegrale,  nacft  ©(eid^ung  (II)  9lr.  3Ö2, 
in  ein  einfacfeeö  umgefefet  wirb,  tiat  man  and): 

Y  =  2  /(y-y')  y'dy'  -•-  ay  -h  b  , 

WD  a  unb  b  bie  Sonftanten  ber  Sntegration  üotfleöen ,  unb  « jeb* 
weben  5a^Ienwert^eö  fäl)ig  ifl,  für  ben  bie  S:)ifferenjiöIformel  hinter 
bem  Sntegraljeici^en  unenblid)  ficinwerbenb  Derbleibt,  bie  fonad^  im 
tDorliegenben  galle  mdj  gleich  9luÖ  gefefct  werben  börf. 
SWan  t)at  dfo:    - 

Y  =  2  /(y-yO  y'  dy'  -h  ay  +  b  , 


ober  aud): 


ferner  ifl: 


Y  =  2y3  /  (l-z)  zdz  ■*-  a^  +  b  ; 


0 

bafeer  bat  man: 

Y  =  f  y3  -*-:ay  -♦-  b  ' 

5lud  biefer  Oleitfeung  jiebt  man: 

dY 


dy   -y 


Xaate,  Sitff.  ii.  3tit.  KeAnung.  n. 
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iatitv  flehen  (ie  ©leic^uttgett  (6)  übtx  in: 

uttb  man  ^öt  jut  SejUmmunfl  öon  N',  nadö  ©lei^ung  (8),  Ut 
©lei^ung: 

dN'  =  (x2  — a)  dx  -^  dy, 
N'  =  |x3  — ax  -4-  y  -H  c  , 

gejogen  wirb,  wo  c  eine  Sonjlante  bet  Sntegration  ift. 

(&6  fteKt  fona^,  beac{)tent)  bie  gewonnenen  SBefUmmungen  Don 
M',  Y  unb  N',  bie  lineare  ^ifferenaialfunction: 

(|y3  -•-  ay  -H  X  -f-  b)  dx  -«-  (f  x^  —  ax  -H  y  -§-  c)  dy  , 

in  ber  a,  b,  c  wta!ui)rlid^e  Sonflanten  itnb;  baä  DoUflänbige  un« 
mittelbar  Dor^erge^enbe  Sntegrale  ber  (Singangä  biefer  9flr.  Dorge» 
legten  S^iffereniialfunction  »weiten  @rabeö  öor, 

340.  SeDor  wir  jum  allgemeinen  gaCe,  ju  einer  2)ifferenjial* 
function  jweier  aSariabeln  öom  nten  @rabe  übergel)en/  unterbieten 
wir  bie  2)iffereniialfunction : 

M  dx3  -f-  N  dx2  dy  -4-  P  dx  dy2  -i-^  dy^  ,  (i') 

einer  nod^  etwaö  auöffl^rlid&en  Erörterung,  in  ber  M,  N,  P,  Q 
beliebige  Functionen  öon  x  unb  y  (tnb,  unb  weldfee,  weil  bie  2>iiferen« 
jialien  bon  x  unb  y  in  berfelben  in  ben  britten  2)imen(tonen  bor^ 
fommen,  eine  S)ifferenjialfunction  bei  britten  ®rabeö 
genannt  werben  fann, 

€Soa  biefe- S)ifferenjialfunction  unmittelbare«  Srgebnif  einer  eim 
aigen  S)ifferenjiation  fein;  bann  i(l  bie  Function,  bie  bifferenjirt, 
biefe  berDorgerufen,  ber  gorm  (S:)ifferenjialrec^nung  III,  9lr*  252): 

M'  dx«  •+-  N'  dx  dy  -i-  P'dy«  ,  .        (2') 

b.  b»  biefelbe  ifl  eine  S^ifferenjialfimction  bed  jweiten  ©rabeö  berfelben 
Sariabeln  x  unb  y,  wie  wir  fol^e  in  9lr.  337  in  Sejug  auf  3n* 
tegrabilität  unterfucftt  baben,  in  ber  alfo  M',  N'  unb  P'  gunctio* 
nen  bon  x  unb  y  DorfleHen  werben.  Seim  ©tatt^aben  biefer  95or^ 
auöfeljung,  b.  b*/  in  bem  gaffe  wenn  bie  2)ifferenjialfunction  in  (10 
in  ber  S^at  (Srgebni^  ber  2)iferen}iation  Ui  eben  aufgejlefften 
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2>ifferenjt<il<jttdtt«rfei  in  (20  {(l;  atebann  werten  M',  N',  P' 
folfj^e  Functionen  Don  x  unb  y  DocfleUen,  baf  bie  ©(eit^ungen: 


dM' 
dy 

-1- 

dN' 
ST 

= 

N, 

dW 
dy 

-f- 

dP' 

dx 

= 

P, 

dP' 
dy 

<A6  ©leicft^eiten  befielen,  mintdi  bann  jete  Uvftlbm  nad)  jeber 
einjelnen  93orioMe,  x  ober  y,  partieö  bifferenjirt  werten  barf. 

@el)en  wir  weiter  i)on  ber  5(nna^me  auä,  biefe  ©leidöunsett  be* 
ftet)en  in  ber  %t}at  ate  ®Ieicl)^eiten;  fo  gelangen  wir  auf  folgenbem 
SBege  ju  einer  öon  M',  N',  P'  befreiten  ®Ieicl)^eit^  bie  unö  bie 
unerWgIict)e  Sebingungägteic^ung  für  bie  SntegrabilitÄt  ber  i^orgeleg« 
ten  2>ifferenjiatfunction  abgeben  wirb. 

-  2>ie  erfle  biefer  ®(ei(fe^eiten  in  (30  biferenjire  man  breimal 
bintereinanber  partiett  nadö  y,  bie  jweite  berfelben  bifferenjire 
man  ^tnteretnanber  jweimal  partiell  nadö  y  wnb  einmal  nad) 
X,  bie  britte  werbe  einmal  noc^  y  unb  jweimal  nad)  x  bintereinan^ 
ber  partiett  bifferenjirt,  bie  bierte  biefer  ©leicftbeiten  enbficb  werbe 
breimal  bintereinanber  partiett  nad)  x  bifferenjirt;  bie  auf  biefe  2Beife 
nun  erhaltenen  Dier  ©leidöfeeiten  multiplicire  man  in  ber  eben  aufge= 
führten  Orbnungöfolge  nacb  ber  SReibe  mit+1,  —  1,  +  !,  —  1; 
wirb  bann  enblid)  bie  (Summe  ber  fo  gewonnenen  Dier  ©leicftbeiten 
genommen:  fa  ftettt  (t^  folgenbe  Don  M',  N'  unb  P'  freie  ©leicb* 
l)eit  beraub: 

'    d3M  d3N  d3P  d5Q  _ 

dy3         dy2dx  "^  dydx2  dx^   "^  " '  ^^  ^ 

bie  in  Perlattgter  QBeife  ixt  angefönbigte  Sebingungägleic^ung  für 
bie  Sntegrabilitdt  ber  Porgelegten  JCijfereniialfunction  in  (10  reprÄ« 
fentirt. 

341.  Seim  Eintreffen  ber  9(udgangä  porangebenber  9lr.  auf» 
geflettten  Sebingungögleic^ung  (V)  wotten  wir  nun  bartbun,  baß  bie 
^ifferenjialfunction  (10  bafelbfl;  nidbt  nur  eine  Sntegralfun<;tion  ge^^ 
ftattet,  fonbern  baf  biefelbe  aläbann  aud),  wie  ani  bem  Serfolge 
biefer  9lr.  berPorgeben  fott,  ber  3lnnabme  in  (20  gemäß  jebe^mal 
beftimmt  werben  fann. 
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93Bit  etteid&en  Wefed  ©nbjiel,  wenn  wir  bei  einjtget  Sugrunbe^ 
leflung  ber  SeMngungögleid^uttg  (4')  batt{)un,  ba$  bann  bie 
®leid)Mn9en  (30  Dorange^enber  9lr.  bie  Seflimmung  bet  nod^  un* 
befannten  Functionen  M' ,  W  unb  P'  herbeiführen ;  woju  wir  auö) 
fofort  übergeben. 

3uer(l  bietet  bie  erfle  ber  ©leic^ungen  (3')  für  M'  folgenbe  Se* 
flimmungögleid^ung  bar: 

M' = /Mdx  +  Y,  (50 

wo  bie  angezeigte  Sntegration  lebiglicfe  auf  x  Sejug  iiüt,  unb  wo  Y, 
atö  Sonftante- biefer  Sntegration  >  eine  Function  .i)on  y  fein  fann, 
bie  folgenberma^en  bejlimmt  wirb, 

93ermoge  biefer  Seftimmung  i)on  M'  get)t  nä'mlid)  bie  jweite 
ber  ®Ieid)ungen  (3')  über  in: 


r  ^M   .         dY  ,.,. 


dN'  „  r  dM    ,  dY 

dx 


bie,  in  folgenber  933eife,  mit  ber  britten  unb  i)ierten  ber  ®leid)ungen 
(3')  öerbunben  eine  üon  W  unb  P.'  befreite  ©leicfeung  barbietet, 
weld^  bann  bie  Seftimmung  t>m  Y  a(6  gunction  üon  y  berbeifübrt 
2>iefe  eben  aufgehellte  ®Ieid&ung  (6')  bijferenjire  man  nä'mlicfe  jweimal 
nad)  einanber  partiell  in  Sejug  auf  y,  bie  britte  ber  ®{ei(^ungen 
(3')  werbe  einmal  na^  y  unb  einmal  nacfe  x  partiell  bifferenjirt, 
bann  bifferenjire  man  bie  vierte  ber  ®leiclöüngen  in  (30  jweimal 
nacfe  einanber  partiell  in  Sejug  auf  x;  biefe  in  eben  befcferiebener 
QQBeife  erhaltenen  ®leid)ungen  multiplidre  man  nacfe  ber  Drbnung 
ibrer  ^olge  mit  +  1 ,  —  1 ,  +  1 ;  unb  wenn  enbtid&  bie  ©umme 
berfelben  genommen  wirb:  fo  fteUt  ftcfe  bie  angefünbigte  SefKm« 
mungöglei^ung  Don  Y,  wie  folgt  bar: 

d^Y  _  d2Q  _  d2p       d2N  _  ndm 

dy3   —    dx2"        dxdy  "*"    dy«         J    dy3    "  \  ^^  ^ 

91un  ift  ber  2lu6bru(f  jur  JRec^ten  biefer  ®leic^ung  unabbingig 
üon  X,  benn  ber  S)ifferenjial(|Uotient  beäfelben  nadb  x  bietet  beim 
©tattbaben  ber  Sebingungögleidbung  (40  bie  SluÖe  alö  (Jrgebni^ 
bar;  baber  ifl  befagter  2luöbru<J  entweber  eine  ffonjlante  ober  eine 
Function  i)on  y,  unb  man  jiebt  auö  biefer  ®lci^ung  (70  mit.3u. 
grunbelegung  ber  ®leicfeung  (II)  "SHr.  302  für  Y  eine  Function  üon 
y,  bie  brei  wiffföbtlid^e  Sonjlanten  mitführt. 
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9flu«me&r  Y  ate  eine  betannte  Function  Don  y  m\>,  nod^  ®Uu 
*utt3  (50;  auc^  M'  aU  betanntc  gunction  Don  x  uitb  y  tvtlätt 
werben  fann,  nunmehr  i|l  auc^)  ber  Sludbrucf  red&ter&anb  in  G5lei» 
djung  (6')  eine  befannte  gunction  öon  x  unb  y,  wel(l)e  ©leid^ung 
bie  Scflimmung  Don  N'  in  ä^nlicfter  QQBeife  l)etbeifö^rt,  aW  bie 
erfle  ber  ®leict)un9ett  (3')  bei  ber  Seflimmung  Don  M'  mitgewirft 

QQBivb  aur  3Jereinfac^)un3  ber  S>arjleaun3  bie  ©leic^ung  feflseflteJKt: 


(«) 


bann  jiefet  man  auä  befugter  ©leid&ung  (6')/  wenn  beibe  Steile  ber» 
felben  nacfe  x  integrirt  werben,  fofgenbe:    , 

N'  =  X  Ni  dx  -H  Yi  ,  (S'O 

WO;  ba  bie  angejeigte  Integration  jur  9led&ten  bIo$  auf  x  bejogen 
ifl,  bie  Sonjlante  biefer  Sntegration,  nämlich  Yi,   eine  Function 
Don  y  fein  !ann,  ju  beren  Seftimmung  wir  fofort  übergeben. 
(Stettt  man  aud  biefer  Oleidjung  (5")  ben  partiellen  S)ijferenjial» 

dN' 

<|uotienten  -5-  fter  unb  feftt  folcfeen  in  bie  britte  ber  ©leid&ungen 

(3')  ein,  bann  bat  man  in  ajereinigung  mit  ber  Dierten  ber  ®lei» 
d^ungen  (3')  folgenbe  jwei  ©leicfeungen,  bie  bie  partietten  SDifferen« 
jialquotienten  Don  P'  nad)  x  unb  nac^  y  barftetten: 

dy    -  ^  '  1 

bifferenjirt  man  bie  erfle  biefer  ©leidbungen  partielK  nad&  y,  bie 
jweite  in  gleicher  OaSeife  nad)  x,  fo  fii^rt  ber  Unterfc^ieb  berfefben 
auf  fotgenbe  Don  P'  befreite  ©leidjung : 

d2Y, 


Uli  —  iE.  —  ^  —  r^  d 

dy2    ■"•   dy  dx         J    dy« 


(7'0 


ber  5(uöbru(f  jur  Dlec^ten  in  biefer  ©leid^ung  ifl  aber  Don  x  unab* 
gängig,  benn  ber  S>ifferettjiaIquotient  beöfclben  nac^  x  gebt  mit 
3ujiebung  ber  Sebeutung  Don  Ni  auä  Oleicfeung  («)  unb  mit  5n^ 
Biegung  ber  ©leicfeung  (7')  in  9luß  über :  fonac^  !ann  a\x6  biefer 
©leidbung  (7"),  gleidbfatW  mit  ^ülfe  ber  ®Ieid)ung  (II)  9lr.  302., 
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.  Yi-oB  guttcticn  r>on  y  t>e(Hmmt  werten,  weldje  SefKmmuitg  at>er* 
mate  iwei  wi(Kfil^rfid)e  Sonjlanteit  einfaßten  wirb. 

9lad)bem  aucfe  Y^  aU  befannte  Function  \>on  y  aitiufet)en  ifl, 
bietet  bie  ®leid)un9  (5")  für  N'  eine  befannte  Function  Don  x  unb 
y  bar;  fo  ba^  unS  nur  nod^  bie  Seflimmung  t)on  P'  erübriget 

3ur  Äenntniß  berfetben  gelangen  wir  mitteffl  ber  ©teid^ungen  in 
(6")-  S>enn  ba  bie  3(udbrü(fe  ju  SRed^ten  befagter  ©leid&ungen  nun* 
me^r  befannte  gunctionen  tjon  x  unb  y  finb,  unb  jwar  folcfee,  baf 
wenn  biefelben  in  folgenbe  ©leic^ung: 

dP'  dP' 

dp.==^dx-.-i^dy.  (8') 

dP'  dP' 

(latt  -^  unb  -g^  eingeführt  werben,  ber  Stu^brud  jur  SHtüftm,  bet 

eine  lineare  2)ifferenjiaIfunction  nad&  x  unb  y  öorflettt,  Det« 
möge  ber  Oleic^ung  (7")  ber  Sebingung  ber  Sntegrabilität  nac^* 
lömmt;  fo  bietet  bie  Sntegralfunction  biefer  linearen  S>ijferenjiaU 
function,  bie  nad^  9lr.  282  barflettbar  ift  unb  abermaW  eine 
wifffü^rlid&e  gonjlante'  einführt,  bie  angefünbigte  Seftimmung 
Don  P'  bar. 

93Berben  bie  nunmehr  aU  gttnctionen  Den  x  unb  y  barflettbar 
erfannten  9{uöbrüdfe  für  M',  N'  unb  P'  in  (20  DorangeJienber  9lr. 
eingefefet;  fo  flefft  bie  fo  er{)a(tette  S)ifferenaialfunction  jweiten  ©rabed 
bie  nä'c^flDor^erge^enbe  Sntegralfunction  jur  vorgelegten  J)ifferen« 
jialfunction  bed  britten  ©rabeö  (1')  berfelben  9lr.  Dor.  2)iefe  3n» 
tegralfunction  wirb,  wie  aud  beut  93orangefdöidften  ^erüorgc^t^  fedöd 
wittfü^rlicfee  Son(l(tnten  mitführen,  bie  beim  Uebergange  Don  (20 
auf  (10/  burc^  ein  totaleö  2)ifferenjiren  ber  erflem,  fämmtlic^  ber* 
fd)winben  ober  auöfatlen. 

SJlad)  bem  in  biefer  9lr.  mitget^eilten  allgemeinen  SBerfaferen  ^aben 
wir  bie  S>ifferenjialfuncfion  bed  britten  ©rabeö: 

2  X  dx«  dy  -I-  2  y  dx  dy«  , 

bie  ber  Sebingungägleicfeung  in  (40  ein  ©enüge  tftut,  tntegrirt,  unb 
folgenbe  Sntegralfunction  berfelben  gefunben: 

(a-t-by-Hcy2)  dx2H-(f  —  ey— bx-f-y^—  2  cxy-t-x«)  dx  dy-f-(g-f-cxH-cx2}  dy»  , 

WO  a,  b,  c,  e,  f,  g  bie  fed&d  wiöfüftrlid&en  Sntegrationöconftanten 
Dorfletten.- 
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342.    0teQt  man  butti^: 

Ho  ,     H|  t    H2  9     03  9  •  •  •  •     Hb 

guncticnen  öoti  x  unb  y  öor,  fo  ifl  bie  attgemeinfte  gorttt  einet 
nte^rgliebtigen  nid&tUnearen  S>iffetenjialfuncKon  biefet  beiben  SSa» 
tiabefn  x  unb  y  folgenbe: 

Hodx"-f-Hidx»-*dy  +  H,dx"-'dy2H-..  .-t-H^jdxdy^-^-f-H^dy"  ,    (I) 

weld&e,  wegen  bet  2)imen(tonen  bet  a^ljfetenjioUen  bet  93ariabeln^ 
oont  nten  G5tabe  genannt  werben  fann,  2)ie  Eingabe  bet  Sebin= 
gungögleicfeung  untet  ben  Soefficienten,  bantit  biefe  aW  Q^gebnif 
einet  einmaligen  a^ijfetenjiation  einet  analogen  S^iffetenawlfunction 
Don  (n— l)ten  ®tabe  etfannt  wetbe,  witb  ben  Snftalt  üotliegenbet 
Sit*  auömadjen. 

@tellt  man  leitete  folgenbetmafen  bat: 

H'odx"-HH'i  dx»-*dy+H'2dx»-^dyH...+  H'^jdxdy^*+H'„^dy'»-\  (H) 

wo: 

H'o  %    H'i ,    H'j  I    H'j  9  •  •  .  .    H'^^ 

unbefannte  gunctionen  ßon  x  unb  y  öocjletten;  fo  muf  biefe,  untet 
bet  3{nna&me  dx  unb  dy  bleiben  unöetfinbetlic^  biffetenjitt,  genau 
bie  i)otgelegte  ^iffetenjialfunction  in  (I)  batbieten.  SHefeö  Dotattf» 
gefeilt,  bejteften  folgenbe  ©feid^ungen: 

dH'o       „       dH'o  ^  dH'i  _  „ 
•dr  =  ^'   "dF       "dr  =  "^' 

dH't  ^  dH'2  _ 

dH'2  ^  dH'3        „ 
,   dy  dx  \    (III) 


-Hv.^:Ek  =  H^. 


dy  dx  dy 

bie,  wenn  bie  fo  eben  gettoffene  Slnnafeme  öbet  baö  gegenfeitige 
93et^alten  bet  beiben  S)iffeten}ialfunctionen  begtttnbet  wate,  in  xotU 
^em  Salle  bie  Q^oefftcienten'  in  (II)  gleichwie  bie  in  (I)  al«  belannte 
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gunctiortett  üon  x  mi  y  anjufeften  wären,  ©leicft^eiten  öorftettetr 
wilrbeit;  fo  ba$  alötann  jel)e  berfclben  nad^  jebet  einjelnen  ber 
SJariabeln  x  unb  y  bifferenjitt  werten  bürfte. 

®e^en  wir  t)om  (Stattgaben  biefer  ajorauöfeftung  auä,  unb  bif» 
ferenjiren  biefe  ©leid^^eiten  in  eben  erwähnter  2Beife  unb  jwar:  bie 
erfle  n  mal  hinter  einönber  partiell  nad)  y,  bie  jweite  eben  fo  (n— 1) 
mal  nadö  y  unb  1  mal  nad)  x,  bie  britte  (n—2)  mal  nad^  y  unb 
2  mal  nadb  x,  bie  \>mU  (n— 3)  mal  nad^  y  unb  3  mal  na^  x  u.  f,  f., 
bie  üorlefete  1  mal  nacfe  y  unb  (n— 1)  mal  nac^  x  unb  enbli^  bie 
leftte  obiger  ©teid^^eiten  n  mal  J)inter  einanber  nad&  x ;  multipli* 
ciren  wir  nunmefer  bie  fo  erhaltenen  ©leicfe^eiten  nadfe  ber  Orbnung. 
il)rer  Slufeinanberfolge  mit: 

-*-l,— l,-f-l,-l,-*-l,-l, (-1)** ; 

fo  bietet  beren  @umme  bie  verlangte  Sebingung^lei^ung  in  fol» 
genber  gorm  bar: 

dy"        dy'^-Mx       dy"-^dx2  dydx""^  dx'^ 

bie  ibentifd^  realiprt  werben  muß,  bamit  bie  oben  getroffene  9ln«» 
na^me,  bie  JBijferenjinlfunction  in  (I)  fei  unmittelbare^  ©rgebnif 
ber  2)ifferenjiation  ber  S)ijferenjialfunction  in  (II),  nid^t  ju  ben 
UnmÖ9lid[)feiten  gebore. 

Seim  ©tatt^aben  biefer  Sebingungögleiö&ung  werben  wir  in  ber 
folgenben  9lr*  nidt)t  aöein  bie  Realität  eben  erwähnter  9(nnaftme 
bartbun,  fonbernwir  werben  jugleicfe,  wie  folc^ed  in  ben  t)oran* 
gefd)i(lten  Slrn.  338  unb  341  gefc^a^^,  bie  Sntegralfunctioit  Don 
(l),  nämlidt)  bie  S)ifferettjialfunction  in  (II),  tierjlellen  lehren. 

343*  5ur  ^erjlellung  ber  2)ifferenjialfunction  in  (II),  alö  ber 
nä'dbftoorangebenben  Sntegralfunetion  jur  ©ijferenjialfunction  (I) 
öorbergebenber  91r.,  bei  3ugrunbelegung  nÄmlid)  ber  Sebingungö« 
gleid)ung'(IV)  bafelbjl,  wenben  wir  unä  ben  bort  aufgehellten  ®lei» 
dbungen  (III)  ju,  aud  benen  wir  ber  JReibe  nac^  bie  biä  iefet  noc^ 
unbetannten  Functionen  oon  x  unb  y,  nclmlic^  bie  Soefficienten : 

H'o,    H'i,    H'2,    H'3,     ....    H'„.i  , 

jieben  werben. 

S)ie  erfte  ber  ©leid^ungen  in  (III)  bietet  juerfl: 
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H'o  =  XHodx  +  Yo,  (V) 

bar,  wo,  la  We  attgejeigte  Sntcgration  lebiglid^  auf  x  Scjug  ^at, 
tie  hutä)  Yo  batgeftettte  wittfü^rlieftc  Sonflante  ber  Sntegration  eine 
JuncKon  öon  y  fein  wirb,  mit  beren  Seflimmung  wir  mi  aunä^jl 
)u  befaflen  ^aben. 

ä^ifferenjirt  man  ju  biefem  (£nbe  bie  ©(eieftungen  (III)  partielK, 
bie  jweite  berfelben  (n— 1)  mal  nac^  einanber  in  Sejug  auf  y,  bie 
britte  (n— 2)  mal  m(Si  y  unb  1  mal  nac&  x ,  bie  vierte  (n— 3)  mal 
md)  y  unb  2  mal  nac^  x,  bie  öorlel^te  1  tnal  nacfe  y  unb  (n— 2) 
malnadö  x,  enbtic^  bie  leiste  (n— l)  mal  nad)  x;  multiplicirt  man 
hierauf  bie  fo  erhaltenen  ®leid)un9en  in  ber  gleidjen  Orbnung  mit 
+  1,-1,4-  1 ,  —  1 ,  u.  f.  w.:  fo  bietet  bie  ©umme  berfelben 
folftenbe  ®lei(l)un8  bar: 

d"H^o  _ 

-  d°-^Ht  d^'Ug  d"-^H3  ,   ,,n,2  d"-^Hn-l  ,,n,ld°-'H.. 

"^    dy-*        dy-^dx        dy-^dx3       *  * '  ^'^^       dy  dx«"^  ""^^^       dx^*    ' 

ed  giebt  aber  bie  ©lei^ung  (V) ,  wenn  fold)e  n  mal  nad^einanber 
in  SBejug  auf  y  bifferenjtct  wirb,  folgenbei 

d°H^o  _    />  d-Hp  d'Yp 

dy»    "^  J     dy»  dy-  ' 

ba^er  er^Ält  man  jur  SBefltimmung  \>on  Yo  bie  ©leid^ung: 

d"Yo  _  d"-^Ht  d""^H2    ^     d""^H3 

dy"  dy°-*  dy"-^dx  '*'  df'^dx^ 

^  (_i)n.2  £::!H^t       ^^1  d;;;;;!^  _  f  ä!5o  dx .  (vi) 

^  dydx"-\  dx"-^  J     dy"  ^ 

S)er  9luÄbru(J  jur  9led)ten  in  biefer  ©leid&ung  i(l  i)on  x  unab^n« 
gig,  benn  bifferenjirt  man  folcfeen  mö)  x,  fo  fteOt  jic^  91ua 
jum  2)ifferenjialquotienten  fterauö,  wenn  bie  Sebingungägleid&ung 
(IV)  jugejogen  wirb;  fonac^  gewinnt  man  auö  berfelben  Yo  aU 
Function  öon  y,  wenn  berfetbe  Studbrud  jur  9led)ten  n  mal  nacfe 
einanber  in  SBejug  auf  y  integrirt  wirb.  3Wan  wirb  bieju  entweber 
bie  ©leic^ung  (I)  9lr.  299  ober  bie  ©leic^ung  (II)  9lr.  302  unter» 
legen;  bie  eine  wie  bie  anbere  biefer  ©leic^ungen  wirb  bann  Yq 
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a\i  Function  Don  y,  bie  n  wiQfti^tUcl^e  Soniianten  mitfürten  wirb, 
barflettett* 

Sft  ttun  Yo  beflimmt,  fo  bietet  bie  obige  ©leic^ung 
(V)  för  H'o  eine  befannte  gunction  öon  x  unb  y  bat* 

3«  d'bnKdjer  933eife,  wie  fd'mmtlic^e  (n+l)  ©leic^ungeti  in  (III) 
jut  SejKmmung  mn  H'o  mitgewitft,  treten  biefelben  ©leic^ungen, 
bie  et;fle  auögenommen,  bei  ber  Sejlimmung  Don  H'i  auf. 

Serädfidötiget  man  nämlicfe  bie  gewonnene  SejHmmung  für  H'o 
üud  ©leicfeung  (V),  fo  bietet  ik  jweite  ber  ©leic^ungen  (III)  fot 
flenbe  bar: 

unb  wenn  ber  ^ärje  wegen: 

gefeilt  wirb,  jie^t  man  auä  berfelben  folgenbe: 

WO,  gleid&wie  in  ber  ©leicftung  (V),  bie  angejeigte  Sntegration  auf 
X  Seaug  feat,  unb  wo  fonad&  bie  wittW^rlid&e  Sonjlante  ber  Snte* 
gration,  Yi  nä'mlic^/  aU  eine  nod^  in  beflimmenbe  Function  Don 
y  auftritt* 

3ur  SBeftimmung  biefer  Function  bijferenjire  man  Don  ben 
®feid&ungen  (III)  bie  britte  (n— 2)  mal  nad^  einanber  partieff  in  SBe^^ 
jug  auf  y,  bie  Dierte  (n— 3)mal  mäi  y  unb  Imal  nad&  x,  bie 
fünfte  (n— 4)mal  nac^  y  unb  2  mal  nac^  x  u*  f*  f.,  bie  Dorleftte 
imal  nac^  y  unb  (n— 3)mal  md)  x,  bie  leiste  enbli(^  (n— 2) 
mal  md)  x;  biefe  ®leicl)ungen  nmltiplicire  man  in  ber  eben  an» 
geführten  Drbnung  mit  +  1 ,  —  1 ,  +  1 ,  —  1  ,  u.  f.  f.;  nimmt 
man  hierauf  bie  ©umme  berfelben:  fo  ergiebt  ftdö  bie  ®leid&ung: 

dy-^      ~    . 

d'^Hg         d°-^H3  d"-^H,  ,,«,3d"-^Hn,t    ,    ,   ,,,.g<i°-^Ha 

""  dy-^       dy»-^dx      dy-^dx2       '  '  ^      ^      dy  dx»"^  ^^       dx»"'  * 

fiBirb  nun  bie  ©leid^ung  (VO,  in  SBejug  auf  y,  (n— 1)  mal  na^ 
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dy»-^ 


txmnUx  patfiea  tiffetenjirt;  fo  ergiebt  fxd)  invüj  ©erWitbung  beö 
iScflebnifleö  mit  bet  eben  aufgejteKten  ©leic^ung,  fotgertbe  SejHm» 
ntunfldgtetd^ung  für  Yi: 

d°-^Yi  _  d"-%  _  d°-%  ^   d°-^H4   _ 

dy«*-*    "■    dy"-^         dy"-^dx  "*"  dy°-*dx2 

^n-a  d""  Hn-l  ^  /__£\«-2  ^°     *^P 

dydx»*-^       •  dx» 

a^iffetenjirt  mon  ben  5(uöbtud  jut  SRed&ten  biefer  ©leic^utig  nacb 
X,  fo  ergiebt  fxd)  mit  3ujiel)un9  ber  ©leicftungen  (VI)  unb  («i) 
Slttff  jum  S>ifferenjialquotientett;  bemnac^  ift  betfetbe  ittbepenbent 
Dott  x^  unb  biefe  eben  gewonnene  ©leic^ung  bietet/  qleid^n^ie  bie 
©let^ung  (VI)  entweber  nadj  ©leid^ung  (I)  9lt.  299  ober  auc^ 
nad)  ©leid&ung  (II)  9lr.  302  be^anbelt,  Yi  alö  gunction  Don  y  mit 
(n— 1)  wiKM^tlid)en  Sonjlanten  bat. 

Slunme^t  Yieine  befannte  gunction  öony  öotjleHt, 
bietet  bie  ©leid^ung  (Vi)  ben  €oefficienten  H'i  ald  be* 
fannte  Function  Don  x  unb  y  bar. 

3ur  Seflimmung  Don  H'2  übergebenb,  jiefeen  wir  juDörberfl 
ouÄ  (Vi),  wenn  wir  biefelbe  partieö  nad^  y  bifferenjiren,  folgenbe: 

dH^  _    rdKt^  dx  +  -^ 
dy         J     dy  dy     • 

weld^e,  mit  ber  britten  ber  ©leid^ungen  in  (III)  öerbunben,  folgenbt 
fliebt: 

fel^t  man  nun  ber  Mt^t  wegen: 
fo  erhält  man: 

H'2  =  XK2dx  H- Y2,  (Va) 

in  ber,  ba  bie  angejeigte  Sntegration  nur  auf  x  Sejug  kat,  bte 
Conjlante  ber  Sntegration  Y«,  aW  gunction  Don  y  erfWrt  werben 
muf ,  beren  Seflimmung  ä^nlid)  wie  bie  Don  Yi  unb  Y  in  fot 
genber  QBeife  erjielt  wirb« 


Digitized  by 


Google 


220  Sntegralredbttung*  VII.  343. 

93on  Un  ©leicfeuttgen  (III)  tifferenjite  man  partieß  bie  t)iette 
(n— 3)  mal  mä)  einander  in  Sejug  auf  y,  bie  fünfte  (n— 4)  mal  nadö 
y  unb  1  mal  nacfe  x,  bie  fect)öte  (n— 5)  mal  nad)  y  unb  2  mal  nad& 
X  u.  f.  f,  bie  Dotierte  1  mal  nad^  y  unb  (n— 4)  mal  nad^  x^  bie 
leiste  (n— 4)mal  nad)  x;  in  gleicher  golge  muUiplicire  man  biefe 
©leic^ungen  mit  +  1,,  —  1 ,  +  1 ,  —  1  /  u.  f.  »•:  fo  giebt  i^ce 
0amme  folgenbe  ©leic^ung: 

dy":^    "~ 

^n.3jj  ^n-3fj  ^n.3jj^  ^n.3jj^_^  ,,„.3  d^'^Hu 


('if-'^r-i^'H'ir'' 


( 


dy"-^        dy"-Mx       dy"-^dx2       "  dydx«^'*  dx«*"^ 

SHfferenjirt  man  auc^  nodö  (n— 2)  mal  nac^  einanbet  bie  @lei» 
c^ung  (V2)  partied  nad&  y,  unb  üerbinbet  bad  ^rgebni^  mit  bet 
eben  aufgeflettten  ©leic^ung;  fo  etgiebt  fi^  folgenbe  Seftimmungd» 
gleid^ng  für  Y2: 

d'^-^Yg  _  £JH3  _    d°-^H4   ^    d"-^H5     _ 
dy"-^   ""   dy"-^         dy"-Mx  *^  dy"-^dx2 

_^y^  £:f5!i::3 +  (_.^j.-3  ^  .-  r  ^  dx  .    (VI2) 
dydx*^*  dx"-^         J     dy""^ 

3>er  a^ifferenjiatquotient  beä  9{u6btu(teä  jur  SRecfeten  biefer  ®lei» 
*ung  nadö  ^  ift  bec  9lutle  gleich,  wenn  man  bie  ®leid)ungen  (VIi) 
unb  («2)  jujief>t;  worauf  bie  Unab^ä'ngigfeit  beöfelben  pon  x  ^et» 
öorge^t  Sntegrirt  man  ba^^er  benfelben  (n— 2)  mal  nac^einanber 
in  SBejug  auf  y,  entweber  nac^  ©leicfeung  (I)  9lr.  299  ober  nad) 
®teid)ung  (II)  Ölr.  302;  fo  erf>ält  man  für  Y2  eine  Function  Pori 
y  mit  (n— 2)  wißfü^rlic^en  Sonftanten,  welche,  jur  9lufrec^tl)altung 
ber  aißgemein^eit,  Perfd)ieben  Pon  ben  n  wißfü^rlid^en  Sonflanten 
ber  gunction  Y  unb  pon  ben  (n  — i)  ber  Function  Yi  gebadet  fein 
muffen*  • 

93Birb  biefe  für  Y2  gewonnene  Sejlimmung  in  ©lei«: 
d&ung(V2)  eingefefet,  fo  fte^t  aud)  H'2  alö  befannte  gunci« 
tion  Pon  x  unb  y  ba* 

2Benn  in  biefer  OaSeife,  bie  (Joefficientep  in  (II)  Porangefeenber 
9lr.  ju  bejtimmen,  fortgefahren  wirb,  fo  ergiebt  jtd),  wenn  ber 
Äürje  wegen: 
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gefefet  wirb,  für  HS  bie  ®leiä)m%: 

H'3  =  /  K3  dx  t-  Yj  .  (Vj) 

2)ie  wittfflbclid^e  ßenftante  tiefer  ©leicfeung  ober  Yj,  wirb  oirö  fol. 
genbcr  GSleicfeung: 

d"-^3       d"-*H4        d'-^Hs     ,      d°-*H6 
dy"-^   ~   dy"-*         dy"-*dx-       dy"-®dx« 

tto^  betr  einen  ober  anbern  ber  beteiW  met^rmafö  citirten  ©feicfeun» 
gen,  ate  gunction  t>on  y  fammt  (n— 3)  wiafif^rtic^en  Sonjtanten  ju 
jie^en  fein* 

(SteKt  p  eine  ber  5al)Ien: 

1,    2,    3,    4,    5,    .     .     .    11—2,     n— 1 

üor,  fo  gelangt  man  jur  ^enntni^  Don  H't ,  näntlic^  jum  Sceffi* 
cienten  Don 

im  2)ijferenaialaudl)rucfe  (II)  oorangeftenbet  91t.,  auf  folgendem 
2Bege*     ^ 
aWan  fefee: 

„  dYr.!  C   «JKr.l     .  V  /       X 

foijl: 

H'r  =  /  Kr   dx   -*-   Yr   ,  (V») 

wo  man  jut  Seflimmung  Don  Yr  bie  ©leid^ung  ^at : 

dy"-'   ■■"     dy"-'-'  dy"-'-^dx   "*"    dy^-'-^dx« 

dydx"-'-^  dx»-"^-'        J      dy"-' 

S)er  Sluöbtud  jut  9lect)ten  in  biefer  ©leid^ung  ift  Don  x  unabWngig, 
mtäitd  in  gleichet:  93Beife,  wie  bei  ben  ©leid^ungen  (VI  2),  (VIi) 
gevecl)tfettiget  wirb ;  integrirt  man  bafter  foldöen  (n— r)  mal  in  SBejug 
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<mf  y,  entweder  nadj  ®Uxiijm%  (J)  9lr.  299  ober  mäi  Ofeid&ung 
(II)  9lr.  302:  fo  jtettt  fic^)  Yr  aU  guncHon  öoti  y  mit  (n— r) 
wißlflÖrWciöen  Sonftaitten  iot. 

2Bitb  biefe  gewonnene  Sejlimntung  für  Yr  in  bie 
©leid^unfl  (Vr)  gefefet,  fo  fte^t  andj  H'r  ali  befannte 
gunction  t)on  x  unb  y  ba. 

9luä  biefen  affgemeinen  ©leid^ungen  »offen  wir  nod)  bie  befon* 
bern  gäffe: 

r  =  n-2  unb  r  =  n.—  l 

folgern,  b.  ^-  bie  Seflimmungdgleidöungen  ber  Soefficienten  H'n-« 
unb  H'n-i  jufammenjleffen, 

gür  bie  5lnna^me  r=i=  n— 2  geften  folgenbe  ©leid^ungen  ^erüor: 

„  dY„.3         C  ^Kn-3   X  ir  VN 

Hn-2 li —    I     —j ax  =  Kn-2  ,  <flfn-2) 

dy  J       dy 

H'n-2  =  J"  Kn-a   dx   -I-   Yn.2  ,  *  (Vn-2) 

dgYu-2   _   dHn.l   _   ^H^    _    f  d2Kn^ 

dy2     ■"     dy  <Jx         J       ^y^ 


(VI„.2) 


S)ie  (elftere  biefer  ©leid^ungen  wirb  Yn-2^  ali  gunc=: 
tton  Don  y  mit  jwei  wilüä^rlidöen  Sonjlanten^barbieten, 
n)el(l)e  in  ©leicftung  (Vn-2)  gefeilt,  auc^  H'n-2  aU  be^ 
fannte  Function  öon  x  unb  y  barfteflen  wirb. 

(Snbli^  gibt  bie  9lnna^me  p=n— 1  fofgenbe  ©leid&ungen: 

„  dYn-2  /•   dKn-2    j,  ^  /  > 

H„.i  , ^ I    -^  dx   =  Kn.l  ,  («n-l) 

H'n-1   =  X  K„.l   dx   -1-  Yn.l  ,  (Vn.l) 

5lttd  ber  letztem  biefer  G5Ieidbungen  wirb  man  Y„-i 
ali  gunction  öonymit  einer  willfill)rlid&en  ffonftante 
|ief)en,  weld^e  in  (Vn-i)  gefeilt,  eine  befannte  gunctibn 
oon  X  unb  y  für  H'n-i,  ober  für  ben  leisten  ber  Soeffi* 
eienteninbem  S)ifferenjtalaudbrude(II)barbieten  wirb. 

QBerben  biefe  Soefficienten: 

H'o,     H'i,     H'2,     H'3,      .       .       .      H'n.l 

in  ben  2)ifferenjialaudbrud  (II)  üorangeJjenber  9lr.  eingefeljt;  bann 


Digitized 


byGoogk 


Sntegralted&ttUttfl.  VII.  844* 

flelKt  fold^er  Me  unmittelbar  t)or(mciet)enbe  3ntegra(function  bet  ba« 
felbfl  Dorgelegten  S)iffeten3iaIfuttction  t)om  nten  ®rabe  unter  ben 
aSortabeln  x  unb  y  t)or.  Setreffenb  bie  Slnja^l  ber  wittfflörlid&en 
Conflonten  ber  eben  erwähnten  Stttegratfunction,  bebenfe  man,  baf 
n  fold&er  Sottjlanten  bei  ber  Seflimmung  öon  H'o,  n— 1  bei  H'i, 
n— 2  bei  H'2  u,  f*  w.f  2  bei  H'„-2,  1  bei  H'„-i  ert)alten  worben; 
folftlidy  ijl  bie  ©efammtja^l  berfelben  gleich : 

^n(in.l), 

bie  indgefammt  burd^  eine  einjige  2)ifferenjiation  wegfallen. 


§.    II- 

aWe^rgliebrige  ni(l)tlineare  2)ifferenjialfunctione« 
breier  9Jariabeln. 

344.  9lu(^  im  Dorliegenben  Paragraphen  eröffnen  wir  bie  ttn» 
terfud^ungen  über  SntegrabilitÄ  mit  bem  einfacfeflen  gatte  ber  in 
ber  Ueberfd&rift  angebeuteten  ^ifferenjialfunctionen,  SWit  Berufung 
nun  auf  bie  am  Eingänge  jum  t)orauögef(^icften  ^aragrapb^n  in 
SJlr*  337  gemad&ten  9Mittfteilungen  wirb  ba^er  folgenbe  2)ifferen* 
jialfunction  ber  SJariabeln  x,  y  unb  z,  bie  beö  jweiten  ®rabed  in 
SJejug  auf  bie  a^ifferenjiaßen  berfelben  ijl,  nämlidö: 

Adx«  -H  Bdy2  -#-  Cdz«  -#-  Ddxdy  -*-  Edzdx  -H  Fdydz  ,      (l) 

in  ber  bie  Soefficienten : 

A  ,   B  ,    C  ,    D  ,    E,    F 

Functionen  Don  x,  y  unb  z  üorjletten,  ©egenjtanb  unferer  erflen 
Setrad^tna^me  fein.  3ueril  werben  wir  unä  mit  ber  9lbleitung 
ber  Sebingungägfeidbungen  ber  Sntcgrabitität  berfelben  befaffen, 
worauf  wir  bann  jur  J^erfleffung  ber  unmittelbar  Dor^ergebenben 
Sntegralfiinction  berfelben  fcftreiten  werben,  fattö  ni'mlicfe  befagte 
Sebingung6gleid)Uttgcn  eintreffen. 

©Ott  biefe  S)ifferenjialfunction  burd)  einmalige^  totaleö  !I>ifferen« 
jiren  einer  gunction  üon  x,  y  unb  z  entffcanben  fein,  fo  muf  lel^ 
tere  eine  lineare  '^ifferenjialfunction  berfelben  SJariabeln  Dorjletten, 
bie  nad&  9lr.  278  ber  gorm: 

A'  dx  -•-  B'  dy  -*-  C  dx  (2) 
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fein  wirb,  m  A',  B',  C  ücr  ber  ^anb  unbefanttte  guttctiotten  ber 
©ariabeta  x,  y  unb  z  bebeuten*  SWit  ber  Unterfucfeung  ber  ©e» 
fd^affenfteit  bet  ßoefflcienten  in  (1),  bantit  biefe  9(ttttafeme,  bie  no^ 
bcn  in  oben  ätirtet  9lr.  337  gemad^ten  ^tä'miflen  bie  einjig  benf« 
bore  ifl,  atö  möglidö  ernannt  werbe,  werben  wir  und  in  biefer  unb 
in  ben  näcfejlfolgenben  brei  9lrn.  befaffen. 

Q35ir  leiten  biefe  Unterfud&ung  ein,  inbem  wir  ben  a^ijferenjiaU 
auöbrud  in  (2)  nad)  ben  93ariabefn  x,  y,  z  bijferenjiren,  babel  bie 
S^ifferenjialien  biefer  ali  Conflante  be{>anbeln,  unb  baä  (grgebnig 
mit  bem  S>iffereniialflUäbructe  in  (1)  t)er9leid)en*  S>aö  (Jrgebniß  ber 
9lnnal)me,  letzterer  fei  in  ber  Xi)at  burcfe  eine  ber  S)i|ferenjiation 
ber  erflern  entjtanben,  ftetten  folgenbe  ©leic^ungen  bor: 

=  B,  \ 

>  (3) 

=  C,  ) 

bie  ate  G5Iei(l&beiten  ertonnt  werben  ntifjfen,  bomit  bie  eben  er^^ 
wÄ^nte  Stnno^me  faltbar  fei. 

2)iefe  ©gentbümlic^feit  ber  Ofeicfeungen  in  (3)  ju  erfo^ren, 
bleibt  und  ber  einjige  QSJeg  cjfen,  bie  und  unbefannten  guncticnen  A', 
B'  unb  C  aud  benfelbeft  ju  elinttniren;  b*  ^.,  wir  bdben  und  mit  ber. 
^erjlettung  ber  Sebingungdgleidbungen  unter  ben  befannten  gunc« 
tionen: 

A  ,    B,    C.    D,    E,    F, 

ber  vorgelegten  S)ifferenjialfunction  (1)  ju  befajfen,  bie  in  golge 
ber  vorigen  2lnnabme  bervorge^en  fönnen. 

Q}ergleid)t  man,  jur  ©rjielung  biefer  Elimination,  bie  brei  auf 
ber  erflen  3eile  in  (3)  beftnblic^en  ©teic^ungen  mit  ben  gdnj  analogen 
)u  benfelben,  na'mlic^,  mit  ben  ©leicfeungen  (3)  in  SUr*  337;  fo 
bieten  foldbe,  burcfe  eine  ä'bnlidöc  Sebanblung  wie  biefe  angeführten, 
folgenbed  ©liminationdergebni^  bar: 

d2A        dgp        d^B 

dy2  ""  dydx    "*"   dx2    =^' 

9(uf  eine  äbnlic^e  SBebingungdgleid^ung  i\x  ber   eben   aufgeiieHten 
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fönten  Ut  erfte,  bic  »iette  unb  Me  fecfeöte  ber  ©leid^utigen  in  (3)*, 
abttmcAi  eine  ät^nlid^e  rufen  ixt  dritte/  t)ie  fünfte  unb  ixt  fed^öte 
betfelben  ®Ieid)ttn9en  (3)  fteröor:  fo  taf  wir  in  golge  bet  (Jltmi* 
nation  tet  Functionen  A',  B'  mi  C,  in  pben  erwähnter  9Q5eife,  fol* 
aenbe  brei  SeWn9un3g3leicl)unäen  aui  ben  ©(eic^ungen  in  (3)  jie^en: 

d^A  _    d^D         d2ß  _ 

dy2         dydx         1^  "" 

d?C     .     d2E  d^A  . 

d2B   _    d^F  d2£  _ 

dz2         d7.dy  dy2   "" 

2!)a^  beim  Slic^tflattftaben  tiefer  Sebingungdgleidöungen  auf  bie 
UnjuWfigfeit  ber  obigen  ^Innafeme,  bie  Sntegrabilita't  ber  i^orge* 
legten  S^ifferenjialfunction  (1)  betreffenb,  gefdjtolTen  werben  barf, 
tjl  an  ünb  ftir  jic^  einleud^tenb ;  ob  aber  umgefe^rt,  Dom  (Statt* 
ibaben  biefer  brei  Sebingungögreid)ungen  auögel)enb,  ein  (Sc^fu^  auf 
baä  SSorfeanbenfein  einer  ber  S^ifferenjialfunction  (1)  cntfpred^enben 
Sntegralfunction,  wie  (2),  gemad^t  werben  barf,  biefeö  fd^eint  auö 
©rilttben,  bie  wir  gleid)  am  Eingänge  ber  nÄd[)flfolgenben  9lr.  üor:^ 
f(ft)ren  werben,  eine  (£ntfd)eibung  in  beja^enbcm  @inne  ^ujulaflen: 
nur  erft  nad)  einer  n&t^tvn  Erwägung  biefer,  ©riinbe,  worauf  beren 
UnjuWngKd)feit  l)ert)orgeI)en  fott,  werben  wir  jur  Angabe  ber  noc^ 
übrigen,  üon  (4)  burc^auö  t^erfd^iebenen  Sebingungögleicfeungen  uber^ 
9et)en,  bie  jugleid^  mit  (4)  realiftrt  werben  möffen,  bamit  bie  35if*, 
^renjialfunction  in  (1),  aW  unmittelbare«  (Jrgebni^  ber  S)ifferen» 
jiation  einer  linearen  ä)iffererijia(function  wie  (2)  erfannt  werbe. 

345.  2Benn  mel)rere,  ttw<^  m,  allgemeine  ©röfen  burc^  ein 
@^flem  mn  n  ©feid^ungen,  wo  ii>ni  ifl,  i)erbunben  jtnb,  wobei 
jebe  ber  n  ©teid^ungen  minbeflcnö  eine  biefer  m  ©rö^en  unb  über* 
bieg  nodö  anbere  ©roßen,  gleicl)fattd  affgemeiner  Sttt,  entöatt;  bann 
ifl  jebe^mal  burd)  Elimination  ber  juerfl  erwähnten  m  ©rö^en  ei» 
0t)flem  i)on  n— m  ©leid^ungen  abzuleiten  wenigflenö  benf bar,  in  benen 
biefe  m  ©rö^en  inögefammt  fef)len.  S)iefe*  ©Aftern  i)on  n— m  ©tcicbun* 
gen  wirb,  wie  affgemetn-tefannt,  je  biefelbe  SfnjaW  öon  ©leid^ungen  beö 
t)orgelegten  ©^jlemä  in  ber  SBeife  immer  erfe^en,  baf  je  m  ©leidbungen 
beg  vorgelegten  ©ijflemö  in  93ereinigung  mit  biefen  n— m  ein  ©tjfiem 
Don  n  ©leid&ungen  bärbieten,  ba^  in  affer  unb  jeber  Sejie^ung  bem  ur* 
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fprfingli(i}ett  @#ente  oon  n  ©(eid^mtgett^  bet)or  nod)  irgenb  wet^e  Um* 
fotmuttcimit  betttfetben  t)or9ettommen  warb,  fubftituirt  werten  batf.  (gö 
ift  ferner  gar  woW  miJglic^,  baf  bie  burd)  befagte  Elimination  gewon^^ 
nenen  n— m  Oleicbungen,  je  nad)  ber  Slnorbnung  biefer  Slinrina» 
tion  balb  fo  unb  balb  anberd  auöfaöen;  b.  J),,  unter  biefen  n  — m 
GSleicbungen  bärften  ber  gorm  nad)  einige  ober  auä)  aöe  indgefammt  bei 
einer  gewiffen  9lnorbnung  beä  ®Iiminationdgefd)äfteö  üerfd)ieben, 
atö  bei  einer  anbem  9lnorbnung  beäfelben  (icfe  l)eraud|letten :  bem 
SQBefen  nacfe  aber  mufTen  biefelbcn ,  je  ^  ein  burd&  Elimination  ge» 
roonnened  @^jlem  Don  n— m  ©leic^ungen,  unter  einanber  gleidjbe» 
beutenb  fein;  nffmßd),  anä  je  irgenb  einem  fo(d)en  @t)(leme  muf 
o^ne  5ujiel)ung  anberer  ^ülfögleic^ungen  (etwa  aud  bem  anfä'nglid) 
vorgelegten  ©^fleme  t)on  n  ©leid^ungen)  jebeö  ber  übrigen  entweber 
gefolgert,  ober  ald  golge  erfannt  werben:  ba^  bemnacfe  nur  n  — m 
wefentlic^i)erfd)iebene  (5leid)ungen  m6  ben  üorrgelegten  gejo^ 
gen  werben  fönnen,  bie  Don  ben  juerjl  erwähnten  m  allgemeinen 
©rößen  befreiet  jinb. 

2)iefeö  öorauögefeftt,  wenben  wir  und  ben  ®leid)ungen  (3)  üor= 
anget)enber  STlr/unb  ben  auö  benfelben  burd^  Elimination  öon  A', 
B'j  C'  gejogenen  Sebingungögleid&ungen  in  (4)  ju. 

Ed  enthalten  bie  fec^ö  ®leid)ungen  in  (3)  bie  neun  ©röfen: 
A  ,   B  ,    C  ,   D  ,   E  ,   F  ,    A' ,   B' ,   C  , 

öott  benen  bie  fed)Ä  ersten  befannte  unb  bie  brei  leisten  unbefannte 
Functionen  öon  x,  y  unb  z  (inb;  bie  brei  ©leid^ungen  in  (4)  ftnb 
Ergebniffe  ber  Elimination  biefer  brei  unbefannten  gunctionengröf en 
auÄ  ben  erjlgenannten  fed)d  ©leid^ungen:  bemna^  foöen,  bem  S5or* 
audgefd)icften  jufolge,  biefe  burd)  Elimination  gewonnenen  brei  ®tei« 
d)ungen  (4)  aud)  bie  einjig  benfbaren  in  2Befenfeeit  fein,  bie  eine 
Elimination  t)on  A',  B',  C  aud  (3)  je  barbieten  lann;  fo  baf 
eine  2)ifferenjialfunction  breier  93ariabeln  bed  jweiten  ©rabeö,  bie 
benfelben  entfpräcfie,  ate  burc^  unmittelbare  S)i|ferenjiation  einer 
lineare»  SDifferenjialfunction  entfprungen,  er^art  werben  börfte.  — 
9lun  i(l  aber  bem  nic^t  fo,  wie  wir  am  @dbluffe  ber  öor^ergebenben  ^ 
9U.  angebeutet  ^aben,  unb  wie  auö  bem  SSerfolge  biefed  ©egenftan* 
beö  nod)  hervorgehen  wirb.  S)ie  ganje  ©tüfte  biefer  Folgerung 
beruhet  nämlich  einjig  unb  allein  auf  bem  mit  bem  SBorte  „Elimination'' 
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aögetnein  Detfnöpften  Segriffe;  laUi  fie^t  ntatt  aUt  fowo^I  üon 
fcet  3trt  unt>  2Beifc,  mie  t>iefe  (gtiminatiott  öotgettomwen,  ate  au^ 
baDon  ab,  wie  mt>  in  welcher  anal^tifc^eti  93erbittt>utig  t>ie  eliminit:* 
ten  ©töf ett  in  bem  urfprünglid&en  ©^(hme  üon  ®Ieid)ungett  ent()alten 
(tnb.  2Benn  j.  S.  t)ie  ©leidbungen  (3)  bie  ju  eHminirenben  ^unc* 
tionen  A',  B'  unb  C'  felbjl,  nidbt  aber  beten  ^ijferenjialquotiente« 
entl)ielten,  afebann  fönnte  man  biefelben,  wie  folc^eö  in  ber  5{nat^(tä 
beS  (gnblidben  üblich  ijl,  mitteljl  algebraifd^et  Operationen  (©intet* 
tung  SHr.  1  unb  2)  eliminiren :  bie  brei  ©leid&ungen  ofene  A',  B',  C, 
bie  auf  biefem  2Bege  J)erDorgingen ,  waren  bann  aud&  bie  einjig  . 
notl)wenbigen,  jebeö  anbere  (Softem,  baö  auf  anbere  SBeife  noci) 
er{)äftKdb  wäre,  müfte  notl)wenbig  eine  5>>Ig^^wng  beö  juerjl  ge* 
wonnenen  fein.  J£>ie  aufgeftettten  ©leic^ungen  (4)  aber  ftnb  affer* 
bingö  (£Iiminationöergebni(fe  ber  Functionen  A',  B',  C  mi  ben 
fedt)S  ®Ieidt)ungen  (3) ;  affein  t>a  einerfeitd  (entere  nid^t  bie  ju  eümi:^ 
nirenben  Functionen  fefbfl^  fonbern  bie  partieffen  Sifferenjialquo* 
tienten  berfelben  umfaffen,  biefe  aber  anberfeit^  nur  mit  3ujie^ung 
Don  ©a'feen,  bie  in  ber  2)ifferenjialred)nung  i^re  Segrunbung  erft 
gefunben,  eliminirt  werben  fönnen:  fo  treten  ^ier  jwei  9Jlomente 
l)inju,  bie,  ba  folct)e  ber  Elimination,  DOtt  ber  am  Eingange  biefer 
9lr.  bie  Siebe  war,  fremb  (tnb,  auc^  Ergebniffe  anberer  3{rt  ge* 
wärtigen  faffen,  unb  in  ber  S^at  äucft  ^erbeifuf)ren. 

•!l)af  bem  fo  fei,  ba^  na'müd)  burdj  ben  ^injutritt  biefer  beiben 
aWomente'  baö  Ergebnis  ber  Elimination  in  ber  ®eife  mobiftcirt 
wirb,  wie  wir  am  @cl)fufie  porange^enber  9lr.  angebeutet  öaben, 
werben  wir  baburd)  bartt)un,  baß -wir  auf  er  ben  ©teid&ungen  (4) 
noc^  brei  neue  Sebingungägteid&ungen  auö  ben  ©(eicftungen  (3)  ab« 
leiten  werben.  Seacl)tenb  tebod),  baf  ber  porltegenbe  gaff  nicf)t 
mefer  ju  ben  einfadt)eff  gebort,  hingegen  ein  fe^r  leicht  ju  ifberfeben- 
ber  gaff  ä1)n{ict)er  5{rt,  jur  Seleuc()tung  unb  Ert)a'rtung  ber  Porigen 
5luöfage,  und  befannt  ijl ;  fo  unterbreci)en  wir  in  folgenber  9lr.  ben 
3JerfoIg  unferer  porliegenben  Unterfuct)ung '  mit  ber  SWittbeilung 
biefed  einfad)ern  gaffeö,  worauf  wir  bann  in  ben  barauffolgenben 
9lrn.  ben  gegenwärtig  in  Siebe  fiet)enben  ©egenftanb  wieber  auf^ 
nehmen  unb  feinem  Enbjiele  awfö^^en  werben. 
.    346»    3n  ber  Sntegralrec^nung  V  9lr.  28Ö  befaßten  wir  und' 
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mit  (et  9(uffin(un3  Itx  Selingunsdgteid^unsen^  tamit  eine  lineare 
S)iffeten}ia(function  ber  ^otm: 

Pdx  -I-  Qdy  -f-  Rdz  ,  (a) 

tn  itt  P,  Q,  R  befannte  gunctionen  Don  x,  y  unb  z  öorfleffen/ 
aW  unmittelbare^  ©rgebniß  ber  S^ifferenjiatton  einer  Function  tiefer 
SJariabeln  erfannt  werbe,  ^afelbjl  (tnb  wir  auf  bie  bret  ©leicfeungen: 

"di  =^'   ^-^'  "dT-^ 

geführt  werben;  unb  ba  bie  gunction  u^  beren  partiette  S^ifferen* 
aialquotienten  biefe  ©teidöungen  barjietten,  unbefannt  angenommen 
werben  mu^te,  ettminirten  wir  fotdöe  unb  gelangten  baburdö  <Jwf 
folgenbe  brei  ©ebingungdgleicfeungen : 

dy  ""   dx  •     dx   ~    dz  '     dz   ~   dy  •  ^^^ 

5tttberfeitd  wifien  wir  aber,  wenn  au*  brei  ®M6)mim,  ofene  3u* 
jie^ung  ber  S)ifferenjialre(l&nung,  eine  ®röf e  etiminirt  wirb/  ba^  bad 
(Ergebnif  ber  (Elimination  nur  jwei  wefentlid)  öerfc^iebene  ®Iei* 
jungen  barbietet.  95Jenn  bemnacft  Don  bem  eben  aufgeflettten  ®li« 
minationdergebniffe  ein  ®k\(tit6  gelten  fott;  bann  muß  eine  biefer 
brei  Sebingungägleicfeungen  in  (ß),  aö  golge  ber  beiben  anbern 
er{annt  werben,  b«  ^.  eine  £)ifferen)iaIfunction  wie  (a)  wärbe  eine 
Don  X ,  y  unb  z  ab^ängenbe  Sntegralfunction  barbieten,  wenn  gleich 
nur  jwei  ber  SBebingungdgleid^ungen  in  (ß)  reatifirt  werben,  bie 
britte  berfelben  wäre  ja  aWbann  eine  Folgerung  ber  beiben  anbem, 
S)em  ifl  aber  nid^t  fo,  wie  fi^on  au6  folgenbem  befonbern  gaße 
^er^orgebt 
,   3n  ber  linearen. S^ifferenjialfumtion: 

xyzdx  -f-  (J^zx2 -f- zy2)dy-i- (|yx2-H  yz2Jdz  , 

WO  man  alfo: 

Prrxyz,     Q  =  ^  zx« -f- zy«  ,     R  =  J^yx« -I- yz» 

kat,  finbet  man  aöerbingd  jwei  ber  ©eoingungdgleid^ungen  in  (ß) 
reaßftrt,  nSmlid^: 

dP  _  dQ  dR  _  dP 

dy  —  dx   ""^  IT  -  IT  ' 

aber  tie  btitte  öebingungöglei^ung,  bie,  aU  goroffarium  biefer 
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bcibett;  notftwenbifl  reafijtrt  werben  fottte,  flnbet  bennod^  ttid&t  6tott; 
benn  man  ^at: 


folglicf) : 


^  =  tx2   *   y2  „„5  ^   =  ^,2-1-  Z2  , 


1^- 17  =  ^'--^' 


3a,  ti  la'^t  jtd^  ganj  attgenteitt  battfeun,  baf  (feine  ber  btei 
Sebingungögteicftungen  03)  eine  notfewenbige  golge  ber  beiben  übri* 
gen  fei;  fo  ba^,  wenn  jwei  ber  SebingungögleidÖungen  (/?)  aud) 
realiftrt  würben,  bie  britte  beöwegen  nod)  niti^t  not^wenbig  ein 
&tatt  f^abtn  müßte. 

3n  ber  S^at  neunten  wir  an,  bie  Functionen  P,  Q,  R  Don 
X,:  y  unb  z  jleflen  fotgenbe  3wei  ©leidbwngen: 

-   dP  _  dO      dR  _  4P 

dy   ■"    dx  •     dx  "^   dz  ' 

alö  ®fei(&f>eiten  bar;  fo  bifferenjiren  wir,  um  ani  benfelben  eine 
Folgerung  )u  gewinnen,  erjlere  partiell  nad^  z,  (elftere  parttelK  nac^ 
y  unb  nehmen  hierauf  beren  @umme.    ^aburdö  erbatten  wir : 

d'Rr  _.  d8Q 
dxdy  ■"*  dxdz  '  « 

ober  aud^  bie  ©teidö^eit: 


iji-i)_ 


=  0; 
ux 

aud  ber  nun  entnommen  wirb,  baß  ber  5tudbrutf: 

dQ        dR 
dz         dy 

aöerbingd  eine  tjon  x  unabhängige  Function  DorfleÖt,  baß  berfelbe 
aber  nocfe  eine  Function  Don  y  unb  z  fein  famt,  b.  b.,  aud  ben  ftier 
vorgelegten  3wei  Sebingungdgfeid&ungen  lann  (ebiglicfe: 

^     dy  -*^y»*> 

gefolgert  werben , '  wo  f  (y,  z)  irgenb  eine  F^n^tto«  von  y  unb  z 
bebeutet  2)iefed  ©rgebniß  ifl  in  DöBiger  UebereinlUmmung  mit  bem 
in  bem  oben  betrachteten  befonbern  ^aUt,  für  weld^en: 
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f(y,z)  =  y2  —  z2 

(tcft  ^etaudgeflcttt  3>a  nun  auö  ben  ^iet  Dotgetegten  jwei  SeMit^ 
gunögleic^ungen  bie  britte  in  (ß)  feine  not^roenbige  golge  ifl;  unb 
ba  üon  je  jmei  biefet  ©leidbungen  {ß)  ein  ®Ieicl)eä  in  Sejug  oüf 
bie  britte  becfelben  nacftgeroiefen  werben  fann:  fo  (tnb  biefe  brei 
®Ieict)un9en  fa'mmtlicft  unter  einanber  Derfcfeieben ,  unb  baö  Srgeb» 
nif  ber  SUminatiön  Don  u  mä  ben  breien ,  bie  partiellen  £)ifferen» 
jiatquotienten  Don  u  nad)  x,  nacft  y  unb  nadi  z  barflettenben  @lei^ 
cfeungen  («)  befielt  in  brei  Don  einanber  wefentHcfe  Der» 
fcl)iebenen  ®teicl)un9en;  wel(l)eö  SXefuftat  Derfd^ieben  Don  bem 
beö  ®UminationdDerfaI)reng  in  ber  ^Inal^ftö  iti  ©nbtic^en  ifl,  ia6 
wir  am  ©ingange  ber  Dorange^enben  9lr/Dor  9(ugen  gehabt 

347.  9lad)bem  wir  biefed  Dorauögefd^icft,  wenben  wir  und  aber» 
maB  ben  ©leic^ungen  (3)  ju,  auö  benen  wir,  au^er  ben  bteien  in  (4) 
jufammengefieöten  Sebingungögleic^ungen,  rtocfe  brei  anbere  ableiten 
toetfben,  bie  mit  jenen  Dereint,  nid^t  nur  bie  Sntegrabilität  ber  Dor» 
gelegten  S^ifferenjialfunction  in  (1)  bebingen,  fonbern,  wie  wir  in 
ber  folgenben  9lr.  eigen«  nadb^^ife«  werben,  biefetbe  auc^  jur  golge 

^ifferen}irt  man  be^ufd  (Erlangung  biefer  S5ebingungägteid)ungen 
•bie  j weite  ber  ©leid^ungen  (3)  partiell  nadö  z,  bie  Dierte  nad)  y 
unb  bie  fünfte  nad)  x,  fo  erfeält  man,  wenn  bie  lel^tere  Don  ber 
©umme  ber  beiben  erfleren  fubträ^irt  wirb,  folgenbe  ©leid&ung: 

dD       ^  _  ^F  _  2  -^  —  0  • 

IE"         dy  dx  dydz  * 

bifferenjirt  man  ferner  Don  benfelben  ©leid^ungen  (3),  bie  fünfte 
nad)  X,  bie  jweite  nad)  z  unb  bie  Dierte  nadö  y,  fubtrabirt  bann 
bie  lefete  Don  ber  @umme  ber  beiben  erflen,  fo  ergiebt  ftcfe  bie 
®leicfeung: 

dF        dD        dE         ^   d^B' 

dx  dz  dy  dzdx 

bifferenjirt  man  enblidb  biefetben  ©leicfeungen  (3),  bie  Dierte  nad) 
y,  bie  fünfte  nad)  x  unb  bie  aweite  nacft  z,  fubtraW^t  Don  ber 
@umme  ber  }wei  erflen  bie  leiste,  fo  ergiebt  ftd^: 

dE         dF        dD         ^  d^C 
dy         dx  dz  dxdy 
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du          d^D          d2E 

d«F 

^  dydx  ""  dzdx    ""  dydx 

dx«  ' 

^    d^B           d2F           d2D 
dzdx        dxdy        dzdjr 

d2E 
dy«' 

„   d2C    _    d«E    ^     d*F 

dZD 

dxdy         dydz  '      dxdz 

da«  • 

StttegraU-edjnung*  VII.  348.  231 

I)iefe  btei  ©leic^ungen  biffetettjircn  wir  ih  bei:  Ortnung  tferer 
^olge  partielK  nad)  x,  mcf)  y  uttb  ttod)  z;  Doii  ben  ©bicfettngen 
(3)  wecbe  bie  erjlc  eittmol  nacfe  y  unb  einmal  ttacfe  z,  bie  britte 
einmal  nad)  z  unb  einmal  nadi)  x,  bie  fed)öte  enbtid)  einmal  nad)  xljnb 
einmal  nad)  y  partieü  bifferenjict ;  multiplicirt  man  bann  jebe  ber  jule^t 
ert)altenen  birei  ©leid^ungen  mit  2  unb  abbict  bie  erfte  ju  ber  erjlen  ber 
brei  iuerjl  angebeuteten  Oleid^ungen,  bie  jweite  ju  ber  jmeitcn  unb 
bie  britte  ju  ber  brirten:  fo  jletten  ftd)  bie  brei  in  SRebe  flet)enben 
S3ebingun3ö9leid)un9en,  mie  folgt  bar:     -       ■ 


(5) 


I)iefe  brei  Sebingungögleicfeungen  Pnb  ti  nun,  bie  mit  benen 
in  (4)  9lr.  344  aufgeflellten  realiftrt  werben  möffen,  bamit  bie 
bafelbjl  vorgelegte  S)ifferenjialfunction  j weiten  ©rabeö  breier  93a«- 
ciabeln,  aW  golge  ber  S)ifferenjiation  tiner  linearen  2)ifferenjiat 
function  berfetben  QSariabeln  x,  y  unb  z  erfannt  werbe,  wie  fold)ed 
in  ber-  folgenben  9lr.  auf  ganj  unjweibeutige  QBeife  .bargetfean 
werben  fott* 

348.  Sei  3ugrunbelegung  ber  fed^ö  SebingungögleiC^ungen  in 
(4)  unb  (5)  werben  wir  in  Dorliegenber  9lr.  jeigen,  wie  and  ben 
©leid^ungen  (3)  bie  biöber  nocft  immer  unbefannt  Dorauögefej^ten 
Soefficienten  A',  B',  C'  ber  linearen  £){fferenjialfunction  (2),  alä 
Functionen  Don  x,  y  unb  z  barjujletlen  feien. 

I.    3tu6  ber  erjlen  ber  @leid)ungen  (3)  wirb  junä'd)jl: 

A'  = /Adx  -I-  ()r(y,z)  (6) 

gcBogen,  wo,  \>a  bie  angcjeigte  Sntegration  jur  JRecfeten  nur  auf  x 
Sejug  ftat,  bie  widfübrlicfee  Sonjlante  biefer  Sntegration  unabWn« 
gig  Dott  x,  unb  lebtglicfe  alö  Function  Don  y  unb  z  auftreten  fann, 
weld^e  gunctiott  wir  burd^  ^(y>*)  öorgejieöt,  unb  fofort  aud)  be« 
(Hmmen  werben. 

S)te  aweite  unb  Dierte  biefer  ®teic^ungen  (3)  bieten  nämlid), 
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t)etni5ge  Ui  eben  für  A'  aufgejlefften  %\xäbtudt6,  folgende  Se- 
fHmmungett  bar:  ' 

dB'       ^       r^A   ,        d.(r(y,z) 


dx  "~ 

&#     — ■ 

J   dy 

«Ä    —   — 

dy       ♦ 

dC 
dx  ~ 

E  - 

rdA. 

dx-i 

<r(y.a). 
dz      • 

unter  ttn  ©letd^unaen  (3)  fomnien  fetnec  auc^  fbtgente 

Wt: 

dB' 
dy 

=  B 

i- 

dC 
dz 

=  c  . 

dB' 
dz 

dC 

=  F; 

wenn  nun  m6  tiefen  fänf  ©lei^ungen/  butc^  )}atHeIled  Sttffeten^ 
jiren  terfetben,  We  ©riJfen  B'  unb  C  ettminirt  wetben:  fo  ecfleben 
0(^  folgenbe  brei  ©leic^ungen: 


'r(y.g)  _  «JD       dB       f  d2A  . 

"d^"  - 17  ~  inr    j  "d^  "  •  *'' 

^(y.»)  _  JE       dC       f  d«A 


2-%.fy,»)^dD    ^^_dF__^fd3A^^        (9) 


dE    _  iL  — gfj 
dydz.  dz     '     dy  dx         J  dydz 


We  wir  bei'ber  Seftimmuttg  tjon  ^(y,z)  ju  ©ruttbe  legen,  ffienn 
nämticfe  bie  Sonflante  ber  Sntegration  bei  ber  Sejlimmung  t>on  A' 
in  ©leidöung  (6),  b.  ft,  wenn  ^(y,z)  in  ber  S^at  oon  x  «nabbän* 
gig  ijl,  bann  mu^  ieber  ber  5tuöbrö(Je  jur  JRecfeten  in  biefen  fo 
eben  aufgeftettten  brei  ®Ieict)un9en  /  nad)  x  bifferenjirt,  ben  Sluö* 
wert^  barbieten;  unb  ba  fo(ct}ed  in  ber  S^at  eintrifft/  wenn  man 
bie  jwei  erjleren  ber  SSebingungöglei^ungen  (4)  unb  W  erfle  ber 
Sebingungöflleiöbungen  in  (5),  aU  befte^enb  üorauöfel^t :  fo 
eignen  (tcft  biefelben,  wie  be^uptet  würbe,  jur  Sejlimmung  öon 
<3P(y,z),  wie  wir  fold^e^  fofort  auc^  jeigen  werben,  wenn  bie  9ln* 
nannte  bed  SJeilanb^abenä  ber  eben  angeführten  brei  Sebingungä» 
gteid^ungen  beibebaKen  wirb. 

@et)en  wir  bei  ber  öejlimmung  öon  y(y,  z)  üon  ber  ©teic^ung 
(9)  auö,  unb  feigen  ber  Äürje  ber  ©arfleöung  wegen: 

,  /dD       dE       dF\       r  d2A   .        .,  ■  ■  ,  . 

*('d^-*-d7--sr)-Jd^z^^  =  ^^y'^J'       ^'"^ 
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wo  alfo  f(y,z)  tttie  befanttte  ^i^ttction  üon  yuttb  z  öotfteKt;  fo 
erhalten  wit  ttacfe  ©leid^uttfl  (III)  9lr.  306  folgenbc  ©elKmmung«» 
^leid^ung: 

(f{y,z)  =  / /  fCjr.z)  dydz  +  Y  +  Z  ,  (11) 

WO  bad  jweifad^e  Sntefttale  rcc^ter^anb  itt  ber  2Beife  ju  DoÖjte^cn 
tfl,  wie  Sittgangö  ber  Sit.  309  mit  gettflgenbet  Sluöfilfetticfefeit 
mitget^eitt  warb,  gerner  jletten  bie  jur  SXeöbtett  biefer  ©leidöunfl 
beigefefeten  ®r5^en  Y  unb  Z/  fafld  Wo^  bie  ©feid&ung  (9)  in  S5e= 
trac^t  gejogen  wirb^  erflere  eine  wiQfii^rIict)e  S^t^^^^on  t)on  y  unb 
Ie|tere  eine  fotcfte  Don  z  Dor;  biefclben  werben  aber  befUmmt^ 
wenn  ben  oben  aufgefteöten  ©leic^ungen  (7)  unb  (8)  gleid&fattd 
JXecftnung  getragen  wirb. 

3n  ber  Sftat  bietet  biefe  ©leic^ung  (11)  burd^  2)ifferenjiatiott 
bie  fotgenben  bar : 

bifferenjirt  man  erflere  nocfe  einmal  nad^  y  unb  (elftere  nod)  einmal 
nad)  z,  öergleid)t  bann  bie  (grgebniffe  mit  bep  ©leid^ungen  (7) 
unb  (8);  fo  er^Ält  man  jur  ©ejlimmung  bet  Functionen, Y  ujib  Z 
folgenbe  jwei  ©leid^ungen: 

dy2  ~  dy  dx       J    dy2  J        dy  ' 

d^Z  _  dE^  _  dC  .  _  /•  d^A         _  f  d.f(y,  z) 

dz2  ~   dz  dx        J    dz2  J        dz ,      ^  V 

aug  weld^en  Y  atö.  befannte  Function  tjon  y  unb  Z  aö  belannte 
Function  Don  z  wirb  ermittelt  werben ,  wenn  bargetban .  werben 
fann,  baf  ber  9luöbru(f  jur  SKed^ten  in  ber  erilen  biefer  ®Ieid)ungen 
nid)t  nur,  wai  bereitö  gefd&aft/  öon  x,  fonbem  aud)  t)on  z  unab* 
Wngig  ifl,  unb  bof  ed  mit  bem  analogen  5luöbrudfe  in  ber  jweitcn 
biefer  ©teid^ungen  ein  gleid^eö  Sewenben  in  Sejug  öuf  y  ^abe. 
ä^iefer  boppetten  3lnforberung  wirb  aber  in  ber  S^at  beim  ®tatt* 
^aben  ber  jweiten  unb  britten  ber  ©ebingungägleicfeungen  in  (5) 
Dottftänbig  entfpro^en;  fonad^  werben  biefelben  auc^,  jkbe  nac^  einer 
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jweimoHgen  Stitegtation,  Y  ali  Function  öott  y  unb  Z  ate  gutiction 
oon  Ä  barbieten. 

QBerben  nä'mRcfe  fotgenbe  ©leid^ungett  beif  Äärje  bet  S^arfieU 
luttg  wegen  fejlgejlettt: 


dD         dB         r  d2A    .  rd.f(y,z)    ,  „ 

dE         dC         f  d2A    .  f  d.f(y,z)    ,     _  7 

"dl  "  "dl  -  J  1^  ^^  ""  J  —dz—  ^5^  -  ^ 


(12) 
1  ) 


WO  olfo  Yi  anb  Z,  refpectiDe  befannte  5w«cttotten  Don  y  uttb  z 
(tttb;  fo  erhält  man  mcf)  ©leiiftung  (I)  9lt.  299: 

Y  =  yJ-Yidy-jYiydy  +  a  +  by  .  /  ^^^^ 


;;! 


Z  =  z  j*  Zt  dz  —  J*  Zj[  z  dz  -I-  a'  +  cz 

WO  a,  b,  a',  c  witi(füt)rlicfee  Sonflonten  (tnb;  bie  oon  feiner  ber 
Jßoviabeln  x,  y  unb  z  bepenbiren. 

S^ie  ®(eid)un9  (11)  gefyt  fonadö/  «^enn  man  bebenft,  baß  a+  a' 
nur  eine  wiaW()taclöe  Sonjlante  üorfleflt,  alfo  aud^  burd^  a  erfel^t 
werben  fann,  in  folgenbe  übet: 

.<jr(y,z)  =  /  /  f(y,z)  dydz 

+  y  /  Y,dy-/YaydyH-z/Z,dz-./Zizd»  * 
-I-  a  -I-  by  H-  CZ-;  (14) 

unb  wenn  biefe  gewonnene  Seflimmung  in  ®(eid)unq  (6)  för  g)(y,z) 
gefefet  wirb,  erWIt  man  A'  ate  befannte  gunction  öon  x,  y  unb  z, 
wetd^e  bie  brei  wiflfüftrlicfeen  Sonflanten  a,  b  unb  c  mitführen  wirb. 
II.  9|unmebr  A'  unb  g)(y,z),  aö  btfannte  ^««ctionen  auftre» 
ten,  legen  wir  mi  bie  jweite  unb  britte  ber  ©teicfeungen  (3),  näm^» 
lid)  bie  beiben  ©leicftungen: 

dB'  ^  dA'  _  dB' 

jur  Seftimmung  öon  B'  por,  unb  jwar,  ba  biefe  ©leid&ungen  bie 
partieKen  ^ifferen}iaIquotienten  pon  B^  b(o$  nad)  x  unb  nac^  y 
angeben,  werben  wir  porWujlg  auc^  z,  alö  Sonflante  be^anbeln; 
erfl  im  ©erfolge  biefer  öeftimmung  Pon  B'  werben  wir  bie  93a» 
riabilität  Pon  z  mit  in  Setrac^t  }ie^en. 
SBirb  biefem  nad^  z  ald  Q^onflante  be^anbe(t,  fo  kat  man: 
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^^,       dB'  .         dB'  . 
dB'  =  -j—  dx  -f-  -T—  dy  , 
dx  dy     "^ 

Ober  ottd^,  öetmöge  ber  treiben  t)oran9e^ettben  ©let^ttngen,  bie 
folgettbe: 

dB'  =r  ("d  —  ^\  dx  -I-  Bdy  ;  (15) 

unb  bamit  ber  Sludbrud  jur  JRed^ten  biefet  ®teid)un9  unter  ber 
3(ttna{>me  bed  eonftantfeittg  Don  z,  ate  DoWanbige*  2)ifferenjiafe 
Don  X  unb  y  auftrete,  fo  baf,  nac^  Snteflration  beöfelben,  bie  Se» 
fiimmung  wn  B'  unter  ber  eben  getroffenen  SSerfügung  iuber  z 
Mdj  mögticft  werbe,  ijl  bad  Eintreffen  ber  Sebingungögleid&ung : 

dy  dx  dy2    "" 

unertaf^Iic^  (Snte^ratre^nung  V  9lr.  282).  9lun  W  man  aud 
®teicf)ung  (6): 

d2A^  _  /»  d2A    ,  dg(y(y,z) 

dy2    ~J    dy2  "*■        dy2       ' 

weld&e  ©tetcfeung  mit  5ujie()ung  Don  (7)  bie  SRealitSt  ber  eben 
aufgejleaten  Sebittgungögleict)ung  iart^ut;  folgtid)  ijl  ber  Sludbrutf 
jur  Stechen  in  ©leid&ung  (15),  wenn  in  bemfelben  z  aö  ßonflante 
be^anbelt  wirb,  ein  Dottila'nbigeö  £>ifferenjiale  einer  Function  t)on 
X  unb  y,  bafeer  wirb  andj  biefe  ©leicftung  (15)  eine  erfle  unb 
DorWufllge  SejUmmung  t)on  B'  barbietin* 

QSJerben  alfo  folgenbe  ©teidbungeu  feftgefteflt: 

dA' 

«.=  !>-  17.  , 

\  (16) 


- « -  J^' 


fo  bietet  bie  ®Ieicl)ung  (c)  beö  in  oben  citirter  9^r.  282  aufgeHettten 
3;t)eoremd  folgenbe  ©eflimmungögleicf)ung  für  B'  bar: 

B'  =  /  Dl  dx  -f-  /  Bi  dy  -H  Z'  ,  (l7) 

in  we(d)er  bie  erfle  angejeigte  Sntegratlon  nur  auf  x,  bie  jweite 
nur  auf  y  Sejug  feat;  Bi  flettt  nac^  berfelben  citirten  9lr. 
eine  Don.x  unabhängige  ®röße  Dor;  Z'  enbttdö  ijl  bie  willtKi^rlicfee 
€onflante  ber  Sntegration,  bie  unte?  Dorliegenben  Umflänben  ein< 
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* 

^nction  wn  z  fein  lann,  toüdft  wir  jur  DoKflänbigen  ^enntnif 
DDtt  B^  ttod^  }U  be(Hmmen  i)abtn. 

3ur  Seflimmung  Don  Z'  in  ber  eben  aufgeftettten  ®(eic^unfl  (17) 
nehmen  wir  bie  beiben  legten  ber  ©leid&ungen  (3)^  nämH*/  bte 
folgenben  }wei  @Ieidbun$en  t)or: 

dC;^dB'_p      ^-c. 
dy  dz  '      dz   " *       * 

2Hffeten)irt  man  bie  etile  partiell  nac^  z  unV  bie  jweite  in  s(etd)et 
SBeife  nadö  y^  fo  bietet  beten  Untetfcfeieb  folgenbe  ©Wcftunfl  bat: 
d^B'  _  dF       dC  . 

"dp'  -    dz   ""  17  '  .      ^"1 

bie  ©teic^ung  (17)  jweimal  ^inteteinanbet  pottied  nac^  z  bifferenjitt 
aiebt  aud):  , 

i;^==J'd5^^"""Jlir^y*-lEr' 

fonacft  bat  man  jut  SBefHmmung  Don  Z'  bie  Oleid&ung: 
'j'        dF        dC         f  d2Di  .  f  d2Bi    . 

wn  bet,  obet  ti4)tiget;  öom  5litöbtude  jut  Siechten  betfelben,  nocft 
borjut^un  etäbtiget/  ba$  folc^et  Don  x  fowob(  atö  Don  y  unab^än» 

SBitb  biefet  9(u6bttttf  ^  bie  Unabbängigleit  be^felben  Don  x  bat« 
t^un,  nacfe  biefet  93atiabeln  pattieff  biffetenjitt/  fo  (lettt;  ba  Bi 
Don  X  unabhängig  ifl;  folgenbed  Stgebni^: 
d2F  _.   dgg  _  d2Di 

dxdz         dxdy  dz^   * 

ben  2)iffetenjiaIquotienten  bat;  roitb  biet  bet  QBettb  föt  Di  aud  bet 
etilen  bet  ©leidbungen  (16)  eingefäfttt,  fo  gebt  biefet  2>iffetenjia(» 
quotient  äbet  in: 

dxdz         dxdy  dz^'         dydz^  ' 

nacb  ©leicfeung  (6)  bat  man  abet: 

d3A^   __  r  d^A  d3(y(y,z) 

dydz2  —  J  dydz2         ■*■     dydz«     ' 

Obet  au^  mit  «Sujiebmtg  bet  <9(eidbung  (8): 
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dydz«        dydz        dxdy  ' 

fwtac^  ftettt  (td^  ber  befagte  S)iffetcnjial<|uotient  nac^  x  audö  fol* 
genbermafen  bar: 

d^E   ^   d2F^  _   d2D   _        d^C 
dyd7<         dxdz  dz^  dxdy  ' 

uttb  ba  biefer  9(u6brud  oermöge  bet  britten  unter  ben  in  (5)  ju« 
fammengejtettten  SBebin9un9SflIeicl)Utt9en  gleid^  9lu(l(  ifl:  fo  ift  ber 
ajuöbrutf  3ur  SRed&ten  in  ®feic^ung  (19)  unabhängig  öon  x.  —  S^er. 
felbe  9Cuöbrud  ift  aud&  Don  y  unabWugig.  S^ifferenjiren  wir,  bie* 
fed  barautfeun,  benfetben  partieö  nac^  y,  fo  ftettt  (tcfe  ber  S)ifferen* 
jialquotient,  wie  folgt  bar: 

d2F         d^C        d2Bi        f  d3D, 


d2C  _  d2Bi  _^  /• 
dy2  dz2         J  i 


dz 


dydz        dy2  dz«        J  dydz« 

ober  aucfe,  bead&tenb  ben  OBert^  ddu  Bi  auä  ber  jweiten  ber  @Iei- 
d&ungen  (16),  wie  folgt: 

dgp    _  d^C  _  d^B 
dydz         dy2         dz«  ^ 

biefer  5tuöbrucf  ge^)t  aber  vermöge  ber  britten  unter  ben  in  (4) 
jufantmengefteflten  öebingungögleid&ungen  in  9lufl  über :  fo  -ift  au* 
bie  JRi^tigfeit  unfrer  lel^tem  SBel^auptung  bargetfean,  unb  ber  5lud. 
brurf  red^tertfanb  in  ©leid^ung  (19)  intplicirt  weber  bie  93ariabte  x 
nodö  bie  93ariabte  y.  (Bi  eignet  (tcft  fonadö  biefe  ©teicftung 
(19)  pollfornmen,  bie  ®rö^e  Z'  ald  gunction  t)on  zbar. 
aufteilen/ 

9Birb  nämlidö  ber  Äurje  wegen: 

dF         dC         f  d2D,   .  f  d2Bt     .       ' 

IT  -  dF  -  J  -dir  ^^  -  J  17^   ^y  =  Z.  (20) 

gefegt,  fo  bietet  bie  ®leid)ung  (19)  mit  3ujie^ung  beö  in  9lr.  299 
Vorgetragenen  fotgenbe  Seftimmungögleicfeung  für  Z'  bar: 

Z'  =  z  /  Z2  dz  —  /  Z2  z  dz  H-  e  -4-  fz  ,  (21) 

WO  e  unb  f  wiÖfütjrKc^e  gonftanten  jtnb. 

^enfen  wir  und  nun  biefe  ^eftimmung  öon  Z'  in  (17)  eingefel^t, 
fo  ftettt  ftd^  B'  ate  belannte  gunction  oon  x ,  y  unb  z  1)erauö,  bie 
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aufer  (ett  t)on  A^  ^ertii^tettben  wiUfti^rlic^en  Sonflanten  noc^  bie 
jwei  foeben  eingefübrten  c  unb  f  cntbolten  wirb- 

IIL  9lunmei)r  A'  fowoW  M  B',  bei  Sugrunbetegung  ber  in 
(4)  unb  (5)  jufammengejletttett  fedöS  Sebingunaögteidöungen ,  bur^ 
befannte  guttctionen  üon^x,  y  unb  z  barfleflbar  anjufeben  (inb, 
erübriget  unö  mö)  bie  Seilimmung  bon  C  S^iefed  ju  erjielen, 
gebett  wir  Don  ben  brei  (elften  ber  in  (3)  jufammengeflettten  ®lei* 
ct)ungen  mä. 

2)iefe  ©leic^ungen-  fteffen  jtd)  audj  folgenbermaf en  bar : 

^=:E-—   ^:=2F^—       —  =C 
dx        dz  '  dy        dz  *  dz      ' 


unb  ba  man: 


4C'  .    dC  .    dC  . 
dC  ==  ^  dx  -*-  -3^  dy  H-  -j-  dz 
dx       dy  "^    dz 


bat;  fo  erbi'lt  man  jur  SefUmmung  Don  C  bie  ©leidbung: 


(22) 


bie,  wenn  ber  9luöbrud  jur  gied^ten  ate  DotKjlänbiged  Ziffer enjiale 
einer  Function  Don  x,  y,  z  erlannt  wirb,  für  C  biefe  Function 
felbfl  barbieten  wirb.  £)a  nun  jum  Eintreffen  biefer  ^(nforberung 
fotgtnbe  brei  ©leicfeungen: 

dE^  _  dF  _  ^  _   d^B' 

dy    3x"    dzdy    dzdx  ' 
dE    dC  _  d2A^ 
dz  *"  dx  ^  dz2  ' 

dF  _  dC  _  d2B^ 
dz    dy    dz2  ' 

ate  ©leid&beiten  ju  belieben  b^ben;  fo  wenben  wir  unö  ber  Segrün* 
bung  biefer  @igentbümlid)feit  ju,  inbem  wir  einjig  bie  bei  ber 
SefUmmung  Don  A'  unb  B'  gefolgerten  ©rgebniffe  in  Slnfprud) 
nebmen.     . 

3uerfl  bat  man  ani  ber  ©leicbung  (17),  ba  Bi  unb  Z'  bafelbfl 
öon  X  unqbbängig  (tnb,  folgenbe  ©leicfeung: 
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ober  auöi^  öetmöge  betr  ecflen  unter  ben  ©letd^unfien  (16): 


dB' 
dx  ~ 

:  D   — 

dA' 
dy   • 

tifferenjict 

man 

tiefe  no^  z, 

fo  ^ot 

man: 

d8B' 

dD 

d»A' 

dzdx    ■ 

"   dz 

dzdy' 

bie  ©Icic^uttgen  (6)  «nb  (9)  geben  fetner  gehörig  Derbunben  fblgenbe: 
^  dE^  _.  dF  _  2  £^  —  ^  . 

dy  dx  dzdy         dz  ' 

abbirt  man  biefe  jur  unmittelbar  i^orfterge^enben  ®leid)un8:  fo 
fliegt  bie  erfte  ber  brei  jur  SefHmmung  Don  C  unerlÄ^Hdöen  SBe* 
bin9ungd9leid)un9en. , 

3weitend  bietet  bie  ©leicfeung  (6),  jweimal  I)intereinanber  partiell 
nad)  z.  bifferenjirt,  folgenbeä  ©rgebnif  bar: 


d2A/ 
dz2 


.  r  d2A  d^goCy,  z)  . 

-  J  1^  ^^  ■*■  — dz2-  ' 


burd)  3Jbbition  biefer  @Ieicl)un9  ju  ber  in  (8)  fließt  fofort  bie  jweite 
ber  oben  aufgcjleKten  brei  Sebin9un3ö9leicl)ungen, 

93Jag  enbüdö  bie  britte  biefer  Sebingungögfeicftungen  betrifft,  ift 
folcl)e  burd)auö  mit  ber  ©leidbung  (18)  einerlei;  biefe  baben  wir  in 
II.  bei  ber  Sejlimmung  üon  Z'  benu^t:  fonac^  (tnb  wir  aud)  biefe 
ate  SeMenb  anjune^men  berechtiget. 

(£d  erfdöeint  biefem  nacfe,  wenn  in  ©Icicfeung  (22)  für  A'  unb 
B'  bie  in  I.  unb  II.  gewonnenen  SefUmmungen  berfelben  einge* 
feljt  werben,  ber  3(u^brud  jur  9le*ten  bafelbfl,  aö  Dottflänbigeö 
2)ifferenjiate  einer  Function  Don  x,  y  unb  z;  integrirt  man  baö« 
felbe  nad)  bem  in  9^r.  283  aufgejlefften  S^eoreme:  fo  jletKtbaö  @r« 
gebniß  ber  Sntegration,  baö  eine  neue  wittfitl)rlid)e  Sonjlante  ^er* 
btißijxtj  bie  Se(timmung  öon  C^  aU  Function  Don  x,  y  unb  z  bar. 

SBerben  nun  bie  für  A',  B',  C  ermittelten  Functionen  i>ott 
X ,  y  unb  z  in  ben  2)ifferenjialaudbrurf  (2)  ber  9lr.  344  eingefe^t ; 
fo  ftettt  bad  ©tgebniß,  ba«  fed)ö  wiafüt)rliclö«  gonflanten  enthalten 
wirb ,  bie  unmittelbar  üoraugge()enbe  SntegraffunCtion  ber  am  ©n= 
gange  berfelben  9lr.  vorgelegten  S^ifferenjialfunction  (1)  »or, 

349.  2>ag  in  öorange^enber  9lr.  entwidelte  aögemeine  93erfahren, 
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)»  einer  Dorgetegten  integtabeln  S)ifferett}iaIfmtcttott  bed  jweiten 
@tabed  dreier  SQariabeta  bie  näd^ftDor^erge^enbe  Stttegtatfunction 
fterjuftelKen,  bringen  wir  ^ier^auf  Tolgenben  befonbern  gatt: 

X  dx2-«-y  dy^H-z  dz2+(x -•- y)z2  dxdy -I- (z  +  x}y2 dz  dx -I- (y -4- z)x2  dy  da , 

)ur  Sinwenbung. 

Sei  einer  ©ergleicfeung  biefer  mit  ber  aflgenteinen  I^ifferenjiaU 
funcHon  (1)  in  9lr*  344  ^at  ntan: 

A=x,    B=y,    C=z, 

D  =  (xH-y)z2,   E  =  (z-f-x)y2,    F  =:  (y+z)x2  ; 

unb  ba  biefe  guncHonen  für  A,  B,  C,  D,  E,  F  fowoW  ben  Se* 
bingungdgleid&ungen  in  (4),  aW  aud)  benen  in  (5)  entfprecfeert:  fo 
fc^reiten  wir,  ganj  biefelbe  Orbnung  ber  Dorangefeenben  9lr.  beob:= 
ac^tenb  unb  ben  bafelbfl  mitget^eilten  93orf(^riften  folgenb,  }ur 
i&erflelKung  ber  gunctionen  A' ,  B' ,  C  ber  in  (2)  9lr.  344  ange« 
nommenen  Sntegratfunction- 

I.    ^ie  ©feid^ung  (6)  Dorange^enber  9lr.  öuf  ben  öorliegenben 
gaö  angewanbt,  gebt  in  folgenbe  über; 

A'  :=:'|x2  +  q(j,%), 

WO  bie  Function  43p(y,a)  Don  y  unb  z  aud  ber  ©leic^ung  (14)  ba= 
felbfl  ju  belUntmen  ift.  (ti  fel^t  aber  biefe  ©leicfeung  (14)  bie  Äennt= 
nif  ber  Functionen: 

fty.  z)  »    Yi  unb  Zi 

Doraud;  fonad^  ^aben  wir  und;  biefe  (elfteren  )u  befKmmen;  ben  in 
(10)  unb  (12)  aufgefleflten  ©teid&ungen  öorerfl  jujuwenben. 

%xi  biefen  ©(eic^ungen  {{nbet  man,  für  ben  vorgelegten  $a(I: 

f(y,z)  =  2yz, 
Yi  =  z2  -  z»  =  0  unb  Z|  =  y2  -  y2  =  0  ; 

baber  gebt  bie  ©Ieid)ung  (14)  über  in : 

q{y^t)  =  2  j* /yzdydz  -fr-  ä  -i-  by  -•-  cz  , 

Ober  arx^,  wenn  bie  jweifad^e  Sntegration  jur  »eckten  oottjogen 
wirb/  in: 

<jr(y,z)  =  I  y2z2  -*:  a  -*-  by  -♦-  cz  . 

2Hefe  ©lei^ung  mit  ber  oben  für  A'  aufgeflettten  SJeflimmungd:^ 
gleit^ung  vereint/  erhält  man: 
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A'  =  f  x« -f- f  y^Jt»  H-ü -•- by -f- cz  , 

WO  a,  b,  c  wiöfä^rticlöe  Sonflanten  (Inb. 

II.  Se^ufö  ber  SJcftimmuttg  »on  B',  tem  Coefftdenten  Don 
dy  in  ber  jtt  ermittelnden  Sntegraffunction  /  wenden  wir  und  ben 
(grgebnifien  in  II.  tjorangetyenber  9lr*  au. 

2>ie  ©leid^ung  (15)  bafeftfl  ge^t,  bead&tenb  bie  für  A'  bereit* 
gewonnene  ©eflintmung,  in  fotgenbe  über: 

dB'  =  (xz«  -  b)  dx  -I-  ydy  , 

Sntegrirt  man  ben  ^tudbrucf  recfeter^anb  unter  ber  einflweiligen 
93orau6fe§uttg,  ba§  z  eine  Sonjlante  Derbleibt;  fo  erl)ai{t  man  be» 
ocfttenb  bie  ®(eicl)ungen  (16),  bie  gegenwärtig  in: 

D,  =  xz2  —  b  unb  B|  =  y 

ßbergeften,  ouö  ©leid^ung  (17)foIgenbe  ©elHmmungdgleid&ung  förB': 

B'  =  /  (xz2  -  b)  dx  -f-  /  ydy  -k  Z'  , 

ober  aud^;  nad)  Dodjogenen  Sntegrationen,  bie  fotgenbe: 

ß'  =  4^  x2  z2  —  bx  -4-  f  y2  -I-  Z'  , 

wo  bie.unbefannte  Function  Don  z,  na'mlicft  Z',  nad)  ®Iei(t)ung 
(19),  wetcl)e  folgenberma^en  ouöfie^t: 

^=rx2-    2/xdx=:.x2   -    X«  =  0  , 

ju  bejlimmen  ijl.  93ottjiebt  man  biefe  Sejlimmung  nacft  ben  @lei* 
(jungen  (20)  unb  (21),  fo  erW'It  man: 

Z*  =  e  -I-  f  z  ; 

unb  wenn  biefe*  (Srgebni^  in  bie  öorige  B'  barftettenbe .  ©lei^ung 
eingeführt  wirb,  erhält  man: 

B'  =  f  x2z2  —  bx  -•-  f  y2  -4-  e  H-  fz  , 

WO  e  unb  f  jwei  neue  wiAffl^rücfee  gonftanten  (tnb. 

III.  Uebergef)ent  enblicf)  jur  Seftimmung  üon  C,  bem  Soef 
ficienten  Don  dz  in  ber  Sntegratfunction ,  legen  wir  bie  ©leid^ung 
(22)  Dorangeftenber  9lr.  ju  ®runbe. 

Sie^t  man  nämtid^  bie  für.  A'  unb  B'  bereit*  gewonnenen  ®r* 
gebniffe  ju,  fo  ge^t  biefe  @(eicl)ung  (22)  in  fotgenbe  ober: 

dC  =  (xy2  -  c)  dx  -•-    yx»  -  f)  dy  4-  zdx  ; 
Kaa^e,  S>lff.  11. 3nt.9lefll^tiiiti9.  a.  16 
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oerglet^t  man  bcn  ^luStrutf  jur  9led)ten  mit  Itx  ©ifferenjialfiinc* 
Hon  (a)  9lr.  283  ml  integrirt  folcfeen  nac^  ^cn  ©leic^ungcn  (c) 
un(  (d)  (afelbfl^  fo  erhält  man: 

C  =r  /(xy«  -  c)  dx  -  f/dy  h-  /zdz  h-  g  , 

unb  nad)  öoöjogenen  Sntegrationen,  Me  folflenbe: 

C  =  ^  x2y2  —  ex  —  fy  -#-  J^  z2  -f-  g  , 

wo  g  Me  wißtü&rKd&e  6on<lante  biefer  Sntegration  Dorftettt 

9löe  Wer  gewonnenen  SRefuftate  jufammengefa^t,  bietet  bie  am 
(Eingänge  vorgelegte  S)ifferenjiatfunction  jweiten  ®rabeö  ber  brei 
93ariabeln  x ,  y ,  z  folgende  unmittelbar  Dor^ergefeenbe  Sntegral« 
function  bar: 

( j.  y2  z2  -f-  4^  x2  -*-  by  -•-  cz  -*-  a)  dx  -•-  (j^  z«  x^^  Hh  |^  y^  -•-  fz  —  bx  -#-  e)  dy 
H-  ( j.  x»  y»  -*-  f  z«  —  ex  —  fy  -»-  g)  dz  , 

wo  a,  b,  c,  e,  f,  gbie  fec^ö  wiC(fu()rHc^en  Sntegrationaconfianten 
DorfteÖen- 

350.  aOBir  legen  und  nunmehr  eine  2iifferenjialfunction  britten 
®rabeä  breier  a3ariabeln,  ber  gorm: 

Adx3  -I-  Bdy3  •\-  Cdz^  -f-  Ddx^dy  -#-  Edxdy« 
-^  Fdz^dx  -#-  Gdzdx2 
-*-  Hdy»  dz  -I-  Kdydz2  -f-  Ldxdydz  ,  (!') 

jur  Unterfuc^ng  in  fKäcffic^t  auf  SntegrabUität  x>tx,  wo  A,  B, 

e,  D,  E, befannte  Functionen  ber  brei  Sariabetn  x» 

y  unb  z  öorftetten. 

S)ie  unmittelbar  Dor^erge^enbe  Sntegralfunction  biefer  Dorgeleg* 
ten  JBifferenjialfunction  fann  nur  Don  folgenber  5orm  fein: 

A'dx2  -f-  B'dy2  h-  C'dz«  -*-  D'dxdy  -l-  E'dzdx  h-  F'dydz  ,  (2') 

WO  A',  B',  C,  D',  E',  F'  gleichfalls  Functionen  Don  x,  y,  z  Dor« 
fteöen,  bie  wir  aber,  ba  und  nod)  unbefannt  ijl,  ob  bie  vorgelegte 
S)ifferenjialfunction  unmittelbare^  (grgebnif  einer  J^ifferenjiation  fei 
ober  nicl)t,  cXi  unbefannte  Functionen  biefer  brei  SJariabeln  vor« 
läufig  erfWren. 

©efefet  nun  bie  S^ifferenjialfunction  in  (2')  ftellt  eine  Sntegrat« 
function  jur  vorgelegten  in  (1')  vor;  bann  mu^  biefe  baö  Srgebni^ 
einet  vottflÄnbigen  ober  totalen  ^Hfferenaiatlon  jener  nac^  ben  Sa* 
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nabeln  x,  y  unt  z  fein,  tooiwd)  folgenbe  aeftn  ©(eic^ungen  (U^ 
^etoiudilellen : 

dA'         .      dA'        dD' 

•dr  =  ^'-dF-^  dr  =  ^' 

dD'        dB'        „      dB'        _ 
_   +  — =  E,  -^  =  B. 

dC  dC        dE'  _ 

"dr-^''dr"*""dr-^' 

dB'  dF'        ^ 

dz  dy 

dF'  dC 

dz  dy 

dD'  dE'        dF' 

dz  dy         dx 

SDa,  wie  ftereitö  erwähnt  würbe  ^  Me  gunctiotten  A',  B',  C,  D', 
E',  F  au*  (2')/  wie  bereit  partielle  ©ifFerenjiatquotienten  ttadö  beti 
aSariabetn  x,  y,  z,  und  unbefannt  ftnb;  fo  bleibt  un«,  jur  (Bvtan* 
gung  ber  @injtd)t  eineö  gteicfejeitigen  SSeflanb{)abenö  tiefer  ©leicftun« 
gen  (3')  fein  onberer  9Be^  offen,  aB  tiefe  unbefattnten  gunctionett 
ju  elitttiniren,  um  bann  iaä  ^rgebnif  Wefer  (Elimination,  iai  nur 
nod^  bie  befannten  Functionen  A,  B,  C,  D,  .  .  •  .  au^  (10  unu 
faffen  wirb,  in  biefer  SSejiefeung  unterfud)en  ju  EiJnnen- 

351.  S)iein  fröbern  SJlrn,  be^anbetten,  benen  in  (3')  tjorange^enber 
9lr.  jufammengeftettten  analogen  Oleic^ungen,  bie  ©leidjungen  (3) 
in  9lr.  344  etwa  aufgenommen,  waren  fämmtlidö  fo  einfadjer  Se* 
fc^affen^eit,  baf  bie  3{uögangd  öor^erge^enber  9lr.  angebeutete  t>ov^ 
)une^menbe  Q^limination  mit  benfe(ben,  atö  leid)t  t)o(l[}ie^bar  nid[)t 
aöein  erfannt  warb,  fonbern,  biefelbe  ifl  in  jener  Q3oÖfla'nbigfeit  ju* 
gleid)  unb  auf  einmal  jebe^mal  in  einer  ajJeife  öoöiogen  worben,  baf 
man  auf  bereu  ®rgebni^  geflüfet,  unmittelbar  jur  Integration  ber 
betreffenben  S)ijferenjialfunctionen  übergeben  unb  biefelbe  ju  gnbe 
führen  fonnte-  QSiet  üerwictelter  aber  iledte  jtc^  biefed  Slimina» 
tionögefc^äft  f^on  bei  ben  ijorfein  citirten  ®leicl)ungen  in  9lr.  344 
bar*  ^a  erfa^  man  nic^t  fpbqlb,  baß  bie  ©leic^ungen  (4)  bafetbft 
noc^  nic^t  baa  Dodflänbiae  @(iminationdergebni$  repräfentiren,  felbfl 
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biittn  ttoc^  nic^t,  (Ai  bereitt  We  ©leid^ungen  (5)  git,  347  tietgeflettt 
waren;  «od)  immer  gebrad)  eö  eined  genögenben  ®runt)eö  biefe 
©leic^ungen  (5)  in  Q3ereimgung  mit  ben  Dor^in  genannten  @let« 
drangen  (4);-aB  baä  t)oIl[flänbise  SUminationdergebni^  anaufe^en. 
(Erft  in  ber  barauf  fotgenben  9lr.  348,  wo  mir  bei  Sugrunbelegung 
ber  oben  genannten  fed)ö  Sebingungögteicl)ungen  in  (4)  unb  (5)  bie 
»erlangte  Sntegration  wirfltd)  l)ergefleüt  l)atten^  erft  bann  ertannten 
wir  in  biefen  fec^ö  Sebingungögleid)ungcn  baö  ©efammtergebniß  ber 
©fimination  ber  unbefannten  Functionen  A',  B',  C  anä  ben  ®lei* 
(jungen  (3)  9lr.  344.  —  S)af  nun  bie  je^n  @teid)ungen  (3')  öiyran* 
gefeenber  9lr.,  mit  benen  wir  unö  gegenwärtig  ju  b'efajfen  t>aben. 
Diel  complicirter,  afö  bie  eben  befprodöenen  ftnb,  leuchtet  fd&on  bei 
einem  blof  en  ^inbtict  auf  biefelben  ein ;,  unb  ba  ferner  aud  bem  üon 
und  biä  jel^t  jebedmal  befolgten  @ang,  bie  Sntegratfunction  einer 
met>rgHebrigen  nid)ttinearen ,  ben  Sebingungen  ber  Sntegrabilität 
entfpred)enben  J^ifferenjitttfunction  t)erjuftetten,  nid^t  fo  leid)t  eine 
allgemeine  Siegel  ju  jiefeen  fein  börfte:  fo  erad^ten  wir  ti  aK  eine 
md)t  unwefentlicfee  3ugabe,  wenn  wir  noc^  ein  93erfat)ren  mittt>eilen, 
iaä  bie  SSorjöge  vereint,  ^aä  Sliminationäergebniß,  Don  bem  bid 
jefet  beftänbig  bie  fXebe  war,  in  feiner  ®efammtfeeit  auf  einmal 
barjubieten  unb  biefed  jugleic^  baburd^.  an}ubeuten,  baf  beim  Se> 
.ftonbfeaben  beöfelben,  bie  a>lögHd)teit  unb  aSoajiefebarfeit  ber  Snte« 
gration  auf  eine  gan)  unjweibeutige  SOlTeife  mit  ernannt  werbe,  lieber 
ben  wefentlic^en  Sn^alt  biefeä  Serfa^rend  werben,  ba  wir 
fold^ed  unmittelbar  auf  ben  Dorliegenben  ^ad  }ur  9(nwenbung  brim 
gen,  bie  folgenben  9lrn.  genügenben  3tuffcl)Iuf  geben- 

.  352,  £)ie  ©leic^ungen  in  (30/  Don  benen  gegenwärtig  bie  9lebe 
ifi,  enthalten  fämmttic^e  erflen  partiellen  S^ifferenjialquotienten  ber 
fed}ä  Functionen: 

A'  ,   B',   C  ,    D'  ,   E'  ,    F'  ,  («) 

nad)  ben  brei  SSariabetn  x,  y  unb  z.  9Ba'ren  biefer  ©leid^ungen 
acfetjefen,  unb  waren  fotc^e  aud^  braud)bar  fammttid)e  fo.eben  ge* 
nannten  partiellen  S)ifferenjialquotienten,  beren  3lnja^l  gleid)falld 
ad^tjebn  ift,  burd&  befannte  Functionen  Don  x,  y  unb  z  barjufleöen; 
bann  würbe  je  ein  ©Aftern  Don  brei  jufammenge^örenben  partiellen 
2)ifferenaial(fU0tienten,  bie  na'mlicfe  je  einer  ber  Functionen  in  («) 


Digitized 


by  Google 


Sntegtalre^nuttg.    VII.   852,  ~  945 

entfpretften,  nad)  im  9lrn.  280  unb  346,  ein  ©tjflent  öon  brei 
Sebittsungögleic^ungen  barbieten:  fo  t)af  aföbann  ba^  ©efammter« 
flebnif  ber  in  JXebe  flef)enben  Elimination  ein  ©^jlern  i)on  ad^tje^n 
leidjt  tierjufleHenber  Sebingungägteic^ungen  Dotfleffen  würbe.  Xa 
wir  aber  gegenwartig  nur  ae{)n  ©leid&ungeny  bie  ©leid&ungen  in  (30 
9lr*  350,  unter  befagten  partiellen  2)ifferenjiaIquotienten  ()aben;  fo 
Knnen  wir  burc^  ®infüf)rung  Pon  acfet  neuen  ©leid^ungen,  bie  aufer 
biefen  partietten  SE)ifferenjiat(|uotienten  ttod)  adjt  neue  unb  unbefannte 
Functionen  entsaften,  ben  t)ort)in  befprod&enen  5ujlanb  DorWujig  ^er^ 
fteHen.  SE)ie  nunmehr  burd)  (Elimination  ber  gw^ctionen  in  («)  Itd^ 
barbietenben  ad)tjel)n  ®leicl)ungen  werben  aöerbing^  bie  neueinge* 
führten  ad&t  Functionen  mitfflbren;  aßein  biefe  werben  wir,  nad&bem 
wir  erfl  befagte  acl)tjel)n  Steigungen  ^ergefhllt  t)aben  werben,  in 
ä^nlicl)er  2Beife  wegfct)affen,  wie  wir  foldöeö  fofort  bei  ben  F««ctio^ 
nen  in  («)  mittel^  ber  @leicl)ungen  (30  jeigen  werben, 
©teilen  nämlid)  bie  acl)t  ©röfen: 

M,N,P,Q,R,S,T,Ü,  («0 

unb  jwar  jebe  berfelben,  unbefannte  Functionen  ber  brei  SJariabeln 
x^  y  unb  z  Dor,  unb  flettt  man  folgenbe  adötjef)n  Oleid&ungen  auf: 

dx  dy  dz 

ir~^'  dF  =  ^'        ■dr  =  ^' 

dT-  *^'  "dy  ""  "dl^^' 

»•  =  D-M,  »'...P,    -  =  x, 

dF'  dF'  dF' 

^=.L-T-ü.^  =  H-Q.    ^  =  K-S;| 

fo  umfafien  fold&e  nW  nur  bie  je^n  ©leid^ungen  in  (30,  fonbern 
andi  jene  ad^t  ©leid^ungen,  bie  biefelbe  9lnja{)l  t)on  Functionen,  nämlidö 
bie  in  («0  J«f<^tnmengeiteöten,  einfiibren.  @d  erfel^en  fonad)  biefe  adiU 
aet>n  ©leic^ungen  in  (40  üottfla'nbig  bie  jefen  ©leid&ungen  in  (30; 
fo  ia^,  wenn  aud  benfelben  auf  bem  in  ber  9(nal9jtö.  beö  ©nblid&en 
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üiüäitn  ©ege  Me  neueingefö^rten  guncHomn  in  («')  eliminirt 
werben,  lefttere,  Me  ©leic^ungen  in  (3'),  wieber  junt  93orfd)ein 
fommen. 

Sefeanbett  man  nun  je  bret  jufammengebörenbe  biefer  ®(ei^un* 
gen  (4'),  bie  nÄrnKd^  auf  einer  Seile  jebeötnal  jufammengefleat 
ftnb,  in  berfetben  QBeife,  wie  bie  analogen,  bie  partiellen  2>ijferen» 
jialQuotienten  öon  u  umfajTenben  brei  ©leidjungen  in  9lr.  280,  fo 
(leöt  (td^  jebeömal  ein  ©^flem  öon  brei  ®leid)ungen  t)eraud;  biefe 
jufammenge<lell(t,  geben  folgenbe  ad)tjefen  ©leid&ungen: 

dM        dA       dN         dA       dN         dM 


dx 

—   dy  '     dx    -    di  ' 

'    dy  ~ 

dz  ' 

dP 
dy 

_  dB       dO         dB 
~  dx  '     dy   ~   dz  • 

dP 
dz  ~ 

dO 
dx  • 

dR 
dz 

dC        dS        dC 
~  dx.'     dz   ~   dy  ' 

dS 
dx   ~ 

dR 
dy  • 

dM        dP    '     dD 

dy          dx          dy 

dE 
~   dx  • 

dM         dT         dD 
dz          dx          dz 

' 

dT         dP         dE 
dy         dz          dz 

dR         dN          dF 
dx          dz          dx 

dG 
~    dz   ' 

dR          du         dF 
dy          dz           dy 

t 

du         dN         46 
dx         dy          dy 

f 

dQ          dS  _  dH 
dz         -dy          dz 

dk 

dy- 

AQ 
dx 

dT         dU         dH 
dy         dy          dx 

dL 
dy  • 

dS 
dx 

dT         du         dK 
dz          dz   ~   dx 

dL 

~  dT* 

weld)e  1)011  ben  in  Dorfiegenber  9lr.,  in  («),  jufantmengeflelKten  gunc^ 
Honen  unab^iangig  finb,  bafür  aber  bie  partielKen  35ifferenjialquo* 
tienten  ber  neueingefu^rten  unbefannten  Sujictionen  in  («')  enthalten, 
mit  beren  (Elimination  wir  un6  in  ber  folgenben  Sir.  befafien  werben. 
853.    S)ie  acfetje^n  ©leid&üngen  9(uögang«  üwonge^eitbet  Vit. 
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entölten  tie  24  ecfien  partielKen  ^iffeten}ia(quotiettten  (er  (afelbü 
einaefüf)rten  8  Functionen  in  («')  nad)  ben  SJariabetn  x,  y  unb  z* 
Um  auä  tiefen  Oleic^ungen  bie  fo  eben  erwähnten  pattieKen  S)iife* 
tenjialquotienten  ju  eßminiren,  ^aben  wir  üoretft,  wie  bei  d'^nUd)em 
Slnlaffe  in  Dptange^enber  ^r.,  fed^ö  neue  ©teic^ungen  einjuftil)ren, 
bie  eben  fo  üiel  neue  Functionen  i)on  x,  y  unb  z  impficiten.  %\xd 
ben  nunme{)r  jtd&  er9ebenben.24  Oleic^ungen  werben  mir  bann  fämmt» 
(idö^  24  partieöen .  SE)ifferenjiaIquotientett  ber  Functionen  in  («') 
auäbrflcfen  unb  folc^e  hierauf,  wie  öertongt,  nadb  9lr.  280  eliminiren. 
©teOt  man  nun  burdö: 

M',   N',  P',    Q',   R,   S'  («") 

bie  julefet  befpro^enen,  neu  einjuffl^renben  fecl)ä  Functionen  Don 
X,  y  unb  z  por,  fo  umfaflen  fotgenbe  24  Oteidöuttgen: 


dia_  dA              dMjy.^dD     dE 
dx       dy   '            dy                 dy  "  dx 

dM_             dD 
'  dz--^-*-dz  • 

dN       dA               dN            ^,      dD 
dx-   dz  •            dy-      •     '*""dz  ' 

dN_p,     dF     dt; 
dz  -  *^        dx  "^  dz  ' 

dP                           dP       dB 
dx-,        '             dy— dx  • 

dz ^*dz  • 

dQ_              dE    dO       dB 
dx '^      dz'  dy-  dz  • 

«»Q_R-+«>H     dK 
dz                 dz      dy  ' 

dx-  '^  '               dy-'"*'*^dy  • 

dR       dC 
dz  —  dx  ' 

dS_      g.^JF     dS_ 
dx-      **^y'dy-*^' 

dS       dC 
dz  —  dy  ' 

dx-^   '              dy-*^   • 

dz  -"^^^dz^dy    dx 

dx              dy      dy.      dy             ^       dz 

dL     dH     du 

■^dF~di'  di"  — *  ' 

(50 


bie  18  ©leid)unaen  ^luöganad  Porfeer9el)enber  91r.  unb  bie  neuein* 
geführten  fecfeö  ©leidjungen;  fo  ba^,  wenn  auä  biefen  24  ©tei^un» 
gen  bie  unbefannten  Functionen  in  («'0  etiminirt  werben,  bie  erfl» 
genannten  18  ©teicijungen  wieber  jum  SJorfd&ein  fommem 

Sterben  nun  je  brei  jufammenge^örenbe  biefer  ©teid^ungen,  be* 
i^nfi  ber  Elimination  ber  Functionen  in  («')/  ttadi  9lr-  280  be^an*» 
belt;  fo  bietet  je  ein  folc^e^  <£Hminationöergebnif  ein  et^tm  t)on 
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dM^  ^  iQl  _ 


d2E 


dz     dx     dxdz 

i2l  -,  <^^E  _  dgß    dR^  _  d2B 

dy    dydz    dxdz  '   dy     dz*    dzdy 

d2H 


dQ^    dR^  _  d2£  _ 


dz     dx     dz*    dzdx 

dP^  _  ^  J^  _  d^F 
dz  "~  dx*  '   dz  " 

dP^  dS^  ^ 
dy    dx 

dR'    d«C  dS'    d2F     d*C 


"3är    dy*  '  dz    dydz    dxdy  • 

dR/    ^  _  d2F 
dx  ■*"  dy  "^  dy*  •  ^ 

dx  ""  dy  -■°* 


dN'  _^  ^äS'  _    d'L  ^  d2F 
dz      dx    dxd»    dxdy 

d2K   l 
dx»  '  f 

dS'  ^   dQ'  _  d2L   j   d«F 
dy      di  ~  dydz    dy* 

d2E   1 

dxdy  •  ) 

dN'    d2E     d2L    d^H 
dy    dxdz    dxdy    dx» 

dJG    d^D 
dy2  '  dydz 

dS'    d^D     d^G 

dx  ""  dz«     dydz  ' 

^  dx 
dN' 
dz 

dS'   „dQ'    d»E     d2H    d^L 
dy     dz     dz^     dxdz    dydz 


(«) 
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hxti  ©feid^uttaen  tat,  tie  wir  auc^  nad)  ber  Otknung  t)ef  ©ntfte^urtg 
Met  folgen  laflen: 

dM^  -.  ü^  _  d*D  ^  fE_  d^  _  d*D  _  dgA 

dx  ""  dy*    dxdy    dx*  '  dx  ""  dxdz    dydz 
dM'    dN'    d2E 

dz     dy  dxdz 

Ml  -^  d^D  _  d*A    dP^  _  d2A  _  d*G    d^ 

dx  ■"  dxdz  dydz  *   dx  ""  dz*    dxdz  '  dx* 

dN'  dp  _  d*D  _  d*G  ^  d*F 

dz  dy    dzß    dydz 

dM;^  _  d2B     dQ^  _  d*E     d*B 
dy  "~  dx*  *    dy  "~  dydz    dxdz  * 


(0 


(g) 


(h) 
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93on  tiefen  24  ®(eid)Uttgen  ge^en  einige,  unb  jwar  fed)d  äU  got 
gerungen  ber  übrigen  ^ecöor.  @o  i<l  bie  jroeite  ber  ©leic^ungen  (a) 
mit  Uv  erflen  ber  ®leicl)ungen  (b)  ibentifd),  eben  fo  bCe  jweitebet 
©Ieid)ungen  (c)  mit  ber  etflen  ber  ®teicl)ungen  (d)  unb  bie  iweite 
ber  ©lei^ungen  (e)  mit  ber  iweiten  ber  ©leiifeungen  (f);  ferner 
erbätt  man  burd)  ©ubtraftion  ber  britten  unter  ben  ®leicl)ungen 
(c)  Don  ber  britten  in  (a)  bie  erfle  ber  ®(eidöungen  (g),  eben  fo 
ergiebt  fid)  burd^  ©ubtrattion  ber  britten  unter  ben  ®Ieidöungert  (c) 
DOti  ber  britten  in  (b)  genau  bie  jweite  ber  ®Ieitiöungen  in  (h); 
abbirt  man  enbUdf)  je  bie  britte  ber  ®teicbungen  in  (d)  unb  (g) 
unb  fubtra^irt  i)on  ber  @umme  bie  britte  in  (f),  fo  er{>a'lt  man 
and)  bie  britte  ber  ®teidöungen  in  (b).  S)iefem  nad)  fteöen  ftd^ 
bie  fed)d  ®lei(l)ungen/  bie  erfle  ber  ®leicl)ungen  (b),  bie  erfteber 
©leic^ungen  (d),  bie  jweite  in  (f),  bie  erfte  in  (g),  bann  bie 
j weite  unb  britte  ber  ®leidöungen  in  (b),  aö  golgen  ber  übri- 
gen biefer  ad^t  ©^fleme  üon  ®leid)ungen  t)erauä;  ba^er  faffen  bie=« 
fetben  auger  Setrad&tüng  unb  eö  erübrigen  und,  jur  Seftimmung 
ber  erflen  partießen  S)ifferenjiatquotienten  ber  fed&ö  Functionen  in 
(«")/  gerabe  fo  Di?I  ©lei^ungen,  al6  biefer  J^ifferenjialquotienten  ba 
|tnb ,  bie  wir'auc^  mittelfl  biefer  ®Ieicöi!ngen  wie  folgt  beflimmt  feaben: 

dM^  _  d^A  dgp  d2E 

dx    ""  dy2         dxdy  "**   dx«   ' 

dM'         d2B 


dy    ■"   dx2 
dz     -  ^\ 


(60 


dgp  d^E  d2G         dm  _  JÜL\ 

dydz   "*■       dxdz   "*"    dy»    "*"    dx«  dxdy  j  ' 


dN'  d2A  d2D 


^(7') 


dx  dydz  dxdz  ' 

dN^  _      /dgp  d2E    _  d2G   _  d2H  ^    d^L  \ 

ThT  ~  *  \^dydz   "^  dxdz  dy2  dx«    "^  dxdy/  * 

dN^  _      /      d2D  d^F    _        d^G    _   d2K  d^L  \  ' 

dz    ""  *  \       dz2    "*"   dxdy  dydz  dx?      '  dxdz  j ' 

jdF   _  d2A  _    d2G    ^   d2F^ 
dx    ~   dz2  dzdx   "*"    dx«^' 

iL  1-  i  /i!5L        o    ^^^     _    d^G  d^K  d^L  \  ^ 

dy    —  ^\dz2    ^       dxdy         dydz   "*"   dy«    ^   dxdz  j  '         /  ^^  ^ 

iE!  —  ü^ 

dz    —   dx2  ' 
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iS!.  —  i.  /^^D  d2E     _  d2G  _  d2H  d^L  \ 

dx    ""^^dydz   "*"   dxdz         dy2  dx»    "*"   dxdy  j  ' 

i2l  ^  _    ^^B    ^    d^E 


dy  dxdz  dydz  ' 


(90 


^=*{ 


9  ££  _    ÜL  «  2    ^^^      .     d^K      _     d2L 


dz^  dy2  dxdz         dxdy         dydz 


i51  —  i  /-^        iüL  _     ^^H  d^K     _     d^L  \ 

dx    ""  ^  \^dz2    "*"    dy2  dzdx   "*"       dxdy         dydz/ ' 

dR^  _  dm  d^H       ^  dgR 

dy  "^   dz»         dydz  "*"   dy«  '  ^  ^^^'^ 

dR^  _  dgC 

dz  ~  dy2  • 

dS^   _  1  /_  Ü5.  d^  d^G    _  J2K  d^L  \ 

dx    "^  *y        dz2    "*"   dxdy   "*■   dydz  dx«    "*"  dxdzj* 

dS^  _  ,  /       d2E^  d^F  d^H     _      d2K  d^L  \ 

dy    —T\^        dz«    '*"^dy2   "*■    dzdx        ^  dxdy  "*"  dydzj' 


dS'  d^F  d^C 


dz  dydz         dxdy 

354,  aSJerbert  nun  je  trei  jufotttmenge^ötenSe  Wefer  ®tetd)Utt* 
gen  (6')  bii  (11')  nadf)  9lr*  280  befeanbelt,  fo  ergeben  jtc^  im 
©anjen  18  ©feidjungen,  Me  oon  ben  goefpcienten  Ut  in  9^r.  35Q 
t)0r9ele9ten  J^ijferenjialfunction  (1')  abhängen,  linb  bemnad^  leicht 
ju  Derifliciten  fein  werben.  Unter  tiefen  18  ®leid)ungen  fommen  fed)ö  in 
jweimatiger  unb  eine  fogar  in  breimaliger  9QBieber^ot«ng  Dor;  fo 
baß  nur  10  wefentlic^  Derfc^iebene  Sebingungög(eid)ungen  unter  ben 
Functionen  A,  B,  C,  D,  .  .  .  ober  unter  ben  ffoefficienten  ber 
eben  erwähnten  ^lifferenjialfunction  ftd)  ^erauöfteöen,  bie  wir  Wer 
folgen  laffen: 


=  0  ,   )  (12') 

=  0, 


dx3 

d3E                d3D 

dx'dy    '    dxdy« 

d^A 
dyS 

d3A 
dz» 

d^G           d3F 
dz«dx        dzdx« 

d'C 
dx» 

däC 
dy» 

d3£           d3H 
dy«dz    '    dydz« 

dz* 
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d^H          d^L           d3E            d3G              d3D  3   ^^A 

dx3          dx2dy        dx^dz  "*"  dxdy«."*"  ^  dxdydz  dy^dz "~     * 
d3K  _    d3L    _    d3F    ^    d3D    ^         d3G     _  3    d^A    _^ 

dx^          dx^dz         dx^dy  "*"  dxdz2  **"      dxdydz  dz^dy ""    '^ 

d3G          iPL           d3D           d3H         ^     d3E  ,    d3B 

■  3  ,  „^    =0, 


dy3  dy2dx  dy^dz        dydx2       "  dxdydz  dx^dz 

dSF  d3L           d3K           d3E  d3H  d3B    _ 

dy3  dy2dz  dy^dx  "*"  dydz^  "*"  dxdydz  ,    dz^dx  ~     ' 

d3E  d^L           d3H           d3F  d3K  d3C    _ 

dz3  dz2dy  dz2dx  "*"  dzdy»  "*"  dxdydz  dy2d^  ""  ^  ' 

d3D  d3L            d3G           d3K  d3F  d3C 

dz3  dz2dx  dz^dy  "*"  dzdx»  "*"  dxdydz  dx2dy  "     * 

d3K  _     d3F           d3E    _    d3H  d3G  _    d3D 

dx^dy        dxdy2  "*"  dz^dx        dzdx«  dy^dz  dydz^ 


(13') 


=  0  .  (140 


®ie  ac^t  ©leic^ungen,  ixt  al6  SBietet^olungen  eined  S^eileä  ber. 
^ier  aufgejlettten  ae^n  ®Ieid)un9en  weggelaffen  werten  ftnb,  Derl^eilen 
(td)  unter  ben  tefetern  in  ber  QBeife,  baß  jwei  berfelben  mit  ber 
®leid)un9  (14')  unb  bie  fed&iJ  öbrigen  bejief)unfl^weife  mit  ben  fedfe« 
©leid&ungen  in  (13')  ibentifW)  ftnb. 

S)iefe  jebn  Sebingungögteid^ungen  werben  nun  ju  reaftftren  fein, 
bamit  bie  9lnn<i^me  in  9lr.  350,  bie  SE)ifferenjialfunction  (1')  ba» 
felbft  fei  ©rgebnip  ber  S)ijferenjiation  einer  S)ifferenjiaIfunction  wie 
(2'),  nid^t  JU  ben  Unmöglic^feiten  gehöre.  Umgefefert  nimmt, man, 
im  gaöe  beö  @tatt{)abenö  biefer  Sebin9un9ä9teid)un9en,  bead)tenb 
bie  S)ebuction  berfelben,  nid)t  aßein  bie  SuWfligWt  ber  eben  er« 
waf)nten  3{nnaf)me,  fonbern  aud&,  wie  in  ber  fotgenben  9lr,  eigene 
wirb  gejeigt  werben,  ben  Söeg  ab,  befagte  Sntegratfunction 
herbei  JU  fflbren. 

355.  SE)urd)  ein  fuccefiioeö  3urü(lget)en  Don  ben  Sebingungö« 
gleicftungen  (12')  biö  (14')  auf  bie  ®Ieid)ungen  (6')  biä  (11')  Dor« 
ange^enber  9lr.,  hierauf  t)on  biefen  auf  bie  ©feid^ungen  (5'0  9lr»  353, 
bann  enblid)  öon  biefen  auf  bie  Steigungen  (4');  burd^  ein  folä)ti 
fuccefpüeä  Surüdge^eft  gelingt  t6  jufel^t  bie  unbefannten  Functionen 
in  (a)  9lr.  352  ober  bie  Soefficienten  ber  S)ifferenjiaIfunction  (2') 
9lr.  350  ^erjuftetten,  wie  fotd)e6  fofort  bargetfean  werben  fott. 

I.    15eim  ^tott^ben  ber  SSebinguttgdgleid^ngen  (12')  fni  (14') 
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dx 

dx 

•4- 

dN' 
dy 

dy 

+ 

dN' 
dz 

dz  , 

dP' 

dP' 

dP' 

dx 

dx 

-#- 

dy 

•     • 

dy 

• 

•*- 

dz 

dz, 

252  3ttte9talted)nuna.  VIL   355. 

fletten  in  ben  ©leid&ungett  (6')  f>x6  (11')  ixt  partietten  2)iffetettjia^ 
(juotienten: 

dM^       dM^       dM^  dN'      dN;      dN'  dP; 

dx    '      dy    '      dz    •        dx   '     dy  '     dz  '        dx  '  *  '    ' 

Functionen  üon  x,  y  unb  z  Dor,  bie  in  bic  linearen  J^ifferenjial* 
functionen: 

dM'  ^  dM'  j  dM'   ^ 

-T —  dx  -♦-  —5 —  dy  -*-  — 3 —  dz  , 
dx  ^J  dz 


(15') 


ßefefet,  leitete  in  tjoÖjlÄnMge  ober  integrabte  SE)ifferenjiatfunctionen 
umfefeen;  werben  biefe  nad&  9lr.  283  integrirt,  fo  Meten  fold^e  i« 
berfelben  Orbnungöfotge  bie  in  9lr.  353  ein3efäf)rten  unb  in  («") 
jufammenäeftettten  Functionen: 

M' ,   N' ,   P' ,   0'  ^  R'  ,    S' , 

jebe  mit  einer  t)on  b^r  Sntegration  ()err(l^renben  wittfö^rli^en  (Jon* 
flaute  oerfe^en,  bar. 

II.  S)enf^n  wir  \xni  biefe  eben  genannten  fed^d  Fw^ctionen 
ermittelt,  unb  feigen  bie  für  biefelben  gewonnenen  SJejUmmungen  in 
bie  ®(eid&ungen  (5')  9lr,  353  ein;  fo  fletten  ftd)  bie  partietten  ^if^ 
ferenjialquotienten: 

dM      dM      dxM  jdN       dN       dN^  dP^ 

dx  •     dy  '    IT  •         dx  •     dy  '     dz  '        dx ' '  '  '  '  * 

bie  biefe  ©Weisungen  (5')  barbteten,  bergeflalt  f)eraud,  baf  wenn 
foId)e  in  bie  S)ijferenjialfunctionen : 

dM   ,  dM   .  dM    . 

-T—  dx  -I-  -v-  dy  -♦-  -j—  dz  , 
dx  dy     -^  dz 


(16') 


eingefel^t  werben,  biefe  in  oottftänbige  integraMe  S)ifferenjiaIfimctionen 


dN 

dN 

dN 

dx 

dx 

-f- 

w 

dy 

-f- 

dz 

dz  , 

dP 

dP 

dP 

ix 

• 

dx 

-•- 

dy 

dy 

-•- 

dz 

dz, 
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aber9el)ett*  ^enn  bie  ©lei^ungen  (a)  big  (h)  (letten  Me  ju  erföt 
lenben  Sebinguttgdsleitftungen  biefer  Sluöfage  bar;  biefe  ©fei^ungen 
pnb  aber  mit  benen  i)on  (6')  hx6  (110  glei^bebeutenb  ober  Dielme^r 
einerlei ;  unb  ia  (entere  beim  Stattgaben  ber  Sebingungögteic^ungen 
(12')/  (13')  unb  (14'),  wie  bereite  in  I.  feflgefteßt  morben,  jugteid) 
SJeftanb  t^abtn:  fo  finb  and)  bie  8  linearen  S)ifferenjialfunctionen 
in  (16'),  wie  behauptet  würbe,  Srgebnifle  mtmittetbarer  ©ifferen* 
jiatiönen,  beren  Sntegralfünctionen  bie  in  9lr.  352  unter  («'> 
jufammengeftettten  ad)t  Functionen: 

M,  N,   P,   Q.  R,   S.   T,   ü, 

iebe  mit  einer  will(tüMid)en  Sntegrationöconftante  öerfefeen,  bar^^ 
ftetten  werben- 

III.  S)enfen  wir  md  ferner  aud)  biefe  acl)t  ^«n^Honen  feerge* 
{iettt;  bann  bieten,  nac^  (Sinfii^rung  berfelben  in  bie  ©leic^ungen 
(4'),  biefe  bie  partiellen  S)ifferen}iatquotienten : 

dA'       dA^        dA^  dB'      dB^       dB'  dC 

dx    '     dy    '      dz    '         dx    '   ^y    '    IT  '         dx    '      •  •  ^ 

ate  betannte  Functionen  öon  x,  y  unb  z  bar,  wetd^e  in  bie  tinea^ 
ren  S^ifferenjiatfunctionen: 

dA'    .  dA'  dA'  . 

:  -j^dx^-g^dy^-^dz. 

dB'    .  dB'   j  dB'    , 

-j—  dx  -4-  -r —  dy  -»-  -T—  dz  ,  . 

'  dx  dy      "^  dz  \  (47/) 

dC    ,  dC    ,  dC    , 

_dx  +  -j^dy+-g^dz, 

gefeßt,  foId)e  aud  aönlid&en  ©runben,  bie  wir  öort)in  in  II. 
bei  äf)nUcl)em  5(nla(fe  gettenb  gemacht,  aö  Dofffla'nbige  ober  integrable 
2)ifferenjiaIfunctionen  tieraudjIeQen»  Sntegrirt  man  biefe  fec^ä  linearen 
S)ifferenjiatfunctionen  nad)  9lr.  283,  fo  werb'tn  abermatt  6  Witt» 
fuferlid^e  Sonjlanten  eingeführt,  unb  bie  fed)ö  (£rgebniffe  bieferSn* 
tegrationen  ftetten  bann  bie  in  9lr.  352  unter  («)  jufammenge:= 
flettten  Functionen: 

A'  ,   B' ,    C  ,    D'  ,   E' ,   F' 

bar,  welche  lad  Snbjiel  unfeter  k)orßegenben  Unterfuc^ung  abgegeben. 
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6eftt  ttwm  Diefe  für  A',  B',  C,  D',  E',  F'  flefimfeenen  gunc* 
Honen  oon  x,  y  unt  z  in  (20  "Sflt.  350;  ^ann  flettt  (ie  fo  gewen* 
nene  S^iffetenjialfunction  jweiten  @ra^eä,  bie  20  miKfü^tHcbe  Qw^ 
flanten  enthalten  mitt);  iai  unmittelbar  üor^erge^enbe  Sntegrole 
bec  t)0t9eleflten  JBtfferenjialfunction  britten  ©rabed  in  (1')  betfelben 
9lr*  bar, 

356.  2)te  allsemetnen  (Srgebniffe  ber  legten  fec^ö  Shm.  wollen 
mit  anf  einen  befonbem  %üU,  nämlich  auf  bie  S)ifferen)ial^nction 
britten  ®tabeö: 

4x3(y2-f-z2)dx3  -*-  4  y3  (z2 -I- x«)  dy3  -•-  4  z^  (x« -*- y«)  dz^ 
-I-  y  (z«-f-2x*)dx2dy  •♦•  x  (z« -f-  2y*)  dxdy« 
-f-  X  (y2  -I-  2  z*)  dz2  dx  -»-  z  (y«  -f-  2  x*)  dz  dx« 
-4-  2zy*d3r*dz  h-  2yz*dydz2 
-•-  4xyz  dxdydz  , 

jur  Slnmenbung  bringen. 

95erateid)t  ntan  biefe  mit  bet  allgemeinen  ^ifferenjialfunctton 
in  9lr.  350,  (1')/-  fo  t>at  man: 

A  =  4x3(y2-f-z2),     B  =  4y3(z2-f-x«),     C  =  4  z3  (x» -*- y»)  , 
D  =  y  (z2  -f-  2  X*)  ,    E  =  X  (z2  -^  2  y*)  , 
F  =  x(y2H-2z*)  ,     G  =  z(y2-*-2x*), 
H  =  2zy*,  K  =  2yz*, 

L  =:  4xy  z  ; 

unb  ba  fämmttidöe  10  Sebin9un9d9feid)un9en  (12')/  (13')  unb  (14') 
teaßftrt  werben,  fo  öberfle^en  wir  auc^  jur  ^erftettnng  bet  Snte» 
gtalfiinction. 

I.  ä^ie  ®Ieid)ungen  (6')  big  (11')  auf  ben  Dorliegenben  gatt 
angemanbt,  gelen  folgenbe  Seflimmungen: 

dW        n      dM'        ,    ,     dM' 


dN'        „      dN' 

dx    =<>'     dy    =^'^' 

dN' 

d.    =2^' 

dP'        „      dP' 

dx    =<>'     dy    =°' 

d.    =**'• 

i21_2^  io:_o      i21-2x 
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dR'        ^       dR'         ^  dR'         ^    , 

dx  ay  a^ 

dS'         „        dS'         ^  dS' 

ba^er  bieten  bie-  S)iffetenjiafatt^btflcfe  in  (15')  folgenbe  ®Ieid)un3en 
jut  Seflimmung  bec  gunctioneii  M',  W,  P',  Q',  R',  S'  bar: 

dM'  —  8  y3  dy  ,  dN'  =r  2  z  dy  -■-  2  y  dz  , 
dP'  =  8z3dz,  dQ'  =  2xdz  -»-  2zdx, 
dR'  =  8  z3  dz  ,     dS'  =  2  y  dx  -*-  2  x  dy  ; 

aus  weld)en,  burd^  Snteätation,  bie  folgenben  gejogen  werben: 

M'  zr  2  y^  -I-  ai  ,     N'  =  2  y  z  h-  82  , 

-.     P'  =  2  z*  -f-  33  ,     Q'  =  2  z  X  -H  84  , 

R'  =  2  z^  -f-  85  ,     S'  =  2xy  -*-  ag  , 

WO  ai,  32  9  »39  »4  9  ^5  9  ae  bie  fed^6  Sntegrationdconflanten  flnb. 

II.  S)iefe  für  M',  W,  P',  .  .  .  gewonnenen,  wie  bie  <m  (£in* 
gange  für  A,  B,  C,  D,  .  ♦  .  feflgeftettten  JuncKonen  Don  x,  y 
unb  z,  in  bie  ©leic^ungen  (50  gefegt,  tx^Sit  man  folgenbe  Se« 
ftimmüngen: 


1^=«-- 

dy  =  •'  -^  2 

X*, 

dM 
17=-"^' 

^=-- 

dN 

. 

dN                   ^    » 
Tz    =-3*2«*. 

JP=..  +  2y4. 

-  =  .^., 

, 

dP 

dr  =  -**' 

dQ 

dx   =-''*' 

f  =  '^- 

'^=--^^. 

dR 

dy=        ^' 

t  — 

dS 

^  =  .,*2.*, 

dS      „  ,      • 

^  =  8z3y. 

dT 

-j—  =  82  •*-  2yz, 

dy  =•*■*-  2 

zx, 

dT 

IT  =-2ae+2xy. 

dU 

dx  =«**2y^. 

-l'  2zx 

dU 
,  -^  =  as  -^  2  X  y  , 

wetd&e  in  bie  ©ifferenjialfunctontn  (1«')  gefegt,  «nb  blefetten  ^ier» 
auf  integrirt,  folgenbe  öefUmmangen  für  M,  N,  P,  Q,  • . .  bartieten : 
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M  =  2  i*y  -•-  ajy  —  82»  -*-«?,     N  rr  2  x^z  —  a2  y  -f-  83  z  -^  a«  , 

P  =  2y^x  -#-  aix  —  847.  -4-  ag  ,     Q  =  2  y^a  —  84  x  -t-  85  z  -*-  aio  , 

R  =  2  z^x  -*-  aax  —  aey  -♦-  an  ,    S  =  2  z*y  —  agx  -*-  a5y  -t-  ai2  , 

T=:2xyz-i-a2X-l-  a4y  —  2  agz  -1-  813  , 

ü  =r  2  xyz  -•-  a2X  -  2a4y  -*-  agz  -♦•  a^^  , 

WO  37,  ag,  .  .  .  ai4  Vit  ad)t  tvUIfu^tlic^eti  (Sonilanten  (er  eben  tu 
warnten  Sntegrationen  Itnb- 

III.  QBerben  enblic^  bie  eben  beflintmten,  wie  bie  bieom<£in* 
gcmge  für  A,  B ,  C,  .  .  .  feflgeilettten  Functionen  Don  x,  y,  unb  z 
in  bie  ©leid^ungen  (4'),  bann' bie  fo  (i*  ergebenben  SejHmmungen 
ber  partieQen  £)ifferen}ia(quottenten : 

dA*       dA        dA  ^       dB'       ^         _dC* 

dx    '     dy    '     da&    *         dx    •     dy    *      dz    •         dx    •  ••  • 

in  bie  linearen  S^ifferenjialfunctionen  (17')  eingefefet;  fo  erhält  man 
j«r  SJejHntmung  ton  A',  B',  C,  .  •  •  folgenbe  ©leidöungen: 

dA'  =  4  X  (y2  -I-  z')dx  -i-  (2  x^y  -l-  aiy  —  a2Z  -i-  87) dy 

-I-  (2  x^z  —  a2y  -•■  a3Z  -1-  83) dz  , 
^    dB'  =  (2  y*x  -«  a4Z  -*-  a^x  -1-  a9)dx  -•-  4  y3(z2  +  x2)dy 

-*-  (2  /»z  -*-  85^6  —  a4X  -■-  810) dz  , 
dC  =  (2  z^x-i-  a3X  —  agy  -1-  aiOdx  -•-  (2  z*y  —  agx  -i-  asy  -•-ai2)dy 

-f-  4  z3  (x2  -I-  y2)  dz  , 

dD'  =  (z*y  —  aiy  -*-  a2Z  —  a7)dx  -»-  (z«x  -t-  a4Z  —  aix  —  a9)dy 

-•-  (2  xy  z  -»-  a2X  -f-  a4y  —  2  agz  -*■  813)  dz  , 
dE'  =  (y2zH-82y  — a3Z  —  8g)dxH-(2xyz-»-a2X  —  2a4y+ a6ZH-ai4)dy 

-*-  (y«x  —  a3X  -f-  agy  —  an) dz  , 
dF'  ==(— 2a2X-f-  a4y-t-a6Z  —  813— at4)dx-t-(— asz-*- a4X  — ato)dy 

-*-  (aßX  —  asy  —  812) dz  ; 

integrirt  man  enblic^  bie  2)ifferenjiaIfunctionen  jur  SRec^ten  ber 
Oleid^t^eitöieid^en  nad^  9lr.  283,  fo  erhält  man: 

A'  =  x*(y2  H-  z2)  -H  i  a,  y«  —  82 yz  -*-  j- 83^2  ^  a7y  -i-  agz  -*-  815  , 
B'  =  y^(z2  -#-  x2)  -•-  ^  a5z2  ~  84ZX  -»-  ^.aix^  -1-  atoz  -*-  agx  -1-  aig  , 
C'  =  z*(x2  -*-  y2)  -H  ^  83x2  —  agxy  -*-  f  asy«  +  ^n  x  H-  a,2y  h-  817  , 
D'  =  xyz2—  aixy+a2zx-ff-a4yz  — agz«  —  ajx  —  agy-»-  ai3Z  -1-  ais  , 
E'  =  zxy^H-ajxy  — 83Zx  +  aGyz-— 84y2^  a8X-i-ai4y  —  811^  +  819  , 
F'  =r  a4xy+aßzx  — asy  z  — 82x2 — (813-1-  814) x  —  aioy  —  8^2  3^  "*"  »ao  > 
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190  Bis 9  »16»  .  •  •  «80  ^i^  f^^i  wiOfiidfrlic^en  CTon^onten  ber  Ie|tern 
f(KW  Stttcfltotiottcn  Httb. 

eeljt  man  Mefe  für  A',  B',  C,  D<,  E',  F' gefiinbencn  gum* 
Honen  Don  x,  y,  z  in  Me  ^ijferenjialfunction  (2')  Sit.  350,  bann 
(leOft  t)aä  ^rgebnif ,  lad  bie  20  wUltü^rKct)en  Q^onflanten: 

.cntf)attett  wirb,  bad  unmittelbar  Dor^ergeftenbe  Sntegtale  bet  am 
(gingange  öotliegenbet  9lt,  aufäeftelKten  S)iffetenjialfttnetiott  bdttett 
®tabeä  bet  btei  QSariabeln  x,  y  unb  z  tyot. 

357.  2)ie  in  ben  ooran9efd)i(ften  fieben  9lni.  bc^anbelte  ^iffe* 
renjialfiinctidn  britten  ©rabei  breier  QSariabeln  baben  wir  in  einer 
9Q8eife  mitgetbeilt,  baß  mit  3uDerftcl)t  angenommen  werben  fann, 
ed  ftnbe  nunmehr,  öom  tf)eoretifcl)en  ©eftcfetdpunfte  5etract)tet,  feiner* 
lei  ed)wieri3feit  ©tatt,  äf)nlid)e  S)ifferenjiarfunctionen  in  Sejiebung 
auf  Sntegrabilität  einer  Unterfud)un9  ju  unterlegen.  9Bir  unter» 
laffen  baber  $£>ifferenjiaIfunctionen  breier  Sariabeln  t)om  öierten, 
fünften  uob  nod)  bö()erem  ®rabe  befonberä  in  Unterfud)ung  )u 
jiefeen,  jumal  wir  no^  in  fotgenbem  Paragraphen,  ber  audfcl)Iief» 
lid)  ber  Unterfucfeung  einer  2)ifferenjiaIfunction  jweiten  ©ra^ejö  mit 
n  95ariabefn  beftimmt  ifl ,  bie  Unterfud)ungen  in  Sejug  auf  Snte» 
grabilitd'f  ganj  in  berfelben  SBeife,  wie  ben  aulel^t  bezauberten  gafl 
leiten  werben;  woraud  noc^  ü)land)erlei  jur  Slufbeffung  bed  in  ben 
lefttern  9lrn.  jur  5(nwenbung  gebrachten  93erfabreni  beröorgeben 
börfte. 


§.  III. 

3Re&rg(tebrtge  2)ifferen)ift(function  (»titen  0tabtd 
oon  a  a^ariabeln. 

S8&    Sine  2>tfferenjtaffuttction  bed  jweiten  ®rabe«  ber  n  ©a- 
riabeln  : 

*t  %     X2  ,     X3  ,     «4  ,     X5  , Xn 

ifl  Dott  fblgenber  gorm: 

9la«Bc,  «DHF.  n.  3iit.  Slc'^ttunfl.  II.  17 
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Xj^^  dx»  +  x^,  dxj  ^  X3 3  dxj  -f-  x^,  dxj  -•-...  -H  x„.,  dx; 

+  X,^,  dx'dx^  -  X,  3  dx^  dx^  ^  X,,,  dx^  dx^  -I-   .  .  .  +  X,  „  dx^dx, 

-*-    ^2,3  dx^dx^  -t-  X,,  dx^dx^  ^  .    ,    .    +  X^^  dx^dx^ 


X.  4  dx  dx    H-  .  .  .  -f-  X-  „  dx  dx„ 


"^    X«-2,n.l  ^^«-2^*11.1   -^    Xn.:»,n  ^^«.2  ^*« 


■*-   Xn-l,«dx„.iax„,      (A) 

190  ixt  Coefficienten: 

^1,1   »      ^2,2  »       ^3,3  »       ^4,4  ' -^n,!!  » 

^1^  »       ^1,3  »       ^1,4  » "^l,n  > 

^2,3  ♦      ^2,4  ' ^2,n  '    . 

^11-2,11.1   »       ■^n-2,n 

beten  SltijoM  gletd): 

n  H-  j.  n  (n— 1)  ober  |  n  (n  +  l) 

ifl/  Functionen  ber  n  aSariabeln  x,  x»,  X3,  •  .  .  x«  ootfteflen. 

S){efe  Functionen  werben  gewiffen  Sebin9ungägleict}ungen  nac^« 
jufottittien  baben,  bamit  bie  öorgelegte  S)ifferenjialfunction ,  aW 
unmittelbare^  Srgebnif  ber  S)ifferenjiation  einer  linearen  S)iffe« 
renjialfunction  berfelben  n  95ariabelri,  jebod)  mit  Sonflantftfeung  bet 
2)ijfereniialien  berfelben,  erfannt  werbe.  ,  S)ie  ^erjlettung  biefet 
Sebin3ung^gleict)ungen  nun,  unb  }war  beren  ©efammt^eit,  b.  t^., 
of)m  Ueberdet)ung  einer  ober  mehrerer  berfelben,  bann,  untet  93or» 
au^fe^ung  ibred  Seflanbbaben^,  bie  Snöglicbteit  einer  einmaligen 
Sntegration  ber  vorgelegten  £)ifferen}ia(function  anfc^aulic^  }U  madben; 
biefen  boppelten  (gnbjwecf  wirb  bie  5lrt,  wie  wir  bie  Unterfuct)ungen 
leiten  werben,  Dereinen,  bie  wir  mit  ber  folgenben  9lr.  eriTffhen. 

359.  2Birb  bie  unmittelbar  üorbergebenbe  Sntegralfunction  bec 
vorgelegten  a^ifferenjialfunction  jweiten  ®rabed  (A),  fattö  eine  folc^e 
nämlid)  ejHjlirt,  burd): 

Xi  dxi  -f-  X2  dx2  -■-  X3  dx3  •*-  X4  dx4  -H   .   .   .   .  '-•-  Xn  dxn  (C) 

bargejlettt,  wo: 
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Xj  ,     X2  ,     X3  ,     X4  , Xn  ,  (D) 

unbefannte  Functionen  bet  n  gSortabeln  xi,  xj,  X3,  .  .  .  x„(tnb- 
bann  bietet  aud)  bad  ©tgebni^  ber  ä^ffetenjiation  biefet  linearen 
S)ifl[ecenjiaIfunction  nod)  fämmtlid)cn  n  aJariabeln  bie  öorgelegte 
beö  jweiten  &cait6  in  (A)  bat« 

95oajie&t  man  biefe  S)iffevenjiation  unter  ber  5lnnabme,  baf 
nur  bie  n  g5ariabeln  unb  nicbt  beren  S)ifferenjia(ien  unenblid)  Hein» 
werbenbe  Variationen  erleiben;  fo  ifl  ber  eben  gemachten  9(u^fage, 
faüö  unter  ben  Sariabeln  xi,  xg,  X3,  .  ,  .  x«  f einerlei  Sufammen» 
^ang  feflgeflettt  wirb,  nur  infofern  ju  entfpred&en  mögftcfe,  aU  foU 
genbe  @(eict)ungen : 


dX, 
dx, 

=  Xi,i  , 

dX, 
dx2    "^ 

dX,        _ 

dx,    =  *"»  • 

dxr^ 

dx3    "*" 

dXa         _. 

dx,    =^^'^' 

dXi    ^ 

dX»         „ 

dx,  =^':»' 

dX, 
dx„    "^ 

dX„         _.  . 
dxi   =  ^■'"  • 

dX2 

dx2 

=  Xg,2  , 

dX,   ^ 
dx,    -^ 

dXs        ^ 

dx,  =  ^*'=' ' 

dX2   ^ 
dx,    ^ 

dXi  _y 

dir  -  "* ' 

dX2    ^ 

dx.    ■*■ 

dXn              ^ 

dx,  -  "^'•"  • 

dX 


Y  '     *^3     _^    dX4 


dX3     -    ""'"  '        dx7      ■       dX3     ~   -^''^  ' 


dX3  dXn  Y 

dxi»  dx3 


dXn>2           Y                     dXn.2  dXn.l  _                    \ 

OXn.2                                   dXn-1  dXn.2  f 

dXn.3  dXn  __^   Y                    V. 

dXn  dXn.2  / 


(•l) 


(32) 


(ai) 


(an-2) 
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dXn.l  Y  dXn-1  dXn      ^  »    ^  \ 

dxn-1         _  dx»  dx^.1 

dXn    _    Y  f      \ 

t^efhben^  ))oraudgefe|t  roerben. 

aOSetm  mi  biefett  ®leid)un9Ctt  bic  unbefonntett  gunctioncn 
in  (D),  ober  Dfefmct^t  bie.  pattietteti  S)ifferenjtafq^oHenten  tiefer 
^umtionett/  eltmimrt  werben,  fo  tthSlt  man  bie  SSebinaungöglei^ 
c^gen  >er  SntegröWftWt  ber  JBijferenjialfiincHon  (A)  jum  Srgeb» 
ttifff .  JBiefed  jebeömal  in  ber  ^luögangö  t)oran9e{)enber  9lr.  angebeu:* 
teten  9Beife  ju  erjielen,  wirb  in  ben  folgenben  9lrn.  mitget^eilt  werben, 

360,  2>ie  5lnjaW  ber  ©(eicfeungen  ber  n  6^fteme  (ai),  (ag), 
(33),  .  .  .  (a«)  borange^enber  9lr.  ift: 

n  Hh  (n—  1)  -#-  (11  —  2)  •*-  (n— 3>  -*-  .  .  .  -4-  3  -f-  2  h-  i  , 

Ober  aud)  ^n'(n  +  1)  glei^,  bie  ^tt^aiil  ber  mi  benfelben  ju  eß* 
tttintrenben  partietten  2)ifierenjiaIquotienten  ijl  n.n,  ober  n«;  ed  er» 
mangeln  fonad^/  biefe  partielKen  S)ifferen}iaIquoHenten  burc^  bekannte 
Functionen  ber  n  ^mabttn  xi,.  xs,  X3,  .  .  .  xn  auä}ubrti({en/  um 
nac^ber  bie  (£Iimination  becfelben  nad)  9lr.  281  bewerffteüigen  ju 
fönnen,  eine  5lnjaM  üoö  n^  —  -fn  (n  +  1)^  ober  in  (n—  1)  ®Iei» 
(feungen.  ^üljxtn  wir,  um  bennod)  bie  eben  erwähnten  partietten^ 
S)ifferen)ia(quotienten  au^gebrüctt  )u  erholten,  eine  ber  )u(el^tange« 
gebenen  gleid)  grofe  ^n}a^(  Don  unbetannten  ^tilfdfunctionen  ein; 
fo  gewinnt  man  folgenbe  SejWmmungen: 

dir  -      '''  '  "d^  -  ^'*''  "d^  -.  Ui,3  ,  .  .  .  .  -jj;;-  ^  üi,„,  (El) 

■^—  ^Xi,2-rüi,a,-^j— =  X2,2,-j—  =  Ü2,3,  .  .  .  -g =  Ua.»  ,   (E2) 

*dif  =X,.3-U„3,-5^  =  X,,,-U8,3»^  =  X3,J,..-^  =  U3^,   (E3) 


j       -^Xi,n-Ü|,n>     ,       — X2,n-Ü2,nf  . ••  ,  =  Xn-l,n-ün-l^  j -s — — Xn,n>  (En) 

wo: 
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üf,3  ,     üt,4  f     .    .    .    Ü2,li  , 

Ü3,4  ,     .    .    .    U3,b  ,    )  (F) 


hefe  ^äl^fitncttonen  ftnb,  beten  ^njaf)!  gleich  4-n(ii  — 1)  i(l  unb 
bie  mx  mi,  aU  unbefannte  Functionen  Don  fdfmmHic^en  n  93aria- 
be(n  xi,  xs,  X3,  •  .  .  Xu  benfen.  993etben  arxi  biefen  n  fiS^^lemen 
oon  n«  Oleicfeunsen  nad)  ber  in  bet  3lna(^|td  bed  (gnblid)en  flemein 
ub(ici)en  ^ife  bie  eben  eingeführten  ^ulfdfunctionen  in  (F)  tWx^ 
mxt,  fo  fommen  wieber  fämmtlic^e  in  ben  e^flemen  (ai),  (a3).-.(a«) 
etttJ)altenen  @Ieid)unsen  jum  9}orfd)ein. 
Sebeö  ber  n  (g^fteme: 

(E,)  ,  (Ei)  .    (E,)  ,  .  .  .  .  (E«) 

Don  ie  n  ©leic^ungen  bietet,  nac^  9lr.  281  be^onbelt/  ein  G^itim 
toon -J-n(n  — 1),  ba^er  ötte  }ufammen  ein  ®qflem  öonin^Cn— 1) 
©leic^ungen  bar,  bie  )ur  ^udmittelung  fcKmmtlic^er  erflen  partieQen 
äiifferenjialquotienten  ber  eben  eingeführten  ^ulföfunctionen  in  (F) 
fuf)ren.  2)enn,  wie  fc^on  oben  bemerft  würbe,  (tnb  biefer  einge» 
föbrten  ^ülföfunctionen^  J  ii(n— 1);  ba^er  ifl  bie  2lnjoM  ber  erjlen 
partieden  S)tferen)iatquoHenten  berfelben  na<l6  fähtmtlic^en  n  SBttria« 
beln  xi,  X2,  X3,  .  .  ,  xo  9lei(f)-rn2(n  —  1)^  welche  mittelfl  bet 
aleict)en  ^InjoJ)!  öon  ©leicfeungett,  wie  in  ben  folgenbeif  jwei  91rn, 
wirb  gejeigt  werben,  beftimmt  werben  fönnen:  ®rfl  nad)  boDjo» 
gener  Seflimmung  berfelben  (ann,  unb  wirb  jebeämal  auc^,  )ut 
^rileUung  ber  t)er(angten  Sebingung^gleic^ungen  gefc^ritten  werben* 
361.  Um  bie  Seflimmungen  ber  partieden  S)ifferen)ta(quotienteti 
ber  in  Dorange^enber  9lr.  eingeführten  i^ülfäfunctionen  in  ber  ganjen 
^IQgemein^eit  }u  erjielen,  t)eben  wir  t)on  ben  n  09(lemen  ber  (9(ei« 
(jungen  in  (Ei),  (Eg),  (E3),  .  .  .  (E«)  berfelben  9lr.  bie  brei  in: 

(Eg),   (Eh),   (Ek) 
enthaltenen  befonberä  ^eraud,  wo  g»  h,  k  ganje  3ablen  t)orfleII[en, 
bie  a((er  QOßert^e  t>bn  1  h\i  unb  mit  n  fä^ig  ftnb/  welc^  folgenben 
Ungleid)^eiten : 

nac^fommen. 
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etctten  wir  Mefe  eben  genannten  btei  &r)^ttt(t  öon  ©leic^ungen 
tttvad  auöfu^tKd)er>  atö  in  öotiger  9lr.  nötfeig  tvat,  ^ier  jufammen^ 

fo  baben  wir: 

.  ♦ 

dXh  «r  TT  <lXh  «.  TT  ^Xh  «  -T 

-= — =  Äi,h-Uj,h  ,  . . .  -T =:  Xs,h-Üg,h , . . .  1 -rXh-i,h-Uh-lAn 

ax|  dxg  dxh-i 

-j —  =  Xh,h  ,  )(Eh) 

dXh  «.  dXh  TT  ^^^  TT  ^^  TT 

-  =  Uh,h-H  ,  T =  Uh,h+2  ,  .  .  -^ =  Uh,k  ....  -5 =  Uh,n  » 


<**h+l                          *l^h+2                                  <*^k  ^3C« 

dXk      xr        TT            ^Xk      «        -,            dXk      -r         -T  ^Xk      ir            tt 

-j — =Xl,k-Ul,k,..  -7— =Ag,k-Ug,k,..--]| «=Xh,k-Uh,k,  ..T =Ak.l,k-Uk.l,k, 

dxt                         dxg                         dx,,  dXjj., 

^  =  Xk,k.  (Ek) 

dXk               TT                  '    ^Xk               TT  *^Xk             TT 

=  Uk,k+l,  T =rük,H+2- -j =:Uk,n, 


J^  —   viJS.KTJ   ♦      t^  «-/is,n-r*   , , 

^*k+l  ^^k+2  ^^^ 

bie-mit  bei  ber  Setlimmung  bet  etflen  partieKen  S^iffecenjialquotien« 
ten  bet  ^ü(fdfuncHonen  in  (F)  unterlegen. 

^eben  wir  anä  Um  0t)fleme  in  (Eg)  Me  jwei  folgenben: 

^Xg        y,  dXff 

-di;r  =  u«'^'   dx7  =  ^«''^' 

tt^tc^e  auf  ber  britten  Seile  biefejö  dtirten  ötjftemd  Dorfommen, 
^eraud;  fo  erf)a(ten  wir,  wenn  erjlere  partiett  nad)  Xk,  lefetere  par:» 
tied  nad)  xh  bifferenjirt  unb  ()ierauf  beren  Unterfcl}ieb  genommen 
wirb,  folgenbe  ®Ieid)ung: 

dxk  dXh 

2Benn  ferner  au^  bem  ©pjleme  (Eh)  bie  jwei  fofgenben*,  weld)e 
auf  ber  erjlen  unb  britten  Sei(e  bafelbjl  Porfommen,  ^eraudgt^oben 
werben,  na'mftd): 

dXh  dXh  _  -. 
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fo  etWft  man,  wenn  bie  erfle  nacft  xkUnb  Me  jwelte  nacft  xg  pari 
tteO  biffcrcnjtrt  wirb,  nac^  Dottbrac^ter  ©ubtraftion  berfetben, 
folgenbe: 

^ebt  man  enbticfe  ani  bem  0?(leme  (Ek)  fblgenbe  jwei^  auf  ber 
etjlen  Seile  bafetbfl  bejinWid)en  0leid)un9en  f)eraui : 

-^  =  Xg^  -.  Ug.k  ,  -jj-  =  Xh,k  —  Uh,k  ; 

bann  wirb ,  wenn  erflere  nad)  xh  unb  (elftere  nad)  Xg  portied  bif e^ 
renjict,  unb  bierauf  ber  Unterfcfeieb  berfeCben  genommen  wirb, 
fo(genbe  ®letd)ung  gewonnen: 

dUg,k    _  dUh,k  _  dXck  __  dXh,k  , 

dxh  dxg    ""     dxh  dxg 

©erben  nun  biefe  gewonnenen  brei  ©leic^ungen  (I),  (2),  (3)  ai» 
birt,  fo  ergiebt  (tcfe: 


düg,h  /dXg,h         dXg,k         dXigc) 


*  \  dxk 


dxk  V  dxk  dxh  dxg 


(G) 


in  wel(t}er  @(eid}ung  wir,  wegen  ber  oben  unter  ben.ganjen  Balten 
g,  h,  k  feflgefleUten  Ungleict)beiten,  bie  3a^(enwert^e: 

h-Hl^     h-*-2,    h-^'S,     h-i-4,....n  —  1,     n 

(latt  k  feigen  bärfen.    (Bi  bietet  fonadö  biefe  ©leic^ung  (G)  bie  par- 
tietten  S)ifferenjialquotienten : 

dUch       dÜ6,h       dügjh  düg,h       dUc,h 

atö  bekannte  Functionen  t)on  xi,  x,,  X3,  .  .  .  Xn  bar,  unb  jwar 
für  aUe  ganjen  3a^Ienwertbe  Don  g  unb  h,  für  bie  man  g  ^  h  t^at 
2)ie  SefUmmung  itd  pattieUen  2)ifferen}ia{quotienten: 

dÜ6> 

dxh    • 

nehmen  wir  mittelfl  folgenber  )wei  @teid^ungen  Dur: 

dXh        «.  -.,         dXh         «. 
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ap  (er  pp^ui  unib  jwetten  3ei(e  attö  btm  @t)iiejne  ber  ©(eti^gen 
(Eh)  ttttnommett  (Wb.  — .  'a)ijF^wnjitt  man  We^  ©leic^imflen  por» 
tieU/  etilcre  ttad)  xh  unb  leitete  nad)  Xg;  nimmt  bann  beten  UU' 
tecf(J)ieb;  fo  ecgiebt  ftc^  Ut  ®Ieid)unä: 

dxh  dxh  dxg 

welct)e  bie  oerfangte  SBefHmmung  batbietet. 

S)ie  pcittietfen  £)iffeten)ia(quotienten  Don  Ug.h  nac^  ben  QSatiabeln: 

iiir3ü(letten#  fdjla^en  wie  fiolflenben  QBeg  ei«. 

SBit  abbiten  bie  oben  aufgefleCtten  ©leidbungen  (2)  unb  (3)  mib 
)ie^en  »on  beten  @itmme  bie,  ®Ieict)tm9  (1)  ab/  fo  trotten  mx 
bie  ©leicfeung: 

düg,k    ^  j  /d3i^.k  ^   dXg^  _^  <iXh,k  \ 
dxh        ^  \  dx,^  dxfc  dxs  /  * 

S)ie  ganzen  3af){en  g,  h,  k  untetliegen  tebiglic^  ben  Sefc^rttitmi^: 
g  <  h  -<:  k  unb  k  <  n  , 

unb  ilnb  in  iebet  anbetn  SJejie^ung  widf iif)tlic^ ;  ba^et  ftnb  mx 
awl^  li  in  b  um}ufe^en  beted}tiget/  wenn  wir  v^ikxä)  h  in  V  Der« 
taufcften,  babei  aber  bie  JBefcfetänfungen : 

h'  ^h  unb  li'>.  g 

feflfel^n.  (Bi  bietet  fonac^  bie  )tt(e|t  aufgefieKte  ©leid^ung  aud^ 
folflenbe  bat: 


Jfh'    ^  '^  \  <*^'    ^    <**h  dxg  j  ' 


(J) 


in  weichet  für  h'  jebet  bcr  folgenben  3aWenwett^e: 

g-fr^l,    g-l-2,     g-l-3,    ....h-2,     h  —  l 

gefefet  wetben  batf.    2)iefe  ®Ieid)ung  (J)  bietet  alfo  jeben  bet  pat* 
tielKen  S^ijfetenjialquotienten : 

dUg.h      dü^       düg^  dVg^       dV^M 

dXg+l    *     dX6+2    '     dXg+3    '    •    '    •    •     dXh^j    '      dx^^j     ' 

ate  befannte  gunrtion  öon  x^,  xi,  xj,  •. .  .  .  x„  bat. 
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Ueberge^enb  femet  )ut  SefUmmung  ted  partieSeti  S^iffetenjiaU 
qaoHenten: 

legen  wir  folgenbe  jwei  ®Ieid)un9en  ju  ©runbe: 

^Xg    _   Y  **^g    --.  TT  u 

dir  -  ^^'« '  "d;^  -  ^'^  • 

bie  wir  auä  ber  jweiten  unb  britten  Seite  U6  e^jlemd  (Eg)  tnt^ 
(e()nen«  £)ifferett)itt  man  näm(id)  bie  etfle  biefet  ®(eict)imgen  nac^ 
xh  unb  bie  jweite  nac^  xg  partie(K ;  fo  tötetet  beten  Unterfc^ieb  bie 
Olei^ung: 

~di7  -"dlT'  <^^ 

(iW  bie  oetlöngte  Seilimmun96aleid)un3  bar- 

®ö  erübriget  uni  nunmehr  blof  noc^  bie  9ludmittelun8  ber  par* 
tieUen  S)ifferen)ia(quotienten  i)on  Ug^hnad)  ben  SSariabeln: 

Xg.t   ,      Xg-2  ,      Xg.3  »    .    .    .    .   X^  ,      X2  ,      X|   ; 

)U  metc^em  Bwecte  mir  und  obermalä  ben  oben  oufgefledten  ®Iei« 
cfeungen  (1),  unb  (2)  unb  (3)  juwenben. 

(Subtrabirt  mon  nämlid)  Don  ber  @leid)ung  (2)  iai  ©ummen* 
ergebni^  ber  ^(eid)ungen  (1)  unb  (3) ;  fo  erba'It  ntön  bie  ®leid)un9 : 


(dXhjc         dXg^         dXg,k  \ 
dxg  '^  dx^  -  dx^;' 


dUh.k  ^  ^dXhjc   ^  dXg^    ^  dXg,k "" 

dxg 


bie  gleic^fattö  fflr  jene  ganjen  QBert^e  Don  g,  h  unb  k  befielt;  bie 
ben  Sebingungen: 

g<h<kunbk-<n 
nad)fommen.    9limmt  man  bie  Umfe^ungen: 
g  in  g' ,    h  tn  g  ,    k  In  h 
öor,  fo  wirb  ben  eben  angefubrten  Sebingungen  entfptocften,  wenn  man: 
g'  <  g  <  h  unb  h  'S  tt 

feilileat;   woburd)    bie  jule^t   aufgefleUte  ®Ieic^ung   in  fblgenbe 
übergebt : 
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düg,h   _  ^  /dXg,h         <^Xg^g         dXg^X 

in  bet  g  <h,  mi  g'  alKet  ganjen  SaWenwcrtbe: 

1  ,    2,    3,    4,  .  .   .  .  (g-2),    (g-l) 

fä^ig  ifr     ®d  bietet  fonac^  bicfe  ®leid)ung  fa'mmtK(f)e  partieOen 
I^iff^tenjialquotienten : 

dÜ6,h  dÜ6,h  dU6,h  dU6.h  dUg,h 

dxi     '      dx2     '       dx3     •  •  •  •     dxg-2  '     dxg.i  ' 

<Ad  bef (mitte  Functionen  öott  xi,  xg,  xj,  .  .  .  x«  bar. 

362.  3n  golse  bet  in  oorangcbenber  9lr.  gewonnenen  ©lei^« 
cöungen  (L),  (K),  (J),  (H)  unb  (G)  fleffen  ftd)  bie  etjlen  partietten 
2>iffetenjiaIquotienten  bet  unbefannten  Function  Ü5,h  nadt)  ieber  ber 
93atiabeln  xi,  x^,  xj,  .  .  .  Xu  folgenberma^en  bar: 

dU6,h   _  -  \  dXg,h   ^  dXi,g  ^    dXi,h  | 

dxi     "^  '^  I    dxi  dxh  dxg     ( 

dUg,h  _  i  dXg,h   _^  4iX2,6  _    dX2^  ( 

dx2  *  /    dx2  dxh  dxg     \ 

dUch^  _  ,  )  dXg^h  dXs^  ^  ^3,h  (      )  (M) 

dX3      —  ^    )    dX3  dXh  dxg  ~  (   * 


düg!h  _       I  dXg,h  ^  dXg,i.g  _  dXgJi,h 
dxg.!         *  )  dxg-i  dxh  dxg 


dUg,K  dXg.g 


dxg  dxh     ' 

dUg.h  __       { dXg,h  dXg,g-fi  _  dXg+i^l 

dxg+i         *  jdxg+i  dxh  dxg     j   • 

düg.h  _  j    j  dXg,h  ^  dXg,g4.2  _  dXgi2,h 


(N) 


dxg+2         ^  |dx6+2  dxh  dxg 

dUg^   _  ,    i  dXg,h    ^  dXg,g.!.3  _  dXgf3.h  j      )  (O) 

dxg+s        ^  i  dxg+3  dxh  dxg 


düg.h   __       J  dXg,h         dXg^i   ^  dXh-iji 
dXb.i    ~"       j  dXfc_j  dxh  dxg 

dUg>  dXg,h   _  dXSTh  .pv 

dXfc     ~     dXfc  "liT'  ^    ^ 


Digitized 


byGoogk 


Sntcgtälcecfenung.  VlI.  363,  2«7 

düg,h   __    j    (  dXg,h         dXg,h-n  dXh,h+i 


(Q) 


dÜ6,h   ( dXg,h         dXg,h+2        dXh^+2 1 

^Xh+2    ""  (  ^3th+2    "*"        <*»h  SiT")' 

düg,h   j    j  dX^,h  .      dXg.h+3  -^  dXhM3  \ 

d^h+3-"^   ^    |«**hf3     ^        <*^h  ^»ß       i* 

dUg,h  _  ,    j  dXg,h    ^     dXg,h    ^    dXh,n 
dxn  ^  I    dxn  dx^  dxg 

bie  für  (itte  ganjen  3af)Ienwertl)e : 

von  g  =  1  6t*  g  -:r  n  —  i  unb  t>on  h  =  2  bii  h  =  n  , 

bie'  ber  Ungleichheit: 

g<  h 
entfpred)en,  Sejlanb  ^aben. 

Sl^iefe  f)iev  aufammengefleßten  ®Ieid)Utt3ett  befldtigen  unfere  Se* 
^auptung  ^tuöaangö  ber  9lr.  360,  baf  bie  n  (g^fteme  Don  ©leicfeungen 
(El),  (E2),  (E3)  . . .  (En)  berferbcn  9lr.;nä(t)  9lv.  281  be^anbelt, 
jur  Sedimmung  fämmtfid)et  erften  patHetten  S)ifferenjta(quotienten 
ber  Functionen  in  (F)  f)inrei^en/ aufö  öoIKdÄtbigfle ;  bannjumal 
namentlid),  wenn  man  bie  eben  fejlgedeßten  Sebeutungen  unb  Se« 
fcijrönfungen  bet  ganjen  Säulen  g  unb  h  nxdit  au^et  ^cl)t  lä'ßt, 
unb  jene  @teid)ungen  ber  bcei  0^fleme  (M),  (O),  (Q)  jebeömal  un- 
beacf)tet  läft  ober  übergebt,  bie,  bei  ben  öetfci)iebenen  mBglid)en 
93etfügungen  über  g  unb  h,  auf  partieQe  !Z)ifferen)iaIquotienten  Don 
guncfionen  ber  gorm  Xr,«  füt)ren,  bei  benen  r  ^  s  fid)  f)erauö(lettt* 

363.  9lun  fäfft  eö  nid)t  mef)r  fcl)wer,  fowoW  bie  Sebingungd« 
gleid)ungen  ber  Sntegrabilita't  ber  in  9lr.  358  vorgelegten  S)ifferen^ 
jialfunction  )meiten  ®rabed  (A)  ab)u(eitc;n,  aU  aud),  im  ^aQe  bed 
0tattf)abenö  berfelben,  bie  unmittelbar  Dor^erge^enbe  Sntegralfunc« 
tion  felb(l,  bie  nur  eine  lineare  ll^ifferenjialfunction  berfelben  ^a^ 
riabeln,  atö  bie  borgetegte  ( A)  fein  f ann,  b.  i.,  bie  S)ifferenjialfunction 
(C)  ber  folgenben  9lr.  359  f)erjujlellen. 

2Baö  ben  erflen  Zi^til  biefer  3luöfage  betrifft,  beJ)anble  man  bie 
n  ®leid)ungen  (M),  (N), .  .  (Q)  üorangel)enber  9lr.  nac^>  9lr^  281; 
aföbann  werben  jene  2Jebingungdgleid)ungen  unter  ben  guncÜonen  in 
(B)  9lr.  358  berDorge^en,  bie  einem  befhmmten  jufammenget)ö' 
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tenten  SBert^enpaate  Don  g  unb  h  öngje^ötcn.  QBwtn  in  Mefen 
Sebingungöglcic^ungen ,  beten  ^etftettunft  feiner  t^eotetifcben 
©cfewierigf eit  mefer  unterliegt  unb  beten  %n)a^(  gleicfe  -J  n  (n  —  1) 
ift/  fö^  g  wn^  ^  i^«^  Sa^Ienwert^e,  beren  biefelbe  mij  ben  Se(lim» 
mungen  unb  Scfcftränfungen  toorangefeenber  9lr,  fäi)\i  (tnb,  einge* 
fefet  werben,  erf)ält  man  fämmtlicbe  Sebingungögleid^ungeU/  in 
5lnja^l-rn^(n— 1)^  ber  Sntegrdbilitdit  t)on  (A),  unter  benen  aber  aucfe 
einige  ober  ttiet)rere  9Bieber^olungen  ober  Folgerungen  ber  übrigen 
fein  fönnen. 

Obgleich  mir  gegenn^ärtig  nict)t  in  ber  Sage  ftnb;  bie  Vnja^ 
jener  Sebingung^gleic^ungen,  bie  untereinanber  wefenttid)  Derfc^ieben 
ftnb,  auf  eine  unjweibeutige  QBeife  fefljuflellfen ,  unb  obfd)on  wir, 
biefelben  für  ben  attgemeinen  gaff  n  ^erjujleffen,  unterlagen;  ftnb 
mir  g(eict)troj^(  ber  ^nftc^t,  ia6  und  im  üorliegenben  ^aragrapf)en 
geflecfte  3iel  errei(l)t  }u  feaben,  inbem  mir  bie  SWittel  angegeben 
^aben,  jebeömal  jur  Äenntnif  fämmtlid^er  Sebingungdgleicbungen 
ber  Sntegrabilitä't  ju  gelangen,  ^enn  baä  ftct)erfle  Äennjeict)en,  ba^ 
auf  bem  bon  mi  toorgejeicbneten  9Bege  feine  ber  Sebingungöglei* 
d)ungen  ber  Sntegrabilitcit  ber  Dorgelegten  JE^fferenjialfunctlon  in 
(A)  über  :*  ober  umgangen  merben  fann,  erfeben  mir  auä  bem  Um^ 
flanbe,  la^  tebiglid)  mit  3ugrunbelegung  biefer  Sebingungdgleid)un:» 
gen  ber  jmeite  Söeit  unferer  am  Eingänge  gemachten  ?(udfage,  mie 
fofort  gefj^e^en  foff,  erf)a'rtet  merben  fann. 

©eben  mir  in  ber  %f)at  Don  ber  9lnna^me  bed  SSeflanbbabend 
btfagter  SBebingungögleidfeungen  auö ;  bann  jinbeii  fämmtlicfee  ©lei* 
(jungen  (M),  (N)  .  .  (Q)  jugleid)  ©tatt,  unb  bie  folgenbe  lineare 
2:>i|ferenjialfunction : 

ax|  ax2  dx^  dx» 

tfl  mit  ^ülfe  biefer  jule^t  ermähnten  ©leic^ungen  nunmef)r  integra* 
bei,  meiere,  nad)  9lr.  285  integrirt,  für  Ug^  unb  fonad)  aucft  für 
fämmtlid)e  in  (F)  jufammengeflefften  ^fllfSfunctionen  befannte  gunc* 
tionen  Don  x^»  X2,  X3,  •  .  .  x»  barbieten  mirb.  Serner  brücfen 
bie  ©leicfeungen  (M),  (N), . .  (Q),  bie  mir  nunmefec  aW  iugleidj  6e» 
fiebenb  annehmen  bfirfen.,  bie  Siebingungen  tiud,  iamit  fämmtlid^ 
in  (El),  (£3)  • . .  (E»)  jufammengeflefften  ©leid^ungen  tugletd^  9e» 
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(lonb  ^obeti ;  mtm  t)af)tt  mittelfl  Wefet  ©leicfettnaen  folgctite  (ineare 
2>tffet«ti)tatfuncHonen : 


axi        "  djt2  0x3  dx 

dX. 


dx, 


n  , 


2    ,  dX2    ,  dXj    -  .    dXj  j 

dxj  -*-  -r-=-  dxa  Hh  -j-i  dx3  ^  .  .  .  -»-  -j-^  dx«  , 

'  dX2  dX3  dXn 


dxi        *  dx2 

dX3    j  dXj    ,       _     dX3    -  dXi   , 

— -^  dx,  '*'  -r— i  dx2  -*-   -j-^  dx3  -4-  .  .  .  -f-  -j —  dx»  , 
dX|                    dx2                 ,  dx3  dxn 


dXa      ,  dXa     j,  .      dXu     j  dXn     j_ 

—   dx,    -#-    -z dX2  -•-    -j dX3   -f-    .    .    .   -I-    -5 dxu  , 

dX|  dX2  dX3  dxn 

beftimmt  werten,  bann  i(l  jebe  berfelben  glei(f)fatt6  integröbri.  ©erben 
nun  biefe  n  Sntegrationen  abermals  nad)  9lt.  285  noüio^tn,  bann  tiat 
man  fä'mmtlid^e  Functionen  in  (D),  9^r*  359,  burd)  befonnte  gunc» 
tionen  Don  xi,  xg,  X3, . . .  x„  auögebröcfr,  bie,  in  bie  lineare  S)iffe* 
renjialfunction  (C)  berfelben  9lr.  gefegt,  biefe ,  wie  wir  ju  jetgen 
m6  Dorgefe^t^  aU  bie  unmittelbar  k>orge6enbe3ntegraU 
function  ber  in  (A)  9lr.  358  vorgelegten  2)ifferenjittU 
function  jweiten  ®rabe^  l)erauä(lellen. 

S)iefe  Sntegralfunction^  ober,  bie  lineare  SDifferenjialfunction  in 
(C),  wirb  auf  er  ben  n  wittWt)rIicften  SonflanteUi  bie  bon  ber  SBe* 
flimmung  ber  julefet  erwähnten  n  Functionen  in  (D)  ^erröferen, 
auc^  jene  ent^ten,  bie  bei  ber  ^flimmung  ber  F^ttctionen  in  (F) 
gewonnen  worben  finb,  beren  ^Injabl-i-o  (n— 1)  ifl»  ®d  bietet 
fonad)  bie  unmittelbar  Dorbergebenbe  Sntegralfunc« 
tion  einer  ^ifferenjtalfunction  jweiten  ©rabeö  mit  n 
SBariabeln,  fall*  eine  foldbe  epijlirt,  in  ®efammtfteit 
eine  Slnja^M  öonin(ii+l)  willfflbrlidben  ffonflanten  bar. 

^ad:j  biefem  (grgebniffe  würbe  bie  9lnna^me  n=2  brei  wittf ä^rlid)e 
Soöftanten  borbieteu;.  bie  wir  in  9hr.  338,  wo  btefer  Fallf  befonber« 
bei)anbelt  marb,  gleid}fo(K$  erfannl  ^aben;  eben  fo  beulet  bie  Vn» 
tmi^me  n  =;:  3  cntf  fecM  witttäbrliclie  OTonflonten  Un,  auf  bie  wir 
audb  i^  "Sfkc  348,  bei  ber  befi^nbem  9ef)anbtung  bfefe*  ^aUti,  gefübrt 
worben  finb. 

3«4.  Dbgleid)  bie  befonbern  Fälle  0  =  2,  n  =  3  bereit«  er- 
iirtert  worben  (tnb,  weiten  wir  biefeften  bennoc^,  ba  wfr  aud^  ben 
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befonbern  ^aü  n  =  4  t)iet  mit)utl)ei(en  beabftd)tigen/  noA  einmal 
aud  ben  biß  je^t  gewonnenen  ollgenieinen  ^rgebniffen  folgetn;  um 
bann  äffe  biefe  befonbern  gäffe  einer  ^ifferenjinlfunction  jweiten 
®rabeö,  nad)  ein  unb  bemfelben  principe  bebanbelt,  beifammen 
)U  baben. 

Um  bie  S^ifferenjialfunction  jweiten  ©rabed  jweier  95ariabeln 
xi  unb  xg,  wie  fötgt: 

X|,t  dxi«  -*-  Xi,2  <ixi  dxj  -*-  X2,2  dx22  ,  (1) 

in  Sejiebuna  auf  Sntegrabilitä't  ju  unterfud)en,  wenben  wir  und 
junÄd)<l  ben  in  5Jlr,  362  burd)  bie  @Iei(l)un8en  (M)  b\6  (Q)  bar» 
geflefften  affgemeinen  (grgebnijTen  ju.  SBa  man  gegenwärtig  n=2 
J)at,  fo  fteOt  (tcb  bie  9Jnnat)me: 

g  =  1  unb  h  =:  2  , 

aW  baS  einjige  jufammengebörenbe  2Bertf)enpaar  für  g  unb  h  in 
befagten  ®Ieici)ungen  bar. 

2Birb  baö  am  0ci)tufle  berfelben  citirten  9lr.,  über  ben  ®e* 
brauch  ber  affgemeinen  ®Ieid)ungen  bafelbjl,  9Witget^eiIte  berüdfic^* 
tiget,  fo  überjeugt  man  (td)  fe^r  balb,  baf  gegenwärtig  aud  feinem 
ber  ©^jleme  (M),  (O)  unb  (Q)  eine  ®leicl^ung  gejogen  werben 
fann;  fonac^  verbleiben  bloß  bie  jwei  ®leicl)Ungen  (N)  unb  (P), 
bie  für  ben  borliegenben  gaff  in  folgenbe  übergeben: 

dül^2    ^_   <^X|,|  dU|,2    dXi,2    ^    dX2,2  .^i 

dxi  dx2    '      dx2        *   dx2  dxi 

S)tfferenjirt'  man  bie  erfte  biefer  ®leidbunsen  particff  nac^  x^, 
bie  jweite  partieff  nac^  xi,  unb  nimmt  I)ierauf  beren  Unterfc^ieb; 
fo  crgiebt  (td)  bie  einjig  notf)wenbige  Sebingungögleidjung: 

'i'^^nt    __   dgX|,2  dgX2,2  _  .-X 

dx2^  dxidxa   "*■      dx,2     -      '  ^^^ 

bie  gteid}bebeutenb  mit  ber  Sebingungdgleic^ung  (4)  .9lr.  337,  bei 
beren  0tattf)aben  bie  S^ifferenjialfunftion  in  (1)  ein  unmittelbar 
öorangeftenbeö  Sntegrale  barbieten  wirb.  S)enn  beim  ©tattboben 
biefer  Sebingungögliid)ung  (3)  ijl  bie  lineare  S^ifferenjialfunction : 

—3 dXi   H-    — r ax2  * 

dxi      ^  dxa  ^ 

bie  wegen  ber  ®lei(|)un9en  (2)  in  folgenbe  übergebt: 
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-diT^'''    ("dir"" "i^j '*''''  .        ^^^ 

integrirbat/  unb  baö  (Srgebnif  biefec  Stitegratiott;  bad  otö  S^n^^tiDti 
t)on  xt,  X2  fammt  einer  tvidlübtHcbett  (£pnflante  (td)  betouäfleQt^ 
wirb  bie  Sefhmmung  Don  üi,2  barbieten.  2Birb  biefe  fitr  Ui,» 
gewonnene  Seflimmung  in  folgenbe  .®(eic{)un3en  eingefti^rt: 

dXi  ^  dX|    jj        V  V 

dX2  Y  TT  dX2  Y  I 

^j^=rX,,2-U.,2,   5^^X2,2,) 

bie  (!Uö  ben  in  9lr.  360  jufctmmengeftettten  ©leic^ungen  für  bie 
9(nna^me  n  =  2  fliegen,  fo  jlnben  foI(t)e  jugleid)  (Statt;  fplglid)  (tnb 
nunmehr  aud)  bie  S^ifferenjialfunctionen: 

dXj    ,  dXi    j 

-dir ''"»■"  1^  ^"" 

dX2   j  dX2    , 

_dx.     ^^dX2, 

bie  vermöge  ber  ©leic^ungen  (6)  in  folgenbe  übtx%tt^n: 

Xi,i  dX|   -♦-   üi,2  dx2, 


,  (6)  ' 

(Xi,2  —  üi,2)  dXj    "*-   X2,2  dx2  ,  ^ 

integrabel.  S:)ie  benfelben  entfpred)enben  Sntegraffunctiönen,  beren 
jebe  eine  neue  miQtul)rIi^e  Q^onflante  niitfü()ren  mirb;  bieten  bann 
refpectiöe  bie  Sejlimmungen  Don^  Xi  unb  X2  bar,  weld)e,  in  bie 
S^ifferenjiatfunction: 

Xi  dx|  -•-  X2  dx2  (7) 

gefefet,  biefe,  bie  nunmebr  brei  wiüftibriicbe  Sonftantcn  mitführen 
mirb,  aB  bie  nclc^floorbercfebenbe  3ntegra(function  ber  t)orge(e9ten 
2)ifferenjiaIfunctton  (1)  fterauöjletten. 

365.    2Benn  xi,  X2,  xj  brei  t)ariab(e  ®rof  en  (inb,  fo  wirb  burcft : 

Xi,i  dxi»  +  X2,2  dx22  -•-  X3,3  dxs» 
-•-   Xi,2  dx,  dx2  -I-  Xt,3  dx,  dX3  -♦-  X2,3  dx2  dx3  ,  (!') 

eine  2)ifferettjiaIfunction  jweiten  ®rabed  biefer  aJatiabetn  DorgejleOt, 
fatti  bie  Soefpcienten  ber  jweiten  S)imenftonpn  ber  S)ifferenjiatien , 
atö"  Functionen  b(of  Don  x^,  X2  unb  X3  auftreten. 
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S)a  biet  n  =  3  ifl,  fo  finden -folgende  lufammengeWrcnbe  3ab» 
Icnwert^e  öon  g  unb  h  &tatt: 

^=:lttn5b=r2,     g  =  lttn&h=:3,     g  =  2iiii&h  =  3, 

mit  welchen  brei  Slnnabmen  wir  uni  nadi  Orbttung  i^ter  golge 
ben  affgemcinen  ®Icicl)un9cn  (M)  bW  (Q)  in  9lt.  S62  juwenben. 

gür  ia6  erfte  jufammengebörenbe  9Bertf)ciipaar,  g;=l 
unb  h=2;  bietet;  auä  ben  eben  citirten  @(ei(^ungen/  bad  @t)fiem 
(M)  leine  einjige  bar;  bie  ®feicl)ung  (N)  bafelbfl  giebt  folgenbe: 

büö  elftem  ber  ®Ieid}ungen  (O)  bietet  gteict}fa(B  {eine  ©leic^un^ 
bar;  bie  @Ieicl)ung  (P)  hingegen  giebt  folgenbe: 

dX2^  "^     dx2  dxi     *  ^     ^ 

,bad  ®t)jlem  ber  ©leic^ungen  (Q)  enblic^,  bietet  bie  folgenbe  einjige 
®teid)ung  bar: 

dx3    -  ^  \"d^  ■*'  "dir  ""  "diTJ*  ^^ 

ä)ad  jweite  jufammenge^ffrenbe  OBert^npöör,  g=l 
unb  h,=3;^  (bietet  tveber.ouä  bem  6^fteme  (M)  noc^  mtd  bem@9« 
fieme  (Q)  irgenb  we((^e  ©leid^ung  bar;  hingegen  bietett  bie  @(ei* 
d^tng  (N);  boii  69ftem  ber  ®(eicl>ungen  in  (O)  unb  bie  ®(eic^4ing 
(P)  in  ber  eben  angeführten  Orbnung  folgenbe  brei  ®Ceici>ungen  bar: 

dU|,3         dxiit 


dxt  dx3 

dx, 


r  ^  *-\"d55^ '*"  11^^ — 317/' r 

<^tJl»3    dXi,3    ^    dX3,3  1 

dx3  dx3  dxj    *  / 

aWit  bem  britten  jufammengebörenben  SBertben« 
paare  enbßcfe,  mit  bem  g  =  2  unb  h  =  3,  jief)t  manaudbenß?« 
fernen  (0)  m*  (Q)  feine  ®retc^mtg;  laß  ©ijjlem  (M)  hingegen, 
bamt  Me  ©feicftungen  (N)  unt  (P)  bieten  refpectioe  fblgtnbe  bret 
®Iei(lbungen  bar: 
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dxi  *  y  dxt  dx3  dxg  f ' 


dÜ9,3    _^   dX2»2 

dx2  dX3     * 

dU2»3        dX2,3        dX3;3 


<60 


dxj  dx3  dx2 

9a3crl)en  nun  Me  Oleldjungen  in  (2'),  (3'),  (*')  no*  9lt*  280 
6ebanbelt,  eben  fo  We  brei  Oleid^ungen  in  (5')/  mt  anä)  bie  in  (60 
aufgejlettten  brei  ©leicftungen;  fo  ergeben  (td^  iebeömal  brei,  in  ®e^ 
fammt^eit  a(fo  neun  ®(eicf)un9en/  bie/  ba  fotct}e  nur  bie  (£oeffictenten 
ber  üorgelegten  S)iffetenjiaIfuncrton  entl)alten,  aud)  bie  Sebingungd« 
9leicl)un9en  bet  Sntegrabilitä't  berfelben  barfletten  werben.  93on 
biefen  neun  S5ebingungd3leict}ungen  ftnb  iebod)  b(of  ftdji,  bie  wir 
t)ier  folgen  laffen,  unter einonber  wefenHidb  öerfc^ieben,  nÄmUc^: 

=  0, 
=  0, 
=  0, 


d»X,„ 

d'X„8 
dx|dx2 

•*■ 

d^Xj,, 

dXt« 

d^Xa,, 
dx,i> 

d«X„3 
dxjdxi 

•t- 

d«X„, 

dx3« 

d^Xj.a 
dxj2 

d2Xj.3 

dxidxi 

+ 

d^Xj,., 
dx^ 

d«X,„ 
dxjdxi 

^  d«X,.3 
dxidxj 

— 

d«X„j 
dxt« 

d»X„3 

dxgdxs 

^    d*X2,3 

dxjdxi 

— 

d»X,„ 

dX3> 

d2X2,3 

,    d2X,., 

d«X„3 

=  2 


=  2 


dxsdxs 

d2X3,3 


(7') 


dxidx3 

d2Xi,2 


dxidx2        dx2dx3  dx2^  dx3dxi 

Sebe  ber  brei  jule^t  aufgeflefften  Oleic^ungen  biefed  ß^jlemd  ijl 
jweimal  ermatten  worben;  fo  baf ,  wie  in  9lr,  348  bereite  barget^an 
worben,  nur  biefe  fed^d  Sebingungögleid)ungen  ju  reoliftren  ftnb, 
bontit  bie  vorgelegte  JBifferenjialfunction  in  (i')  ein  unmittelbar  öor» 
ange^enbeö  Sntegrale  julaffe, 

©eint  ©tattfeaben  blefer  fec^d  ©ebingungögleic^ungen  in  (70  Meten 
bie  folgenben  brei  linearen  ©ijferenjialfunctionen : 

dü|,2    ,      _^  dU|,2    ,       .    düt,g    . 

-  iJT  ^^*  "^  "d^  ^"'^  '^^dir^^'' 


dUi,3    .      ^  d.Ut,3    .       .  du,, 3 

"ST  "^^  *  "d^T  ^"^^  "dT 

dÜ2,3   ^,     ^  dU2,3    .^    ^  düj 
2Raa(e,  5>iff.  u.  5nt.  »fd&nung.  n.  18 


dx,  -'  -  -dir  "^^  "^  "dir ''''' 
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ba  itH  betfelbett/  fadä  Me  S)ifferett)iaIcoefftcienten  nad)  ben  ®ltu 
ttim^m  (20  h\ä  (6')  crfeftt  werten,  integrabel  ifl,  bie  btei  ©rftflen: 

öte  betotwte  gunctiottett  öon  xi,  xg,  xj  bor,  wo  jebe  eine  wiffffl^r* 
lic^e  Sonjlante  ber  Sntegtation  mitführen  wirb« 

getnet  ge^en  bie  ®leicl)un8en  (Ei),  (E,)  .  .  (E«)  in  9lr.  360 
geflenwättifl  in  folgenbe  aber: 


dx,   -■^"»' 

dx,    -^'•" 

■dir  -  ^""  J 

•J^«            T              TT 

dX,         _. 

dX2     =^»'»' 

^^'  -  TT  \ 
dX3    ="«•"/ 

(9') 

•»^3    -  T            TT 

dXs         _. 

dX2     =^'"- 

■ü„3, 

dXj         y        1 

dX3    =^»'^«J 

wo  Dermöge  bed  a3otauö9efcl)irften  bie  9liröbtä(fe  jut  Stedöten  bet 
®lei(fe^eiWjet^en  biefer  ©leicbungen,  ate  befannte  Functionen  Don 
xi,  xj,  X3  auftreten,  welche,  ftatt  ber  S)ifferenjiaIcoejflcienten,  in 
bie  2)ifferenjiaIfunctionett : 

-; —   dxt   -f-  -j-^  dx2  -t-    -j—^  dX3 

dxi  dxj  dx3        ' 


dXo    ,  dXo    ,  dXu    ,1  ^, 

__idx,H--j^dx,-.-^dx,,     \  (100 

dXs    ,  dX3    ,  dX3    , 

_  dx,  *  ^  dxa  .*.  ^  dx3 

gefeftt,  biefe  in  integraWe  lineare  S)ifferenjia(functionen  umfeften. 
Sntegrirt  man  fotc^e,  fo  erhält  man  aud)  bie  ®rö$en:. 

Xi ,    X2  ,   X3 , 

ali  befannte  Functionen  oon  xi,  X2,  X3,  bie  auf  er  ben  oben  er^ 
wähnten  noc^  brei  neue  wiU{u^r(id}e  Sonfianten  mitfuhren,  gfe^t 
man  enbtic^  bie  (Ergebniffe  biefer  SefUmmungen  in  folgenbe  lineare 
2)iflferenjialfunction : 

Xtdxi  -♦-  X2dx2  -f-  X3dx3  ,  (11') 

bie  nunmehr  fed)g  wiafubrlid&e  Conjlanten  umfaffen  wirb;  bann  fleOt 
biefelbe  iaä  nÄc^fteorau^ge^enbe  Sntearale  ber  in  (!')  t)0t9eregten 
ä^ifFerenjialfunction  jweiten  Orabet  bar* 

366.    eteOfen  xi,  xg,  X3,  X4  Dier  DariaMe  ©rJflett  Wt,  fo  ifl 
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eine  S^ifferenjlolfuncKon  sweiten  ®taM  betfelben  folgenber  gorm: 

X|,tdxt2  -♦-  X2.2dx2^  "*"  Xjjjdxa^  -#•  X4,4dx4^ 
■*•  Xi,2dxidx2  "•-  Xi,3dxidx3  -•-  X|,4dx|dx4 

+    X2)3dX2dX3   -I-   X2,4dX2dX4 

-f-   X3,4dX3dX4  ,  (l'O 

bie  wir  sIeid)fa(Kd  nod)  mittet<i  bet  aQgemeinen  Stgebniffe  in  Unter:* 
fuc(}un3  liefen  woKen« 

2)0  wir  ^iet  n=4  baben,  fo  (leffen  fiel)  Doretfl  folgenbe  jufam*» 
mengeöftrenbe  SBett^e  für  g  unb  h  f^tvani :  ^ 

g  =  1  unb  h  =  2  ,    g  =  1  unb  h  =  3  ,    g  =  l  unb  h  =  4 , 

g  =  2  unb  h  =  3 ,    g  =  2  unb  h  =  4  , 

g  =  3  unb  h  =  4 , 

fo  baf  jebeä  biefer  2BertI)enpaare  biefelbe  3{n)at)I  Don  ©leic^ungett/ 
no'mlid)  4,  quo  ben  ©pflemen  (M)  big  (Q)  gejogen,  feeröorruft, 
bie  wir  bier  folgen  laflen. 

5flr  boö  erfte  iufammenge&örenbe  aBertbenpoar,  för 
g=l  unb  h=2,  bietet  weber  bad  0t)(lem  (M)  no*  baö  ®9ilem 
(O)  irgenb  wclcl)e  Sejlimmung  ^ar ;  bie;  ®leid)ungen  (N)  unb  (P) 
hingegen  bieten  jebe  eine/  unb  lai  @t)flem  ber  @Ieici^ungen  in  (Q) 
2Wd  Seifimmungen  bar/  wetct}e  in  ber  eben  be}eid)neten  Orbnung 
aufeinonber  folgen : 

dü|,2  dX|,i 

dx,     ■"     dXi     ' 


dU],2         dXi>2         dXs,! 


dx2  dxs  dxi 

dUttt  _  ^   /dX|,t         dX|  3    ^  dX2»3\ 
dx3     ""  ^  \^  dx3  dx,  dxi  fr 

düj_^  j   /dXt,t         dXi,4   ^  dX2t4 \ 

4  .""  ^  \  dxi  "*■     dxt  dx,  ^* 


f2") 


dx4 


Sei  bem  jweiten  gufammengel)örenben  9Q&ert^enpaare/ 
bei  g=l  unb  h=3/  bietet  bloß  baä  elftem  (M)  f einerlei  9Je« 
flimmung  bar ;  bie  ®lei(feung  (N)  aber  giebt  eine/  beögleia)en  erhält 
man  eine  »ejlintmung  aud  bem  6ii)fleme  (O)/  eine  Mi  ber  ®lei* 
^ung  (P)  unb  eine  enbli^  aui  bem  ©tjfleme  (Q)»  S^iefe  Dier  9Je- 
flimmungen  (tnb  ber  Keibe  nac^  folgenbe: 
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dlT|,3        dXi,i 


dxj  dx3    ' 

dUi,3         ,  /dXi,s         dX|,t        dXi 


H-  ^^'** 


dx2  ^  y  dxt  dxa  dx 

dU|,8  dXi^s         dXs,» 

dxs         '   dxs  dx| 

dUt,8  ,  /dXt,3  v^  dX| 

dX4 


(3") 


j  /dXt,3  V      dXt,4         dXa,4\ 

—  ^\  dx4  dxa  dxi  ^' 


S)aÄ  fcritte  jufammen9el)5renbe  2Bert^enpaat,  g  =  l 
ttnb  h=:4,  bietet  folgenbe  Dier  SefHmmungett  bar: 

düi,4        dXiii 


dx,  ~      dX4      • 

dUi,4  ,  /dXj,4  ^  dXt,2  _  dX2,4\ 

dxt  ^  \  dxt  dx4  dxi    I' 

düi,4  _  -  /dXi,4         dXi,8  dX8,4\ 

dx8  "•  *  \  dx3  "*■     dX4  dxi   ^  ' 

dUi,4  dXi,4  ^X4,4 


(V) 


dx4  dx4  dxi 

2)ad  oiette  jufammenge^ötenbe  QOSett^enpaat;  g  =  2 
unb  b=3  ruft  folgenbe  Dier  Sefiimmungen  ^eroor: 

dUt»8         ,  /dX«,8         dXi,t 


!»8^  ,  /dXt^a         dXi,t   ^  dXi,8\ 

1  ^  y  dxi  dxa  dxa  f 


dx 

düt,8  dX8,8 

dx,  —       dx8      ' 

dU8,8  dX2,8     dX8,8 

dx8  dx8  dxj 

dU2,8  ,  /dXjis  _^  dX2,4         dXa 

dx 


(5'0 


is  j  /dXgia  ^  dX2,4   _  dX8,4\ 

^    "~  ^  y  dx4  dx8  dx|  y ' 


S)aä  fattfte  iufammenge^örenbe  SBert^etipaar;  g  =  2 
unb  h=4,  giebt  folgenbe  Dier  Seflimmunaen : 

dU»,4      .       /dX8,4         dXii8         dXi,4 


»»4    _,    ,    /dX8,4  dXi|8     _    dXi,4\ 

Kl     "~  ^  \  jdxt  dx4  dxa  ^ 


dxi 

dUa,4  dXtt2 

dxa  dx4 


dÜ2,4  ,  /dX2,4   ^  dXa,8   ^^  dX8,4\ 

dx8  ^  \   dx8  dx4  dx2  f ' 

dU2,4    _   dX2,4     _^    dX4,4 

dx4  dx4  dx^ 


(Ü'O 
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(BnWdi  giebt  iai  ftdjitt  )ufammense^5renbe  SBert^en* 
paar,  iai  g=3'unt  h=4,  folgende  Diet  SSelHrnmungen : 

dU3» 


(7'9 


ii4  j  /dX3,4  ^  dXi,s  dXi,4  \ 

7"  ""  '^  \  dxi  d3?4  dxa  / ' 

dUs>4  .   /dX8,4         dX2,s  ^__^  dX2,4\ 

dxa     ""  *  \  dxt  dx4  dxa  /' 

dÜ8>4  dXsts 

dx.i  dx4    * 

dU3,4    dX3,4  dX4,4 

dx4    "^    dx4  dx« 

Sebeö  tiefet  fecfe^  ©pjleme  üott  je  öler  ®Ieicl)Utt9en  bietet,  ttacft 
9lt*281  bemäntelt,  ein  0t)jlem  Don  fec^d  ®teicl)un9en  bar;  aöeju» 
fammen  tverben  betttnad^  auf  36  ©leid^ungen  bittfii^ren,  toetd^e  bie 
Sebingungägleidbungen  ber 'Sntegrabilität  ber,  öorflelegten  ä)ifferen» 
jialfunttion  (1")  abgeben.  93ott  biefen  36  ®Ieicl)un8en  ftnb  blof 
fect)ö  einjig  ober  o^ne  atte  QQBieber^oIung  erhalten  werben,  jwölf 
berfelben  einer  9lrt  f ommen  boppelt  unb  brei  einer  anbren  9lrt  gleid)» 
faff«  boppelt  oor,  enblid)  fleßt  ftd)  pon  brei  julefet  genannten  ©lei^ 
d)ungen  eine  alö  golge  ber  beiben  anbern  ^erauö;  fo  baft  in  ®e* 
fammt^eit  b(o$  }toan}ig  wefentßc^  Perfct)iebene  Sebingungdgleid^ungen 
ftdö  ergeben*  Seoor  wir  jebodö  jur  ÜWittfceilung  biefer  wefentlicfe 
perfc^iebenen  Sebingungögleid^ungen  übergeben,  tbeilen  wir  juerfl 
in  Äärje  baö  95erfa()ren  mit,  bie  Sntegralfunction  Pon  (10/  wefd^e, 
wenn  biefelbe  näfttlici^  epiftirt,  nur  eine  lineare  S^ifferenjialfunction 
fein  lann,  berjufletten. 

3uerfl  wirb  man  burc^  3luf(leÖttng  Pon  linearen  S)ifferenjiat 
functionen  a'ftnlic^  benen  in  (8')  porange^enber  9lr.,  bie  beim  Ein- 
treffen ber  eben  erwähnten  Sebingungögleicl)ungen  fcfmmtlic^  integrabel 
fein  werben,  mittelfl  Sntegration  berfelben  bie  ©röfen: 

burcö  befannte  gimctionen  Pon  Xi,  xg»  »3»  ^%  awöbröcfen,  woiebe 
biefer  Functionen  eine  wiGlf tiftrlic^e  Sonflante  einfahren  wirb,  «l^ierauf 
wirb  man  aud  ben  allgemeinen  Gleichungen  in  9lr.  860  bie  foI> 
genbeti  }ie^en: 
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dXi      Y  dXi     _-  dXi     _-  dXt 

dir=^"*'      s;-^"»'      dir=^"»'    •  s^ 


dXt         «.  TT  dXt  «.  dXt'       TT  ^^«        TT  I 

dxi  dx,  dj^8  dx4    .  \^^^^^^ 

dXs  «.  TT  dXs  «►  It  ^^*  V  ^^»        TT  I 

0X4        Y  TT  dX4        — .  TT  dX4 Y  TT  dX4       «. 

7— =:Ai,4-Ui,4,  53"="*^*»*"'^«»'^»  j3"  =  A8i4-U8,4»  J— =-A.4,4, 

in  betten  nunmehr  Me  ^udbrflcte  }ut  Siechten  befannte  Functionen 
Don  Xi9  xgy  X3,  X4  unb  bet  fect}6  eingefä^tten  n^itfftibtHd^en  Son« 
flanten  fein  werben/  wtldit,  in  bie  linearett  S^ifferenjialfunctionen: 

dXi    ,  dXt    .  dXt    -  dXi    .        ^ 

-3 —  dxi  -f-  -j —  dx«  -*-    -T— ^  dxa  -t-  -3—  dx*  , 
dxi  dxf  dxs  dx4 


dXt    ,      ^  dXt     ,        ^    dXa     .  dXt    , 

_   d,.    H-    _   dx.   H-     _    dx.   -H  -^   dx*. 

dXs    ,  dXs    .  dXs    ,  dXs    . 

-T —  dxi  -*-  --3 —  dx«  -♦-  -= —  dxs  -I-  -3 —  dx4  , 

dxi  dxt  dxs  dx4 


(9") 


dX4 


dX4    -  dX4    ,  dX4    . 

-r-i-  dxi  +  -r-i  dx,  -f-  -T-^  dx«  -*■  -I — 
dxi  dx«  dxs  dx4 


dx4, 


gefeftt,  jebe  berfelben  aW  ooQftänbige  ober  integrable  S)ifferenjial» 
function  ^erauöfleßen;  werben  and)  biefe  Sntegrotionen,  beren  jebe 
gleichfalls  noc^  eine  will[ftil)rßd}e  don^antt  einführen  wirb/  ooKjo« 
gen:  fo  erbält  man  nac^  ber  Orbnung  bie  ®röflen: 

Xl    ,        X«   ,     '    X«   9         X4  y    9 

otö  befannte  Sttnctionen  ber  SBariabeln  xi,  X2,  xs,  X4  fantmt  10 
wiSffü^rlid^en  (S^onjlanten  befHmntt/  wetd^e  in  bie  lineare  S^ifferen« 
atalfunction: 

Xidxi  -♦-  X,dx«  -«-  Xadx«  -*-  X4dx4  (10") 

gefegt/  biefe  atö  bie  unmittelbar  t)Dr^erge&enbe  Sntegralfunction  ber 
tjorgefegten  JBifferenjialfunction  (1")  ^erauSflelKen. 

S)ie  t)orf)in  erwähnten  S5ebingungdg(ei(^ungen  ^aben  nnr,  wie 
folgt/  gefunben. 

O^ne  QBieberbolung  /  b.  ^.  jebe  nur  einmal ,  ftnb  bie  fetftd  fot 
genben  erhalten  werben: 
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dxt» 
d«Xi,i 

dx,3 

dX4» 
d^X2,2 

dx,2 

dX42 

dgXs,a 

dx42 


d^Xi 


dxidxg 

dgXi,4 

dxidx« 

dgXt.4 
dxidx4 

d^Xg,» 
dxtdxs 

dgX„4 
dxsdx4 

dgX.,4 

dX8dX4 


^    d^X, 


dxi2 

d«X„« 


=  0, 


s=0 


dxi> 

d*X4,4 

daX».» 

dx«> 

d'X4.« 
dx^ 

d»X4.4 

dxj« 


(H") 


=  0 


=  0, 


=  0; 


toon  ten  jwMf  folgenten  ^oben  wir  jrte  awcitwol  gefunden: 


d»Xi.t    ^ 


d2X 


ti« 


_    d'X,,,  _       d»Xi,i 


dxidxs 

dxidxg 

dxi« 

*■*" 

-  dx,dx,  • 

d^Xi.« 
dxidx4 

rl- 

4«Xi„ 
dxidxt 

— 

d%,4 

dxi« 

=: 

2  **'^- 

dx,dX4  ' 

d2X„, 
dxidx4 

-1- 

d2X„4 

dxidxs 

— 

d2Xa,4 
dxi« 

= 

2   «»»X«.' 

^dx,dX4   ♦ 

d^Xi.« 

d2X.,s 

d^Xi,. 

2  d»X.., 

^   dXidx,    ' 

dxjdxs 

dxidxs 

dxt» 

d«Xt., 

d2X,,4 

d«Xi,4 

2   ^'^'* 
'  dXidX4  ' 

dx2dx4 

-1- 

dxidxs 

dxfS 

■"" 

d2X,,s 

dxjdx4 

•+• 

d2X,.4 

dxfdxa 

- 

d2Xa,4 

dx,2 

= 

2  ^'^"' 
dx.dX4  • 

d«Xi,3 

dxtdxs 

-f- 

d^X,,, 
dXidxs 

— 

d«Xi,a 
dxa» 

= 

,  d»X.,. 

*  dXidx,   ' 

d^XijS 
dx3dx4 

-1- 

d2Xa,4 
dxidxs 

— 

d2Xi,4 
dxa» 

= 

2  '"^••• 
*  dxidX4  ' 

d2X..a 
dx8dx4 

-•- 

4^X3,4 

dxadxa 

— 

d2Xa,4 
dxa» 

= 

2   '*'^'* 
^  dxjdX4  • 

d2Xi.4 
dX8dX4 

-f- 

d%,4 
dxidx4 

— 

d^Xt.a 

dX4S 

= 

2  «PX4.» 
^  dxidx.  • 

d2Xt,4 

d2X„4 

d2Xi,a 

2  •»'X4,4 

*  dx,ax.  • 

dxadx4 

dxidx4 

dX42 

■"" 

d»Xt,4 

-#- 

d«X„4 

d^Xa,, 

-  - 

2   f  ^*'»  : 

(12") 


(13") 


(14") 


(ii") 


dxadx4  dxtdx4 


dX42 


dxfdxa 


enbtid)  hahtn  wir  auc^  bie  (rei  folgenden  jebe  tweimal  erhalten: 
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d^Xi,,  d«Xi,4  ^X»,5 


-    f^*'*  =  0 


dx2dx4  dxtdxs           dxidx«  dxidxs 

dgXi,t  _    dgXi,4  _    d^X»,a    ^  dgX8,4 

dx3dX4  dxtdxa           dxidx4  dxidxt 

d2Xi,,  d2X„3                 d«Xl.4    •   .  d2X3,4    _ 


(i6") 


=  0  ,  (17'0 

___      ^  (18") 

dx3dx4  dxsdx4  dxidxa    '^    dxidxj 

93on  ben  jute^t  angegebenen  btei  SJebingungdgleic^ungen  erfennt 
man  aber  fttjv  balb,  baf  jebe  berfelben  eine  ^olqit  ber  beiben  anbern 
ifl;  babet^  i^at  man  a\x6),  wie  wit  oben  auögefagt  boben,  blo^ 
)wan}ig  wefentK^  Derfc^iebene  Sebingungdgleidbungen /  Don  beten 
JXealiftrwna  baö  Sßorbanbenfein  einer  unmittelbar  Dorbergebenben 
Sntegralfunction  )ur  t)Drge(egten  S)ifferen}taIfunction  abbä'ngt. 

367.  S)af  beim  ©tditbaben  ber  in  üorangebenber  9lr.  unter« 
einanber  wefentlid)  oerfd^ieben  erfWrten  jwanjig  Sebingungöglei^un« 
gen  bie  Sntegration  ber  S)ijferenjialfunctlon  (1")  bafelbfl  öottftänbig 
bur^gefflbtt  werben  fann,  teuffttet  obneroeiterd  aud  ber  S)ebuction 
biefer  Sebingung^gleicbungen  ein;  baf  aber  biefetben  aud^  in  ber 
Sbat  untereinanber  wefentlic^  Derfdbieben  ftnb;  in  ber  SOSeife^  baf 
bie  5(njabl  iwanjig  berfelben,  bie  abfolut  tteinfle,  unb  baf  folglich 
feine  berfelben  eine  golge  ber  täbrigen  fei:  biefeö  biirfte  nicfet  fo 
leidbt  fallen/  barjutbun.  "Sladi  einer  )u  biefem  3we(te  mit  ben 
®Ieidbungen  (11")  bid  (18")  tjorangebenber  9lr.  forgfältig  ange* 
ftefften  Prüfung  ifl:  unö  blof  golgenbed  benfelben  abjufeben  unb  ju 
begrünben  gelungen. 

S5ie  9luöbräde  jur  Sinlen  ber  ©leicbbeitäjeicben  in 
ben  ©leidbungen  (16"),  (17")  unb  (18")  jleben,  unter  ber 
3(nnabnte  iti  S5e{lanbbabend  be'r  jwblf  SBebingungä^ 
gleid^ungen  (12")  bx6  (15"),  in  feinerlei  9lbfeöingigfeit 
Don  ben  Dier  in  9lebe  flebenben  93ariabeln  xi,  X2,  X3 
unb  X4,  unb  ftnb  fonac^  conftante  ®röfen. 

S^ifferenjirt  man,  jur  Segrünbüng  biefer  »ebauptung,  bie  er(le 
ber  ®leld)ungen  (12")  partieß  nadb  ^^  unb  bie  jweite  berfelben 
elftem«  nac^  X3;  fo  bietet  beren  Unterf(l)ieb  bie  ®lei*ung: 

dU 

dxi 

bar,  wo  ber  jtflrje  wegen  Ü  ben  9ludbru(f  jur  ßinfen  in  ®lei(feung 
(16")  Dorflettt,  b.  b.  wenn  man  fblgenbe  ©leid^ung  feflfbettt: 
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d2Xi,9      ^     dgXi,4     _      d^X^a      ^      d2X2,4 

dx3dx4  dxfdxa  dxidx4  dxidxs 


SB^i^an^elt  mott  in  Derfelben  QQßeife  bic  betben  erftctn  bet  ©leicfeutt' 
gett  (13");  fo  er^filt  mon: 

dX4 

S^iffetettjitt  ^man  ferner  Me  jweite  unter  ben  ©lei^uncjen  (U")  par^ 
rteU  nad)  xg,  bann  bie  britte  beöfelben  ©^jlemö  nad)  xi;  fo  bietet 
beren  Unterfd^ieb  folgenbe  ®(eicl)un8  bar: 

dxs 

92?enn  enbli*  in  berfelben  SQBeife  bie  jmeite  unb  britte  ber  ©leidjungen 
(15")  bebanbelt  wirb ;  fo  ergiebt  |tc^  aucb : 

dX4 

%yxi  biefen  t)ier  ©letcftungen,  bie  bie  partieöen  2)ifferenjiaIquotienten 
Don  ü  nad^  ben  SJariabeln  xi,  X2,  x^,  X4  M  SluCfwertfee  beraub* 
fleKen,  ftnb  wir  jur  gofgerung,  U  fei  eine  öon  biefen  Dier  93aria« 
betn  unabhängige  ©riJ^e,  berechtiget;  woburdö,  unb  vermöge  ber 
Sebeutung  öon  U,  ber  Sbeil  unferer  obigen  3luöfage  gerec^tfertiget 
erfc^einty  ber  auf  bie  ©(eic^ung  (16")  Sejug  f)at  aWit  3ujie^ung 
.  eined  S^eileö  berfelben  ©leicfeungen  (12")  unb  (15")  beweist  man 
auc^,  unb  jwar  in  ganj  ä'bnlid&er  92Jeife,  bie  ERidjtigleit  unferer  obi* 
gen  5luöfage,  betreffenb  bie  ©leid^ung  (17");  unt)  mit  einer  anbern 
9Jbt^eiIung  berfelben  ®tcid)ungen  wirb  folcfeeö  in  Sejug  auf  bie 
©leic^ung  (18")  bargetf)an. 

3n  (folge  ber  jwölf  Sebingungögleic^ungen  (12")  biä  (15") 
finb  wir  fonad^  jur  SlufjleHung  folgenber  brei  ©leid^ungen  berechtiget : 

=  A, 
=  B, 

=  c, 
wo  A,  B,  C  (onflante  ®c&([en  jtnt^  %ie  folgen^ev  ©(eic^ung  genasen: 


d2Xi,a          d«Xi.4 

d«X,„      ^      d«X„4 

dxtdx«         dxjdxj 

dxidx4         dxtdxs 

d«X,„          d«X„4 
dxadx«        dxtdxs 

d2X,,,      1      d2X,.4 

dxidx4    '    dxidx2 

d»X,,,      .  d«Xi,8 
dxftdx«        dx«dx4 

d2X,,4    _^     d«X„4 

dxidx«        dxidxi 
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SBären  mv  fibttbief  no(^,  unb  )wat  nur  mit  3u)te(^ttng  bec  18 
9)eUngitttg^Iet(^ungen  (11^0  Md  (15^0/  barjut^un  in  ber  Sage,  ed 
fteOen  Uefe  brei  Sonflanten  A,  B,  C  yivüwtvtt^  t>ot;  bann  wären 
bie  brei  »ebingungdgleicfettngen  (I6'0/  (17'0  «nb  (18'0  nur  gofc 
gerungen  ber  18  juerfl  erwähnten/  bafter  wäre  aUbonn  auc^  bie 
9(n}ab(  ber  unteretnanber  wefenttic^  t)erfct}iebenen  Sebingungdglei^ 
(jungen/  <iatt  j^anjig/  nur  ad)t}e^n.  S)a  wir  aber  folc^ed  nid^t 
uemi&gen ;  fo  feben  wir  und,  Dor  ber  ^anb  wenigflenä,  barauf  an> 
gewiefeu/  bei  ber  3abl  itoanii^,  ali  ber  aninimumjabl  biefer 
Sebingungdgleic^ungen  ber  Sntegrabilität/  2^  t)erbarren« 

368.  S)ie  in  ben  üorangefd^icften  üier  9lm./  aud  ben  aUge» 
meinen  (SrgebnifTen  gefolgerten  brei  ^äOe  bieten  genfigenbe  nnb 
jebe  nur  wunfd^bare  S5e(e^rung  über  ben  rid)tigen  @ebrau(^  berfelben 
bei  anbem  9>erfugungen  über  bie  allgemeine  3ahl  n  bar.  ^ir 
fc^Iiefen  baber  biefen  @egenfianb  mit  Seifftgung  ber  Semerfung, 
baf  man  nic^t  einmal  gebunben  fei,  jebedmal  bie  S5ebingungdg(ei» 
<!&ungen  juerü  abjuleiteu/  um  fo{d)e}u  Deriffciren;  fonbern  unmittelbar 
auä  ben  in  9lr.  362  aufgeileQten  allgemeinen  ©(eid^ungen  lä^t  ftd^ 
fc^on  hierüber  geniigenber  ^tuffc^Iuf  tieben,  wie  wir  fo(c^eä  an 
fblgenbem  befonbem  gaöe  jeigen  werben. 

(^i  fei  alfo  bie  folgenbe  S^ifferenjiatfunction  {weiten  ®rabeä  mit 
ben  bier  93ariabe(n  xi,  xs,  xs,  X4  jur  Unterfuc^ung  in  Sejiebung 
auf  Sntegrabilität  Dorgelegt: 

3  XiXfX^^dxft^  -t-  2  X2X4dxidxt  •+•  x^^dxidxs  -f-  (Xff  -♦-  x^x^^)  dxidx^ 
•+•  2  X8X4  dx2  dxs  -•-  (xs*  -*•  X1X43)  dxt  dx*  -*-  2 XiX4dxsdx4 ; 

ba  bier  n=4  ift,  fo  baben  wir  biefen  vorgelegten  befonbem  gaß 
mit  bem  allgemeinen  in  9lr.  358  unter  berfelben  93erfugung  über 
n  ju  bergleic^en.    Sei  ^nfieUung  biefer  aSergleic^ung  ergiebt  (tc^: 

Xi,i  =  0  ,     Xt,2  =  O  ,     Xsjs  =  0  ,     X4,4  =  3  XiXsX^'  , 

Xi,t  =  2  Xf  X4  ,      Xi,8  =  X4«  ,  Xt,4  =  X,2  -1-   XtX4^  , 

Xt,8  =  2  X1X4  ,    Xt,4  =  xs«  -•-  xi  X43  , 

Xt,4  =  2X1X4; 

baber  ge^en  bie  allgemeinen  Gleichungen  (M)  bü  (Q)  9lr.  362, 
ober  bie  auä  biefen  für  bie  Stnnabme  d=4  in  9lr.  366  gefolgerten, 
in  folgenbe  über: 
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dxi     -"'     Ax,     -'"'*•     dx,     -"'    TiT"        *• 
düi„   _  .       dUi.,         „  dU,„  _  „      du..,         . 

~d^  -  "  '    "dF.    =  ^  '        "dir  ~  "  '    "dir  ~     ' 

dÜ2,»     _    ^  dü„8     _    ^  dU2,8     _  ^^       dU2,8 

dÜ2,4  _rt      ^^«'*   -n  ^U«'*   -9*    ^U«»*        n 

"dir~^'  "dir-  '    "dir-^''*'^dir""  • 

dU8»4  o^       dU8,4    _   ^  dU8,4    rt         ^3,^    _   n  , 

dxi  dxt  dxa  0x4 

$at  man  einmal  Mefe' @(eici)mtgen  ittvomm,  wttdit,  wennjur 
Sntegration  einer  Dorgriegten  ä)iffetenjiaIfunctiott  gefd^titten  werten 
foQ/  jebeämal  ^erjufieKen  ftnb;  bann  fcidt  ti  and)  nict)t  fc^mer  un» 
mittelbar  aui  benfelben  a6}une()men/  b.  ().  obne  3u)ie^ung  ber  aUge:« 
meinen  ScMngungögleidöungen  ber  SntegraWIität,  ob  je  Dier  ju« 
fammengefeörenbe  bcrfclben,  Me  wir  ^ier  auf  einer  3eile  jufammengeftefft 
^aben,  andi  jugleifl)  befielen  fönnen»  2)ie  erjle  eineö  folcfeen  ©tjitemd 
jufammengcbörenber  ®leid)ungen  bat/  nad)  xg  partiett  Mfferenjirt; 
baöfelbe  barjubieten,  aö  bie  jweite  beäfelben  ©pftemö  nad&  xi  par* 
tiett  bifferenjirt;  eben  fo  foß  bie  erfle  nad^  xj  ber  brittcn  nacfe  x^ 
partiett  bijfercnjirt  gleid^  werben  u.  f.  w.  2)a  nun  im  üorgelegten 
gatte  atte  biefe  Oleidö^eiten  fe^r  balb,  aU  befte()enb  erfannt  werben ; 
fo  get)en  wir  o^ne  weiter^  jur  SejKmmung  Don  Ui,2,  Ui,3,  Ui,4,  ..•  über, 
welcl)e,  na^  9lr.  284  vorgenommen,  folgenbermafen  erhalten  wor- 
ben  ftnb: 

üi,«  :^  a  -*-  2  Xf  X4  ,     Ui,8  =  b  ,  üi,4  =  c  -«-  xt«  , 

üf,s  =  e  -I-  2  X8X4  ,    üt,4  =  f  -♦•  X8«  , 

üa^  =  g  -t-  2  X1X4 , 

WO  a,  b,  c,  e,  f,  g  bie  ft<bi  witttö{)rHclöen  Conjlanten  ber  gleid^en 
Slnja^I  Don  Sntegrationen  ftnb. 

SBerben  biefe  Crgebnifie  in  bie  ©leid^ungen  (8")  9lr.  866  gefefet, 
bann  biefe  in  bie  S)ifferenaialfunctionen  (9'0  berfelben  9lr*,  woburt^ 
foU^e  in  folgenbe  übergeben: 
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(a  -f-  2  xjX4)dxt  -•-  bdxft  h-  (C-*-  Xt^)dx4  , 

-—  adxi  -4-  (e  -t-  2  X3X4)  dx3  +  (f  -i-  X32)dx4  , 

(X42  —  b)dxi  —  edxt  -♦-  (g  -»-  2  Xi X4) dx4  , 

(x,X43  -  c)  dxi  -t-  (X1X43  —  f)dx«  —  gdxa  -4-  3  xix,X42dx4  i 

fo  jie^t  man,  ia  je^e  Mefer  S)iffeten}ialfunctiotten  ben  Setüngunaen 
ber  SntegrabUiWt  entfpvi^t,  burdö  Sntegrotion  einer  jeben,  nad) 
ber  Orbnung  i^rer  golge,  bie  Seflimmungen  üon  Xi,  X2,  X3,  X4, 
weld^e  wir  Wer  folgen  lafien : 

Xi  =  h  •+•  a  xt  -•-  b X3  -»-  c iC4  -l-Xt^X4  , 

'  X2  =  k  —  axt  -t-  exs  -I-  f X4  -*-  xj^xi^ , 
X3  =  1  —  bxi  —  ext  -♦-  gX4  -f-  x^2xi  , 

X4   =   m— CXi— fXt— gX3-4-XiXtX43  , 

WO  h,  k,  1,  in  bie  üier  witttü^rlid^en  (Sonflanten  biefer  Dier  Snte^ 
grationen  ftnb, 

@el^t  man  enblid)  biefe  ©rgebnifle  in  bie  lineare  SE)ifferenjid' 
function: 

Xidxi -f- Xjdxj -»- X3dx3 -«- X4dx4  , 

fo  fleöt  fol^e  bie  unmittelbar  Dorange^enbe  Sfttegralfunction  ber 
vorgelegten  S)ifferenjiaIfunction  jweiten  ©rabeä  Dor. 

®anj  in  a'^nlic^er  QBeife  ift  ju  verfahren,  wenn  eine  ^ijferen» 
jialfunction  jweiten  ©rabeö  mit  fünf,  fecl)ö  ober  nod^  mel)r  SJariabeln 
jur  Unterfud&ung  in  Sejug  auf  Sntegrabilitd't  t^orliegt  3luö  ben 
allgemeinen  ©teid^ungen  in  9lr.  362  werben  bann  bie  ber  3lnnaf)me 
n=5,  n=:6,  n=7  u*  f.  f.  entfpred)enben  ©leic^ungen  gebilbet,  unb 
mit  Ue6erget)ung  ber  5lufflellung  ber  Sebingungögleid)ungen  un* 
terfucl)t  man  tebiglid)  biefe,  unmittelbar  aud  ber  eben  citirten  9tr. 
gewonnenen  ®rgebni(Te,  wie  wir  folcl)eö  im  t)orauögefd)i(ften  be* 
jbnbern  gall  gett)an:  je  nac^bem  biefe  ©leicl)ungen,  aU  jugleid) 
bejlefeenb  erfannt  werben  ober  nid)t,  fc^reitet  man  aud)  jur  Snte* 
gration  ober  erfiä'rt  fol^e  für  unausführbar;  lefetereä  jebod)  nur 
infofern,  aU  unter  ben  93ariabetn  {einerlei  gegenfeitige  9(b^cingigfeit 
eingeführt  wirb. 
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i  IV, 

iWe&rgliebrige  2)iffetenjiaIfUttctton  mehrerer  ajaria* 
bei»  itiwtltn  Qtaiti  nni  beliebiger  Otbnung- 

369.  ^xt  Unterfud^ungen  ber  brci  oorauögefcl)icften  ^atagta» 
p^en  erflrerfen  (td)  blo^  übet  ^Jifferenjialfunctionen ,  bie  bie  Skiffe* 
rettiialien  ber  ajatiabeht,  ni^t  aber  über  fold^e,  bie  aud)  ^ö^ete 
.  S^iffetettjialien,  na'mlid),  2)ifferenaialien  Don  I)ifferettjialtett  umfaflett. 
S)a  wir  im  Dorliegenben  Barographen  S^ifferetijialfunctionen  biefer 
5(rt  in  ben  Ärei^  unferer  Betrachtungen  jie^en  werben,  fo  ftaben 
wir  biefelben  weniger  nadb  ber  a3erfct)iebenbeit  ber  ®rabe  ber  JBif» 
ferenjialien ,  wie  folc^ed  bid  i^%t  gefcl)eJ)en,  ate  Pielmebr  nocft  ber 
a3erfd)ieben^eit  ber  ^öfee  ber  2)ifferenjialien  öon  S^ifferenjialien, 
woburd^  bie  Orbnung  berftlben  bebingt  wirb,  abjutbeilen  unb 
burd)  gemcife  Benennungen  ju  unterfd)ciben.  ©ne  2)ifferenjialfunc* 
tion  wirb  fonad)  ber  erften  Orbnung  fein  unb  auc^  fo  benennt 
werben,  wenn  biefelben  feine  ^ö^ern,  aW  erfte  2) if ferenjialien 
ber  Derfc^iebenen  ajariabefn  umfaßt;  biefetbe  wirb  ferner  jur  "^totu 
ten.  Orbnung  gejault  unb  aud)  fo  benennt  werben,  faßd  fotd^e 
feine  feö^ern,  ate  jweite  SBifferenjialien  ber  ajariabeln  entbält. 
5(ögemein  wirb  eine  S)ifferenjiaIfunction  jur  nten  Orbnung  ge« 
jä^If  unb  mä)  fo  benennt  werben,  wenn  biefelbe  feine  böseren  benn 
nte  2)ifferenjialien  ^ber  ajariabeln  bar  bietet 

9QBaö  nun  bie  grage  Aber  Sntegrabilitä't  einer  SBifferenjialfunction 
jweiter  ober  ^oberer  Orbnung  betrifft,  wirb,  wie  in  ben  Doraud* 
gefd)icften.  ^aragrapben,  blo^  bie  unmittelbar  Dorauögebenbe  3nte« 
gralfunction  berfelben,  burd)  beren  2)ifferenjiation  erjlere  erjeugt 
werben  fonnie ,  ©egcnjlanb^  unferer  Setrad)tungen  fein.  S^abel 
werben  wir  -aber,  gleid)fati(ö  wie  in  bem  aSorauögefdbidten,  ni^t 
unterlagen  bie  QQBege  anjugeben,  biefe  unmittelbar  Dorbergebenbe 
^  Sntegralfunction  felbft,  wenn  folc^e  na'mtidb  ju  ben  aJlöglid)feiten 
gebbrt,  t)erju(leffen;  weldbeö,  wie  ber  Verfolg  lebren  wirb,  jebedmal 
auf  bie  Sntegration  einer  integrabeln  linearen  ä)iflferenjialfunction 
mehrerer  Sariabetn  ^inauöWuft. 

9)lit  Ser(fcfftd)tigung  ber  ©rgebniffe  in  ben  9lrn.  252  unb  253 
ber  ä)ifferenjialreciÖnun9  unb  mit  Sujie^ung  bed  Umftanbed,  la^ 
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eine  S)iflferenjiaIfunctiDn  nur  bann  eine  anaI^Hfd)e  2)eutun9  gejlattet, 
wenn  Mefelbe  eine  unenWid^  fleinwetbenbe  ©rbfe  teptöfentirt;  mit 
93ertitfftd)ti9un3  biefet  beiben  aUomente  ge^t  eine  S)ifferen}iaIfunction 
mehrerer  93ari(ibeln  itgenb  welchen  @rabed  unb  jebmebet  Orbnung; 
wenn  fä'mnttßd^e  93aviabeln  berfelben  burd)  Functionen  einet  einjigen 
SSatiabeln  t  erfeftt  werben^  bereu  2)ifferenjiale  dt  aber  conflant  ge« 
bacl)t  bleibt,  in  einen  Sl^ifferenjialaudbrutf  folgenber  gorm  über: 

qf(t)dt»«,  (a) 

WD  g)(t)  irgenb  eine  gunction  Don  t,  unb  k  it8en^  eine  pofttiDe-- 
3a^l  DorfleQt  Slßerbing^  wäre  eö  mit  ber  (£i9entl)ömlicl)leit  einer 
S)iffereniiaIfunction,  immer  eine  unenblid)  Keinwerbenbe  ©röpe  ju 
repräfentiren,  nod)  vereinbar,  ober  in  {einerlei  9QBiberfprul^  mit 
biefer  ©gentöömücfeteit  wd're  ed,  ben  Soefficienten  öon  di»^  in  bem 
fo  eben  aufgejlefften  (Jrgebniffe  (a)  folgenbermafen  anjuneömen: 

g  (t)  -I-  T  dt« , 

wo  q>(t)  bie  öorige  SBebeutung  M/  «  eine  pojttiDe  SoM.ift  «nb  T 
eine  öon  t  unb  dt  abWngige  Oröfe  Dorflettt,  bie,  wenn  t  ben  Sfea* 
ratter  einer  allgemeinen  ®r5^e  beibehält,  nid^t  xni  Unenbßd^e 
junimmt  SJebenft  man  aber,  baf  wegen  U6  unenbßc^n  ^bne^« 
mend  Don  dt  biefer  festere  ?luöbru(f  auf  gp(t)  (td^  rebucirt;  fo 
(lefft  ftd)  bie  obige  Sluöfage,  bejüglicfe  ben  ?luöbru(f  in  (a),  pon  ber 
eben  gemachten  (Entgegnung  befreiet  unb  foIgHd),  (Ad  in  ber  9latur 
einer  S^ifferenjialfunction  begvünbet  bar.  —  S)ie  pofitiPe  3a^I  k 
in  (a)  nun,  bie  Pon  bem  ©rabe  unb  ber'  Orbnung  ber  porgelegt 
gebadeten  S^ifferenjialfunction  jebedma(  bebingt  wirb,  werben  wir 
Äfaffenjabt  berfelben  nennen,  S)iefer  fnöpfen  wir  nocft  bie  foI= 
genben  einleitenben  Semerfungen  an. 

93ergegenwcfrtiget  man  ftcfe  bie  Operation  beö  ®ifferenjiren6,  fo 
fann  eine  jur  ÄlaffenjaM  k  ge^örenbe  2)ifferenjiaIfunction  unmittel* 
bareö  (Ergebnis  ber  I^ifferenjiation  nur  pon  einer  jur  (k  — l)ten 
Älaffe  gebörenben  S)ifferenjiaIfunction  fein.  S)iefe^  jugegeben,  faffen 
wir  ber  ©nfad^öeit  wegen  in  ber  porgelegt  gebadeten,  jur  Ätaffen« 
ja^I  k  gebörenben  2)ifferenjialfuriction  nur  eine  ber  SJariabeta,  etwa 
X,  ind  ^uge  unb  nehmen  an,  ba$  folc^e  no^  bad  mte  £)ifferen« 
jiale  biefer  93ariabte  ent^t,  ober,  baf  befagte  S^ifferenjialfunction 
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in  Seaug  auf  Wefe  93ariable  x  jur  mten  Drbnung  fle^btt;  fo 
wirb,  beac^tenb  beit  Utfptung  öon  k,  entwebet  m  =  k  ober 
m  <  k  fein. 

3m  etftern  gatte,  bei  bet  9lnna^me  m  =  k,  wirb  bie  unmittet 
bat  Dotauöge^enbe  Sntegtalfunction  bet  öotgelegt  qtiaijtzn  $)ijfe* 
tenaialfunction,  fa(B  folcfee  nö'mlic^  ju  ben  SWöglidöfeiten  ge^ött, 
in  Sejug  auf  biefelbe  93attaMe  x,  ba  fold&e  jut  (k— l)ten  Ätaffe 
gelten  muft,  auc^  jut  (m  — l)tett  Otbnung  geböten* 

3m  lel^etn  gatte,  untet  bet  Slnnaftme  m<k  hingegen,  famt 
übet  bie  DtbnungöjaW  in  bet  unmittelbat  ootangebötenben  Snte» 
gtalfunction,  nad)  betfelben  QSatiabeln  x,  in  geboppettet  2Beife  feft» 
geftettt  wetben*  ®tflen6  ifl  bie  Slnna^me  gegen  wattig  gebenfbat, 
baf,  ttolj  bet  93ettingetung  bet  ÄfaflenjaW  um  eine  (£int)eit,  gleidb^» 
woW  bie  OtbnungijjaW  unDetänbett,  b-  ^-  gleich  m  oetbfeibt;  fo  bau 
bie  Dotgelegte  £)i{feten)iaIfunction/  wie  beten  unmittelbat  Dotange^ 
feenbeö  Sntegtale  Ixii  mte  SJ)iffetenjiaIe  oon  x  jugfeid)  entsaften,  bau 
folä)t6  abet  not^wenbig  aB  conftante  obet  afö  eine  t)on  x  inbepenbente 
@tö|te  aufttitt  S)iefe  5(nna^me  fcl)liefen  wit  nun  öon  ben  Settad^* 
tungen  Ud  Dotliegenben  ^atagtapf)en  ani.  £)ie  jweite  ^nna^me  abet^ 
mit  bet  wit  \xn6  auöfc^ße^licfe  im  öotliegenben  ^atagtapfeen  be» 
faflen  wetben,  ifl  jene,  wo  in  bem  unmittelbat  tyotauögeftenbett  3n* 
tegtale  nic^t  attein  bie  ÄlajfenjaW  k/  fonbetn  aud)  bie  OtbnupgS* 
ja^I  m  um  eine  (Sin^eit  getinget  atö  in  bet  Dotgelegten  £)i{feten)ial^ 
fimction  feftgefteüt  witb.  $)iefe  ^Innabme,  bie  nid)t  attein  übet  bie 
eine  93atiable  x,  fonbetn  übet  fcimmtlic^e  in  bet  ootgelegten  SBi^ 
fetenjialfunction  entbaltenen  33atiabefn  ftc^  etfltecfen  fott,  unb  bie 
in  Pöttiget  Uebeteinflimmung  mit  bem  oben  „im  etjlen  5<^tte",  bei 
m  =  k,  gewonnenen  (5tgej)nt(fe  fte^t,  fegen  wit  unfetn  folgenben 
Untetfud}ungen  )u  @tunbe/  bie  wit  nad^  bem  pon  Sonbotcet  an« 
gebahnten  SSJege  leiten  wetben. 

370.  QQBit  beginnen  bie  Untetfucl)urigett  öbet  3ntegtaMIitÄt 
einet  S)iffetenjiaIfunctiop  bet  mten  Otbnung  mit  bem  einfa(^ften 
gatte,  wenn  biefelbe  nut  eine  Variable,  ttwa  x,  entölt;  wobei 
und,  gleici&wie  im'  95etfolge  biefeö  ^atagtapften,  wo  wit  folc^e  S^if:» 
fetenjialfunctionen  mit  jweien  unb  mefttetn  Satiabeln  in  Settad^t 
liefen  wetben,  nac^  bem  5luögangd  bet  potange^enben  9lt.  gettojfenen 
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Uebereinfommen,  oon  bet  95efd)affenJ)eit  ber  Älaffenjabl  k,  ob  nämlicft 
btefelbe  gleich  ober  gtSfet  ate  m  ifl,  abjufeben  fleftattet  ift. 

2Benn  V  irgenb  eine  SBiffetenjtalfunction  ber  mtett  Otbnuitfl 
einet  QSatiabeln  x  üorflelKt;  fo  enthält  foIc()e  notf)menbig  ba6  mte 
S^iffetenaiale  Don  x  unb  a%emein  fann  angenommen  werben/  bafi 
biefelbe  atö  Function  Don: 

X  ,     dx  ,     d2x  ,     d^x  ,    .  .  .  .  d"x     • 

auftreten  wirb.  S>ie  unmittelbar  Dorauöge^enbe  Sntegralfitnctio» 
ju  V  /  fand  nämlich  folc^e.  )u  ben  9nö3lid}feiten  gebort/  Wirt  nad) 
bem  'Uebereinlommen  in  öorangeftenber  9lr.  eine  S)ifferenjiaIfunction 
ber  (m  —  l)ten  Drbnung  fein;  ba^er  wirb  folc^e  not^wenbig  bad 
(m  — l)te  S)ifferen}ia(e  Don  x  enthalten  unb  aögemein,  ate  gunc* 
tion  Don: 

X  ,     dx  ,     d«x ,     d^x  ,  .  .  .  .  d"-«x  , 

anjuneftmen  fein,  SOSirb  nun  letztere  burcfe  V  reprä'fentirt,  unb 
werben  jur  93ereinfä(^ung  ber  SBarfleÖung  folgenbe  ®leicJ)ungen 
feftgefteat: 

Xi  =  dx  ,     xj  =  d^x  ,     xa  =  d^x  ,  .  .  .   .  Xm  =:  d^x  , 

Ober  bie  folgenben  mit  biefen  gleic^bebeutenben  ®(ei^ungen : 

ZI  =  dx  ,     Xt  =  dxi  ,     Xt  =  dX9  ,   .   .    .   .  Xm  =r  dxm.i  ;  (1) 

fo  fhttt  V  eine  gw^ction  Don: 

X  ,      Xi  ,      X2  ,      Xs  ,    .    .    .    .    Xm-l 

Dor,  bie  nac^  aüen  biefen  ©rö^en  bifferenjirt,  mit  Sujiebung  ber 
eben  eingefü()rten  @Ieicf)ungen  (1),  bie  Dorgelegt  gebaute  ^ifftxtn^ 
jialfunction  V  ^erDorruft,  welche  festere  nunmehr,  b-  f^.  mit  3u» 
liefeung  ber  ®teicf)ungen  (l),  aU  Function  Don: 

X  «      Xi  ,      X2  >      Xt  ,..-..   Xm 

auftreten  wirb. 

©tetten  wir  nun  iai  totale  2)ifferenaiale  Don  V  bur^  bie 
©ieic^ung : 

d.V  =  Xdx  H-  X^*)dxi  ^  XC*)dx,  * ^  X<»-*>  dx„.i     (2) 

bar,  wo  bie  2)iffereniiatcoefflcienten: 

X,     X^*),     X(2>,     X^^)'. X^«-^>  ,  (a) 
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gleich,  wie  V%  oW  guncHonett  t)Ott : 

*  »     Xj  ,     Xg  ,     X3  ,     ....   Xni-l 

ouftreten;   fo  txüät,  beaci&tenb  bie  OCetcfeungtn  in  (1),  folgenbe 
®Ieidbf)eit: 
V  =  Xxt  •+-  X<^>X2  -f-  X^'>X3  -*-  X<^^X4  +  ....  -f.  X^"*-*>x„,  (3) 

in  anöl^tifd^er  ©proij^e  obige  5luöf(ige,  V  fei  (grgebni^  bet 
JBifferenjiation  t)on  V,  auö;  wenn  bie  in  («)  jufammenge« 
fteöten  Functionen  folgenbe  ©leicfeungen : 

dx('>     dX  dX<^'>       dX    dX<^^>       dX        dX<"*-'>        dX 


(4) 


dx    • 

~dxi'    dx    ~ 

dX2    '      dx      —     dX3     " 

dx             dxm-i  ' 

dXP' 
dx,   - 

dxco  dxc^)     dXC» 

dx;  '   dx|          dxj  ' 

dxi            dxm-i  ' 

dxc')     dxf^) 

^X(-i)        dX<^2) 

dX2            dx3    * 

dx2      ~"dXni.l      ' 

dX^™'^)     .dX^"-^> 

dXm-2    ""     dXm-l    ' 

ibentifdö  realiftcen;  obet  biefclben  in  @(eicl)^eiten  umfe^em 

SBiefem  zufolge  ^aben  wir  unö  nunmebr  nodb  «tit  ber  Seftim* 
mung  bet  Functionen  in  (a)  ju  befaffen,  baf  biefetben  ben  eben 
aufgeftettten  ®Ieid)ungen  (3)  unb  (4)  ibentifd)  entfptec^en.  IT^enn 
werben  bie  fo  gewonnenen  Seftimmungen  ber  Functionen  in  («)  in 
ben  Stuöbrucf  jur  9lecl)ten  ber  @IeicJ)ung  (2)  eingeführt,  fo  (lettt 
(td)  berfetbe,  Vermöge  beö  ©intreffenö  ber  ©teicfeungen  in  (4),  al& 
uollflänbigeö  SJ)ifferen}iaIe  ber  Don  einanber  unabhängig  gebod^ten 
SBariabeln : 

^  >      3C|  ,      X2  ,      X3  ,    .    .    .    .    Xm-l 

^eraud;  wirb  foldber  nun  nad^  9lr.  285  integrirt,  bann  i^at  man 
ouc^  V  (iU  Function  berfelben  9SariabeIn  bejlimmt;  unb  ba  man 
enbüdö  aud  ber  93erbinbung  ber  ©leid&ungen  (1),  (2)  unb  (3)  bie 
®Ieid)ung : 

V  =  d.V 

{)at:  fo  fiettt  bann  V  bie  unmittelbar  öorauögebenbe  Sntegralfunc' 
tion  Don  V  bar,  beren  Erlangung  iai  m6  im  üorliegenben  ^ara^ 
grapf)en  geflecfte  ®nbjiel  ijl. 

fftaaU,  S)f1f.  u.3nt.  tftt^ung,  ii.  |9 


Digiti 


zedby  Google 


290  Sttteflralteti&ttung.   VII.  371. 

371.  2)ie  SelHmmnng  bet  Functionen  in  («)  in  Uv  Studgang« 
ootöngefeenbet  9lr.  bef(^rie(>enen  SBeife  ju  etjtelen,  9e()en  wir,  wie 
bid  iefet  fcl)on  ftftetö  gefc^afe,  t)on  bet  9tnna^me  beö  ibentifcften 
©tattbabenä  ber  ©leicfeungcn  (3)  unb  (4)  betfelben  9lr.  aud,  unb 
legen  un6  namenttid)  bie  @Ieid)ung  (3)  jur  weitevn  ?lna(^fe  Dor. 

^ifferenjirt  man  biefe  ©leicfeung  (3)  pavtieff  mdj  x,  fo  etW'ft 
man  unmittelbar  bie  folgenbe: 

dV        dX  dX('>  dX(^>  dX^«*-*) 

betüditd^tiget  man  nun  bie  aW  beftel)enb  Dotaudgefel^ten  ©(eic^ungen 
(4),  namentlich  bie  auf  bet  erjlen  3eile  bafelbfl  befinblidben ,  fo  ge^t 
biefe  eben  aufgefleffte  ©leic^ung  in  fotgenbe  über: 

dV         dX  dX  dX  dX 

-r—  =r    -i —  Xj    -f-    -j-    X2   -*-    -j —   X3   ■+•...    -|-   -3 Xm  , 

dx  dx  dxi  dx2  dxm-i 

m6  bet;  bead}tenb  bie  Sebeutung  Don  x^,  xs,  xa,  .  .  .  nacf)  ben 
®IeicJ)ungen  in  (1),  folgenbe  gejogen  wirb: 

^  =  d.X. 
dx 

SBirb  ferner  biefelbe  @leid)ung  (3)  partieö  nacfe  xi  bifferenjirt, 
fo  ergiebt  (i^  junäc^fl  folgenbe: 

dV       -     dX  dx^*>  dx<^>  dX^"-*> 

j =  A  -i-  jj Xl    -+-    — ; X2    -* T X.1   -♦-,..    -t-    —-3 Xm; 

dxi  dxi  dxi  dxi  dxi 

jie^t  man  bon  ben  @Ieicl)ungen  (4)  bie  erfte  auf  ber  erjlen  Seile 
unb  fa'mmtlicf)e  auf  ber  jweiten  3eile  beftnblic()en  ju  ^lilfe,  bann 
ijl  biefe  ©leic^ung  mit  folgenber  gleicf)bebeutenb: 

dV       ^      dxc*>  dxc^>  dxc*>  dxO) 

j =  X  -I-  —5 Xi    H -j X2   "I j X8   -^    .  .   .    -t-  -; Xm, 

dxi  dx  dxi  dxs  dxm-i 

bie,  vermöge  berfelben  ©leid^^ngen  in  (1),  in  folgenbe  übergebt: 
?^  =  X  +  d.xc*). 

dxi 

^ntdj  ein  abermalige^  partielleö  2)ifFerenjirett  ber  ®leic^ung  (3) 
nadb  X2  erbält  man  folgenbe  ©leid^ung: 

dV      ^ci)     ^x  dx(*>  dxc»>  dx^-*) 

j =  X^*'  -*-  T —  XI  -t-  -3 Xt   -f r; X8    -fr-    .  .   .  H ^ Xm  ; 

dxt  dxt  dxt  dxi  dxt 
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werben  aud)  feiet  oon  Im  ®Uxä)nt\^tn  (4)  bte  jweite  öuf  ber  erjlen 
3etle,  Vie  et jle  auf  ber  jroeiten  Seile  unb  fÄmmtßci&e  auf  bet  btitten 
Seile  beftnblicfeen  jugejogen,  bann  hat  man: 

dV        ^n)      dXC^>  dXC^>  dXC2>  j^C2) 

dx2  dx  dxi  dxg  dxm.i 

welche  vermöge  bet  jut  QSeteinfacfeung  feftaeflettten  ©leici&ungen  (1) 
in  folgenbe  iibetgefet: 

^  =  XC'>  ^  d.xc^) . 

dX8  ^ 

%&f)xt  man  in  biefet  QBeife  fott,  bie  ©leicfeung  in  (3)  fucceffiöe  na^ 
X3,  X4,  .  .  .  .  xm.i  partiett  ju  biffetenjiren ;  fo  gelangt  man  in 
betfelben  Otbnung,  mit  beftä'nbiget  3ujiefeung  je  einet  5lbtl)eilung 
öon  ben  in  (4)  jufammengeftettten  unb  aU  beflefeenb  Dotauöge* 
feilten,  wie  bet  jut  93eteinfad&ung  feflgefleöten  ©(eidfeungen  in  (1),  auf 
folgenbe  ®(eic()ungen : 

^=x(^>-*.d.xP>,  ?I.  =  xC3)-4.d.xc*>,  ?L=xc^)-^d.xc^>.  .  .  . 

dxa  dx4  dx5 


•     dx 

QQBitb  enblicf)  bie  ©teidfeung  (3)  pattiett  nadfe  x«  biffetenjitt  unb 
6etä<f(tcl)tiget  man  ben  Umftanb,  baf  bie  Sntegtalfunction  V  unb  foCg* 
liij  aud)  bie  in  («)  jufammengeflteßten  Functionen  fÄmmtlidE)  t)on 
xn,  unabhängig  (tnb;  fo  et^ä'It  man  folgenbe  ©leidfeung: 

—  =  x<™-*> . 

dXm 

QBetben  alKe  biefe  butd)  pattietteä  SBiffetenjiten  bet  ©leidfeung 
(3)  nad)  ben  ©töfen  x,  xi,  xg,  xj,  .  .  .  x«  unb  mit  Sujiebung 
fä'mmtliffeet  ®Ieicl)ungen  in  (4)  gewonnenen  ©tgebnifle,  in  entgegen^ 
gefel^tet  Slnotbnung  ifetet  (Etjeugung,  jufammengeflettt;  fo  etgiebt 
jldfe  in  gojge  bet  9lnnafeme  be6  ibentifd^en  Seflefeenö  ber 
®Ieic()ungen  (3)  unb  (4)  ootangefeenbet  Sit.  folgenbed  ©^jlem  Don 
©leid^ungen: 
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X^""^^  -t-  d.X^"*'*^  =1 
X^»"^>  -4-  d-X^"-^^  := 


dXm 

dV 

dXm-l 

dV 
dXiii-2 

dV 


X<*>  -^  d.XC2>  = 

X  +  d.x(*>  = 

d  X  = 


(5) 


dX2 

dV 
dxi 
dV 
dx 


372.  SDlittteljl  ber  jufammengefteaten  ©leici&uttgen  in  (5)  flnb  wir 
öunme^t  in  bet  ßagc  bie  gunctionen  in  («)  burc^  partielle  S)iffe» 
renjialquoHenten  ber  am  (gingange  ber  9lr*  370.  Dorgetegten  Skiffe»« 
renjiatfunction  V  auöjubrücfen ,  wie  aud)  bie  Sebingung  bec  3nte* 
grabilitat  biefer  JBifferenjialfunction  V  fejljujleOen,  welche  Sebingung, 
wie  ber  93erfoIg  jeigen  wirb,  in  eine  @(eici}ung  jufammengefa^t 
werben  fann, 

SBirb  bie  erfle  ber  ©(eid^ungen  (5)  naci^  fämmtlic^en  in  berfetben 
i^orlommenben  ®r5^en: 

X  ,       Xi  ,       X2  9       Xs  9       ....    Xm.l 

biffetenjirt,  welche  Operation  in  folgenber  ©leic^ung: 
d.X^»-*^=d.^ 

dXm 

angebeutet  fj^in  fott;  fo  erhält  man  burdö  (Subtcaftion  biefer  Don 
ber  jweiten  ber  ©teici&ungen  in  (5)  folgenbe  SejUmmungSgleic^ung 
för  X^"-^: 

x<-^>  =  -^  ^  d.il-. 

dXm-l  dXm 

aOBitb  biefe  ©leicfeung  in  gleid)er  ffieife,  b-fy*,  nacft  aßen  in  ber* 
fetten  Dorfommenben  ©rftfen  bifferenjirt/  unb  bann  baö  blo^  ange* 
ge)eigte  (Ergebnis  Don  ber  bdtten  in  (5)  jufammengefleKten  ©(ei* 

d&ungen  fubtra()itt;  fo  er^Ätt  man  X^"*^^  burc^  folgenbe  ©leic^ung 
bejUmmt: 
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dXm-2  aXm-l  uZm 

QQBirl)  üxxd)  in  biefer.  @IeicJ)un9  nad)  atleti  in  berfelbeit  Dorf ommenben 
©töfen  bie  SBifferenjiatiottöoperation  angebeutet,  unb  wirb  bann 
btefefte  Don  ber  vierten  bec  @Ieid)un9en  in  (5)  fubtra^trt;  fo  ftettt 
(tc^  für  X^""*^  folgenbe  Seflimmungäflletcfeung  ^erauä: 


dXm-3  '  dXin-2  '  dXm-1  dXm 

gäl)rt  man  in  biefer  SBeife  fort,  bem  iebeömal  gewonnenen  (grgebniffe 
bie  2>iffetenjiationdoperation  nac^  alKen  ©röfen  x,  xi,  xg,  . .  xm-i 
Dotaufefeen,  unb  nac^()er  baäfelbe  t)on  ber  entfpred&enben  unter  ben 
®leicl)un9en  in  (5)  abjujie^en;  fo  gefangt  man  aucft  auf  folgenbe 
attgemeine  Seftimmungögleic^ung: 

aXm-r+l  aXm-rf2  aXm-r+3  «Zm 

bie  filr  atte  ganjen  93}ert()e  bon  p  =  2^  angefangen  bid  unb  mit 
p=m  — 1  ein  @tatt  f)at,  unb  für  aöe  biefe  befonbern  ffiert^e  Don 
r  (eic^t  }u  beuten  ijl. 

©el^t.man  nun  in  biefer  aögemeinen  ®(eic^ung  r=m— l,  fo 
ge()t  fold&e  über  in: 

X<^)  =  ^  _   d.il-  -«-  d.iL  _  .  .  .  (_,)-  d- .  -JL  ; 
dx2  UX3  ax4  axm 

wirb  üon  biefer  ©leid^ung  baö  totale  2)ifferenjiale  genommen,  unb 

baö  angeaeigte  ©rgebnif  üon  ber  öortel^ten  unter  ben  ©teid&ungen 
in  (5)  fubtrat^irt,  fo  erhält  man: 

dv        H    ^v            dv  ,      1    dV 

X  =  -; —  —  d .  -5 1-  d^ .  -3 ...  ( — i)       d       •  -5 —  , 

dxi  dx2  dxs  dxm 

welche  ®Ieid)ung  md)  auä  ber  aögemeinen,  bei  ber  9(mta&me  p=m 
beröorgeW/  wenn  man  X  ftatt  XC»)  fefet,  QBirb  enblidb  au^  biefe  ju- 
lefet  aufgejMte  ®Iei(j^ung  bifferenjirt,  unb  iai  angejeigte  ©rgebnif 
ber  totalen  SJ)iffereniiation  berfetben  Don  ber  legten  Unter  ben  ®Iei- 
AungenHn  (5)  fubtrat)irt;  fo  ftettt  (tc^  folgenbe,  Don  ben  Func- 
tionen in  (a)  burcfeauö  unöb^d'ngige  ®teid&ung  fterauöt 

0  =r  -=-*-  -^  d  .  -3 —  -f-  d* .  -; d^ ,  -3 —  •+•  .  .  ,  (—1)  .  d  .  -5 —  , 

dx  dxi  dx2  dxt  .  dxi» 
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Mc  eine  öeMn9ttn9d9leicl)Uti8  ter  SntearciMIiWt  oorflcat,  mt  wie 
ter  93etfbl3  lehren  Witt),  eä  einjig  unb  allein  ifl,  bumit  tie 
öotflelegte  S)ifferenjia(functiott  V  unmittetbared  ©rgebni^  einer  JBif* 
fetenjiation  fei. 

SJÖe  in  öorliegenber  9^r.  erhaltenen  ©leicfeungen,  bie  Sebin« 
flungögleid^ung  mitbegriffen,  in  umgefe^rter  Drbnungöfolge  i^rer 
9lbleitung  jafammengeflettt,  unb  am  @cJ)luffe  nod)  bie  erfle  ber 
©(eicfeungen  in  (5)  beigefefet,  ergiebt  ftd)  fotgenbeä  @^em  oon 
©leid&ungen : 

dV  dV  dV  dV 


dx  '  dxi  *  dx2  '  *  *  dxm 

x.=  — -d.  — H-d*.-^-  ...{_ir-»d"-'.— 

dxi  '  dxs  *  dx3  '     '  *  dxm 

xc^)  =  ^_  d .  -JL  -.  d*.  -jü  - . ;.  (<.o-d-.  ^ 

ax2  ax8  ax4  ^  dxm 


(6) 


X(-)^^_d.-^^d^.-JL. 

dXm.2  dXm-l  dXm 

x(-)  =  /L^d.^. 
■"di;:' 

afö  unmittelbare  gotge  ber  Oleic^ungen  (5)  Dorange^ienber  9U%, 
weici&e  (elftere  eine  golge  ber  9lnna{)me  bed  ibentifcfeen  Seile()end 
ber  @{ei(iungen  (3)  unb  (4)  ber  S^r.  370.  pub. 

S)iefe  ©teicfeungen  (6),  bie  erjle  berfetben  aufgenommen,  brucfen 
bie  ^wnctionen  in  («)  burd)  partietKe  SJ)ifferenjiaIquotienten  ber  Dor^ 
gelegten  S^ifferenjialfunction  V ,  wie  burd^  totale  SJ)ifferenjiatien  ber 
leljtern  auö;  fonad)  erfcJ)einen  befagte  Functionen  in  («),  wie  wir 
nt\ä  am  Eingänge  ber  S^r.  371  öorgefeljt,  burd)  befannte  gunctionen 
oon  X,  xi,  X2,  .  .  x„.t  gegeben.  2)ie  erjle  biefer  ©leidbungen  in 
(6)  aber,  bie  gleid&faöö  partieöe  unb  totale  S)ifferenjiationöopera* 
tionen,  unb  jwar  nur  Don  ber  jur  Unterfuc^ung  in  Sejug  auf  3n» 
tegrabißtö't  vorgelegten  S)ifferenjiaIfunction  V  ent{)Äft,  jleöt  offenbar 
eine  SBebingungögleid&ung  ber  SntegrabUitd't  biefer  SBifferenjialfuncs* 
tiott  Por.  9lun  wirb  eö  feiner  befonbem  ®rf)ärtung  bebärfeu/ 
befagte  S^ifferenaiatfunction  V,  im  gatte  bed  S^icftteintreffenö  biefer 
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SBe^ngungägleici^ung^  aU  feiner  unmittelbar  )}or()erge6enben  SntegraU 
funcKon  fä^ig  ju  erfla'ren.  '3Die  umgefebrte  Folgerung  t)ieöott  aber, 
bd^'beim  Stattgaben  biefer,  unb  jwar  einjig  unb  attein  biefer  öe« 
bin9un9d9(eid)ung;  baf  bann  aud)  notbmenbig  bie  £)i{feren}ia(function 
mter  Orbnung  V  ©rgebnif  ber  2)ifferenjiation  einer  S)ifferenjiat 
function  (m-~l)ten  Orbnung,  bie  wir  burd^  V  Dorgejlefft  feaben, 
fei;  biefe  umgefebrte  Folgerung  nun,  wie  auc^  bie  Set)auptung, 
baf  bannjumaf  aud)  bie  Sejlimmungen  Don  X,  X<^>,  xc^),  .  ,  . 
ober  ber  Functionen  in  («),  auö  ben  Oleicbungen  (6)  gejogen  unb 
in  bie  ©leicfeung  (2)  gefegt,  ben  5(u6brucf  jur  9lecl)ten  berfelben 
aW  .Dottflättbigeö  JE^ifferenjiale  uon  x,  xi,  xj,  .  .  xm.i  fterauöfleüen : 
biefe  SSe^auptung  atfo  unb  jene  umgefe^rte  Folgerung  bebürfen 
atterbingä  nod^  einer  befonbertt  Sl^jc^weifung,  mit  ber  wir  unö  in 
ben  ncTdöftfoIgenben  Pier  9lrn,  audfct)Iie^fic^  befaffen  werben. 

373.  Stuf  bie  ®(eic()ungen  (6)  üorangef)enber  9lr.  (tnb  wir  Pon 
ber  ^nnaf)me  aui^ge^enb  gefii()rt  worben,  bie  ©leid^ungen  (3)  unb 
(4)  in  9lr.  370  befle&en  aU  @Ieicfet)eiten;  wetd)e  5lnna()me  jene, 
bie  2)ifferenjiaIfunction  ber  raten  Orbnung  V  fei  unmittelbare^ 
©rgebni^  ber  Ziffer enjiation  einer  S^ijferenjialfunction  ber  (m— l)tett 
Orbnung  V;  in  ftcfe  fd)lie^t.  Um  nun  iai  und  am  ©c^luffe  ber 
Porangel)enben  9lr.  geflerf te  3iel  ju  erreidfeen,  ^aben  wir  genau  bad 
Umgefet)rte  beö  eben  SlJlitget^eitten  barjutl)un,  nö'mlid),  itir  ^aben, 
auögeftenb  Pon  ber  9(nnai)me  beö  Seflanb^abenä  ber  @leicl)ungett  in 
(6),  unter  benen  fonad^  bie  erfle  nur  eine  ©teid^^^it  abgeben  fann, 
bie  (Steicfeungen  in  (3)  unb  (4)  alä  Folgerungen  biefer  S(nnal)me 
}U  begrünben.  S)enn  ijl  biefer  inperfe  @al^  feflgejlettt,  bann  er^ 
feigen  bie  ®leid)ungen  (6)  bie  ®leid)ungen  (3)  unb  (4),  bei  beren 
3ugrunbelegung,  wie  Porbin  bemerft  würbe,  bie  SBifferenjialfunction 
V  ein  ©rgebnip  ber  IT^ifferenjiatton  Pon  V  ifl, 

^ei  ber  Segrünbung  biefeä  inperfen  ©a^eö  werben  wir  juerfl, 
unb  jwar  noc^  in  porliegenber  9lr.,  aud  ben  ©leid^ungen  (6)  bie 
®leid)ungen  in  (5)  folgern;  aud  biefen  werben  wir  bann  in  ben  ba» 
rauf  folgenben  9lrn.  bie  Perlangten  @leid)ungen  in  (3)  unb  (4) 
berjleöen,  wobei  wir,  wa6  offenbar  gemattet,  ja  fogar  unerläßlich 
ifl,  bie  jur  95ereinfadöung  ber  Jjarflettung  feflgefleHten  ©leic^ungen 
in  (i)  mit  benutzen  werben. 
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SBtt  btixünUn  bie  ©(eic^ungen  (5)  old  gofgcn  ber  ®feicl)un9en 
in  (6),  wie  folgt 

2)ie  erjle  ber  ©(eic^ungen  in  (5)  ift  mit  bet  leisten  bet  @(ei> 
djungen  in  (6)  fogar  bet  gorm.  nadb  einerlei.  SDie  jweite  ber  @Iei* 
(jungen  in  (5)  wirb  gewonnen,  wenn  bie  (el^te  ber  in  (6)  total 
bifferenjirt  unb  baö  angejeigte  ©rgebni^  jur  Dortel^ten  beöfetben  @9* 
flemö  abbirt  wirb.  ®ben  fo  wirb  bie  britte  au6  bem  ©^fteme  ber 
@(eic()ungen  in  (5)  anä  bem  in  (6)  gewonnen,  wenn  man  in  biefem 
bie  Dorle^te  total  bifferenjirt,  unb  iaä  angejeigte  @rgebni^  jur 
jweitöorlefeten  beöfelben  ©^jlemd  abbirt  Sittgemein  wirb  bie  kte  ber 
®teid)ungen  in  (5)  auö  ber  (k— l)ten  unb  kten,  Don  unten  nadE) 
oben  gejault,  auö  bem  (S^jleme  ber  @leid)ungen  (6)  gewonnen, 
wenn  mat^  lel^tere  jum  totalen  2>ifferenjiale  ber  erjlem  ber  ju* 
lel^t  genannten  jwei  ®leid)ungen  abbirt.  2)ifferenjirt  man  enblic^ 
bie  mte  ber  ©leicfeungen  (öon  unten  nac^^  oben  gejö'blt)  in  (6)  total 
unb  berüd jtd^tiget  'bie  Sebingungögleicl)ung ,  ober  abbirt  man  ia6 
angejeigte  (Jrgebni^  ber  eben  angebeuteten  SJifferenjiation  jur  (m+ l)ten, 
bie  eine  Sebingungögleid^ung  ift;  fo  (lettt  (td)  bie  le^te  auä  benfe 
0^eme  ber  ®leicJ)ungen  in  (5)  t^txani. 

(Bä  erfel^en  fonacfe  bie  ®leidöungen  (6)  in  affer  unb  jeber  S5e« 
jiel)ung  bie  ®lei(^ungen  in  (5);  fo  baf  wenn  mi  biefen  bie  ®let 
(feungen  (3)  unb  (4)  ju  folgern  jtnb,  baSfelbe  audö  Don  jenen  auögefagt 
werben  fann. 

374.  J&em  eben  aWitgetöeilten  jufolge  boben  wir  un6  nunmebr 
ben  ®leid)ungen  in  (5)  jujuwenben;  an^  welchen  wir  juerfl  bie 
®leicfeung  (3),  att  ben  leidbtern  Sbeil  beä  und  gefeilten  3ieled, 
jiel)en  werben. 

aJZultiplicirt  man  ttÄmlid)  biefe  @lei(j^ungen  (5)  in  ber  Örbnung 
ibrer  Slufeinanberfolge  mit: 

dxm  »   dxin.i  9    dxm.2  ,  .  .  .  •  dx2  ,    dx]  ,    dx  9 

fo  erbölt  man  nad&  Doffjogener  ©ummaHon  berfelben,  jeboc^  mit 
3ujie^ung  ber  jur  93ereinfacfeung  ber  S)arfleffung  fejlgeflefften  ®lei» 
d^ungen  in  (1),  folgenbed  ©rgebni^: 

X^'^-^Mxm  +  X^'"-'^  dXm-l  -*-   X^""-^)  dXm.2  +  . .  +  X<*)  dx»  t^  X  dx,  | 

+  x«dX^"-'Wx„.idX<"-^>+  x„,-2dX^"-^>  +  .."i-xadX^*Wxidx! 
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dV  ^  dV    .  dV    ^  dV  ,     ^dV  ^     ^dV   , 

-=  -= —  dxni  -»-  -3 dxm-i  •+■  -= dxm-2  ..  -+-  j — dxjj  +  3 — dxi  +  -3—  dx  ; 

dxm  dxm.i  dxm.2  dx2  dxi  dx 

je  jwei  ber  untereinant)erjlef)cnt)en  ©Reber  im  2(uöbtucfe  littfer^anb 
Dom  @(eicl)f)ettöjeicl)ett,  bieten  ein  öoöflänbigeö  ^iffetenjiale  eined 
^robufteö  jweier  ©röfen  bar,  ba()er  fann  befagteö  ©rgebnif  and) 
folgenbermafen  gejleöt  werben: 

d.(X^"-*)i«„)+d.(X^'"-^>X„.l)fd.(X<™-^>Xn,.2)+..fd.(X^^)x2)fd.(X^ 

^V    ,  dV    ^  dV     .  _dV.     ,dV.      ,dV^_ 

=  -= dXm  "»-  -; dXm-l  -f-  -3 dXin.2  .•  "*■  t —  dx2+  X—  dxi  +  -r—  dx  ; 

dxm  dxDi.i ,  axm.2  0X2  dxi  dx 

ber  5ludbruct  jur  fiinfen  Dom  ®teic^()eitöjei(j^en  biefer  ®leicl)Un9 
ifl  (mgenfÄttig  ein  DoÖflänbigeö  S)ifferenjiale,  ber  jur  JKecfeten  (lettt, 
ba  V  atö  gurtction  t)on  x,  xi,  xg,  .  .  .  Xm  Dorauögefe^t  ifl,  iai 
Dottftä'nbige  ^ifferenjiaCe  Don  V  Dor:  bal)er  flieft  aud  biefer  ®lei* 
d&ung  burc^  Sntegration  beiber  %t)t\k  berfefben  bie  folgenbe; 

V  =  A  -*-  Xxi  +  X^')x2  +  X<'>X8  -*-  X^'^x,  .:.-*-  X^"-'>Xm  , 

wo  A  eine  üon  x,  xi,  xg,  .  .  •  xm  unabhängige  ©röfe,  ober  bie 
gottjiante  ber  Sntegration  \%  9lun  fleöt  V,  aU  fKeprä'fentant 
einer  SBifferenjialfunction,  not^roenbig  eine  unenblid)  fleinmerbenbe 
®röfe  üor;  eben  fo  (tnb  bie  ®röfen  xi,  xg,  X3,  .  ,  .  x„,,  atö 
2)ifferenjiaHen  ber  ®röfen  x,  xi,'  xg,  .  .  .  xm.i,  gleicj)fattd  un» 
enbti^  Keinwerbenbe  ®rögen ;  unb  ba,  wie  DOr^in  feftgeftettt  worben, 
A  Don  ben  lefet  genannten  ©riJfen  unabhängig  fein  mu^:  fo  erübriget 
unö  jum  Seltenen  ber  lefetern  ®Ieicl)ung  nur  noc^  bie  2(nna(>me: 

A  =  0, 
weld^e  3lnnat)me  auf  bie  ®Ieidöung : 

V   =   Xxt    +    X^^>X2    +    X^')X3    -f.    X^'>X4    *    .    .    .    +    X^^-^^Xn. 

fül)rt,  bie  ibentifd^  mit  ber  ®Ieid)Uttg  in  (3)  unb,  wie  wir  fo  eben 
gefe^en  t)aben,  aI6  golge  ber "  2(nnat)me  beö  Seflanb^abenö  ber 
®Ux(!Simqtn  in  (5)  erhalten  worben  ifl. 

375.  35ie  Slbleitung  ber  ®Ieic^ungen  (4)  ani  benen  in  (5)  wirb 
namf)aft  erleid) tert  unb  bereinfacJ)t,  wenn  juerfl  ©iniged  über  par. 
tielteö  S)ifferenjiren  totaler,  ieboci^  hur  angebeuteter  ^ijferenjialien 
Don  Functionen  mitgetf)eilt  wirb.  S)enn  fd&on  bei  einer  ganj  flüd)* 
tigen  Setrad&tung  ber  ©leid&ungen  in  (5),  namentli^  ber  Sluöbrücfe 
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jur  ßtnfen  ter  ®Ieidbt)eitöjeic()en  tevfelbcn,  entnimmt  man,  iah 
um  auö  benfelben  bie  ®Ieict)un9en  in  (4)  abjuleiten,  bie  angejeigtcn 
SJiffetenjialien,  wie: 

d.x,  d.X^*),  d.X^'^  ...     ' 

partiell  nad^  ben  öetfd)iebenen  ©röfen  x,  xi,  xg,  .  •  .  jubiffeten:^ 
jiren  jtnb.  2)iefe  partieffen  aDifferenjiationen  nun  werben  fet)r  leicftt 
üoffjogen  unb  bie  ©rgebnifie  berfelbea  fteöen  jtd)  fet)r  einfad)  fyerauö, 
wenn  wir  juerfl  bie  am  @c()Iuffe  uorfiegenber  9lr.  aufgefteöten  ©lei^» 
c^ungen  (A)  begriinbet  ^aben  werben.  —  5luö  bem  ©runbe  aber, 
bap  befagte  ®feict)ungen  in  (A)  attgemeiner  SefcJ)affen()e}t  unb  üon 
ben  befonbern  9lebenumfla'nben  bed  porliegenben  ©egenflanbeö  gro^en=» 
tt)eilö  frei  (tnb,  werben  wir  beren  Segriinbung  aud)  ganj  unab* 
gängig  Don  ben  bxä  jeftt  eingefül)rten  Sejeict)nungen  unb  bereite 
fejlgeftettten  ©leicfeungen  vortragen;  woju  wir  ganj  auöfd)He^Uc]ö  bie 
Dorliegenbe  9lr.  beftimmen. 

2Benn  baä  kte  ^ijferenjiale  einer  SJariabeln  x  burc^  x^,  alfo 
baä  nuttte  ^ifferenjHale  pon  x,  ober  x  felbft,  burcfe  xo  Porgejlellt 
wirb,  b.  t).,  wenn  bie  ®Iei(J)ungen: 

Xfc  =  d^x  nnh  Xo  =  X  (a) 

fejlgefleßt  werben;  fo  wirb  iebe  S^iffereniialfunction  nter  Orbnung 
biefer  SSariabeln  x,  bie  wir  ^ürje  ftatber  burdb  F  anbeuten  woöen, 
aU  Function  oon: 

Xo  ,     Xi  ,     Xjt  ,     Xs  ,    •    .    .    .    Xu 

auftreten,  ©teöt  man  ferner  iai  totale  kte  $E)ifferenjiaIe  biefer 
2>ifferenjiatfunction  F  nacfe  fammtlid^en  fo  eben  aufgeführten  ©rö^en 
burdö  Fk  Por,  fo  baf  analog  mit  ben  eben  aufgejlettten  ©leic^ungen 
in  (a)  aud^  folgenbe  befielen: 

Fk  =  d^F  unb  Fo  =  F  ;         '  (b) 

fo  gelangt  man  fe^r  leid&t  auf  folgenbe  9lecurf[onögleic^ung : 

k=n+r 
Fr+l    =    %      -^    Xk+1  ,  (C) 

k=0  ^ 

bie,  jebeömal  mit  Sujie^ung  ber  ©leici&ungen  in  (a)  unb  (b),  für 
atte  polttipen  unb  ganjen  SaWenwert^e  Pon  r,  mitbegrijfen  ben 
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9luüroert(),  Seftanb  t)at,  unb  in  ber  ba6  0ummenjeic()en  nur  übet 
bie  ganjen  SoWenwctt^e  oon  k  inner  ben  angebeuteten  Gummen» 
grenjen,  testete  ntitbegtiffen,  ftd)  erjlredEt  933ir  fügen  nod),  beDor 
wir  jur  2WittbeiIung  ber  ^Folgerungen  anä  ber  SKecuritonägteidIjung 
(c)  übergeben,  bie  Semerfung  bei,  baf  Fr  ober  d'.F  eine  2)ifferenjiat 
function  ber  (n+r)ten  Drbnung  t)on  x  Dorflefft,  ober  ba^  Fr  eine  gunc 
Hon  ber  ©rö^en: 

Xo  ,     Xi  ,     X2  ,     .    .    .    Xn  1     Xn+1  ,     Xnf  2  ,    l    •    .    Xu+r 

üorflettt,  unb  bafi  biefem  jufolge  aud)  folgenbe  ®{eid)ung: 

dFr  dF  ^.^ 

dXn-fr  dXn 

für  jebed  ganje  unb  poRtioe  r,  aB  ©leicfe^eit  Sejlanb  ^at*) 

aWit  Serücfjtcfetigung  ber  eben  gemalten  5{uöfage  über  bie  Se» 
fct)affen()eit  ber  Function  Fr  unb  mit  25e(icJ)tung  ber  ©teic^ungen  in 
(a)  wirb  baä  totale  2>iiferenjiale  beä  partieöen  JBifferenjialquotienten : 

dFr 

faüä  p  einen  ber  3a^Ienwertfee: 

0,l,2,3,4,5r....  (n-^-r) 

Dorfieüt,  burc^  folgenbe  ©leic^ung  bargejlettt  werben: 

^        dFr  d^Fr  d2Fr  d^Fr 

d  .  -r = XI     -H    T 3 X8    -I-    .     .     .     .    -*-     j . Xa+r+1   , 

dxp         dxodxp  axidxp  axu-hraxp 

ober,  einfad)er  bargeflettt,  burd)  folgenbe: 

k=n+r 
j        dFr  ^T^.         d2Fr 

^•■dl^^X  diTd^^^^^^-  ^'^ 

SQBirb  nun  bie  9lecur(tonögteid)ung  in  (c)  partiell  nacft  xp  bifferenjirt, 
fo  erfeält  man,  fattö  p  einen  ber  folgenben  3af)Ienwert^e: 

1  ,    2  ,    3  ,    4  ,    5  ,    .  .  .  •  (n-*-r) 

i>orfletKt,  bie  ©teid^ung: 

k=n+r 
dFr+l    _^^^         d^Fr  ^.     dFr 

dxp  X    .    dxpdxk      ^'^^         dxp-i  * 

k=0 


*)  S)iefe  äludfage  {(}  fe^ie  balb  Deriftcfet,  wtnn  man  fiit  r  md^  mb  nad^ 
We  3aeienn)etPt^  l,  2,  3,  4,  ..  •  .  r  feftt 
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unb 

im  gaOe 

wenn 

.    P   = 

:  0 

ift, 

ixt  fotflenbe  ©leic^ung: 

dFr+i      * 

d2Fr 

r-  5fk+i . 

S3etbtnbet  man  nun  bie  beiben  }utel^t  gemonnenen  ^tgebniffe  mit 
ber  obiften  ©leidbung  (e),  fo  ergeben  jtd)  bie  folgenben  am  ©inaange 
angefünbigten  jwei  ©leid^ungen: 

dFr_   _    dFr4-l     _       dPr  \ 

'  dxp    ""     dxp  dxp.i  '  f  (A) 

dPr     _   dFr+1  (  ^     ^ 

"*  •  "csr  -  dxo  •         ' 

öott  benen  wir  unmittelbar  in  ber  nÄcbflfoIgenben  9lr.  ©ebraucf) 
mad^en  werben,  bie  @IeicJ)jingen  (4)  atö  golgen  ber  ®Ieicf)ungen  (5) 
barjufletten. 

Setreffenb  bie  erfte  biefer  ®IeicJ)ungen  (A)  bemerken  wir;  ba^ 
biefefbe,  ben  9lull(wert&  aufgenommen/  filr  jeben  ganjen  unb  po(ttit)en 
SBertb  öott  p  Seftanb  ^at.  Öbgleid)  wir  biefefbe  nur  oon  p=l 
big  p=n  +  r  abgeleitet  ^aben,  bejlef)t  foiijt  gIeic()woW  nod)  in  ber 
eben  auögefprod)enen  ?ittgemeinbeit,,wenn  man  einerfeitä  bie  ©leicft» 
l)ett  (d)  unb  anberfeitö  ben  Umjlanb  ju^iebt,  baf  Fr  eine  Function 
Don  xp  ju  fein  aufbort,  wenn  man  p>n  +  r  annimmt;  ba^  man 
fonad)  bei  ber  9lnnabme  p>n  +  r  auf  burd)auÄ,  avai}  ber  ^orm 
nac^,  ibentifcJ)e  ©leicftungen  gefiäbrt  wirb. 

376.  2Birb,  inbem  wir  m6  unferm  ^auptgegenflanbe  auwenben, 
in  ben  attgemetnen  ®lei(j^ungen  (A)  Dorange^enber  9lr.  r=0  unb 
n=m  — 1  angenommen,  bann  F  ftatt  Fo  unb  x  jlatt  xo  gefeilt; 
fo  ftetten  (icf)  folgenbe  jwei  ©teidbwngen  beraud: 

dFi  _       dF 
"dT  —  '^•"dF' 


ober  audb,  ba  man 


dFi    _  ^     dF^  ^     dF 
äxp  *  dxp'         dxp-i 


Fl  =  d.F. 
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bdt,  bie  folgenbett^  awfy  Don  ©itffen  bei  einem  Ä^nlic^en  9(ttlaffe 
aufgefletttett  iwei  ©(eic^ungeit : 

d(d.F)  ,     dF  \ 

-Sr^^-dT'        ,        ( 

d(d.F)    _  ^    dF_  ^     dF       ^  ^^^^ 

'     dxp  '  dxji  dxp.i  '  / 

WO  F  itgenb  eine  gunctiort  bet  ©rö^en: 

X  ,     Xi  ,     X2  ,     X3  ,    .    •    •    .    Xm-1  9 

beten  3ufamment)an9  bie  ©leic^ungen  in  (1)  91r.  370  angeben,  Dor» 
jleßt,  unb  wo  bie  Suid^jlöbengcöfe  p  atter  pojttiDen  unb  ganjen 
3aW^nwert()e,  oon  1  aufwärts  gejä^ft,  fa'^ig  i<l. 

Sebenft  man  nun,  baf  bie  ©rögen  X,  X(*),  X(»)  .  •  •  ber 
@Ieict)ungen  (5)  Functionen  berfelben  ©rijpen  x,  xi,  xg,  • ..  xm.i 
1tnb,  fo  baf  bie  in  ben  eben  aufgehellten  @Ieic()ungen  (7)  Dotfom» 
menbe  ©riJge  F  jebe  biefet  Functionen  X,  X<i),  xc«),  ,  ,  .  uor^ 
flelKen  fann ;  fo  bürfen,  jut  Umformung  beä  ©rgebnifled  einer  par^ 
tietten  2)ifferenjiation  irgenb  einer  ber  ©(eic^ungen  in  (5),  jebeömal 
biefe  ©leidöungen  (7)  jugejogen  werben. 

^ifferenjiren  wir  nun,  biefeö  üorauögefeljt,  bie  leftteter  ©lei» 
d^ungen  (5)  partiell  nad)  xp,  unb  laffen  p  einen  ber  9QBertl)e: 

1,2,3,4,5,....  (m-l)  (ß) 

fein;  fo  gelangen  wir  mit  5ujief)ung  ber  jweiten  unter  ben  ©lei* 
cJ)ungen  (7)  auf  fotgenbeö  ©rgebni^: 

,      dX  dX  d2V 

d  .  -j —  '*-  :=z  .  .  (y) 

dxp  dxp-i  dxdxp  ' 

©d&Iiegt  man  ferner  bie  erfle  unb  leiste  ber  ©tei(^ung?n  (5)  aud, 

fo  ifl  jebe  ber  übrigen  m— 2  ©leid^ungen  bafefbfl  Don  fotgenber 
gorm: 

x^i»-^)  +  d.xtp>  =  -^,         ,  [S) 

QXp 

wenn  nämftd)  für  p  äße  Slöert^e  in  (ß),  unb  X  für  XC«)  gefeilt 
wirb;  bifferenjiren  wir  nun  biefe  attgemeine  ©lei^ung  partiell  nad&. 
X,  nehmen  aber  ^iebei  auf  bie  erfte  ber  ©leic^ungen  (7)  JKücfjtcJ)t, 
fo  ergiebt  (t^  auc^  folgenbe  ©teic^ung: 

dx^^  _^  ^   dx^p)  __.  dgy    . 

dx  *    dx  dxpdx 
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Q3erbinbet  man  nun  Mefe  ®Ieid)Uti9  mit  Ut  Dorigeti  (r)  ^^^^  ®wl^' 
traf  Hon ;  fo  ftettt  (td^  folgende  Don  V  inbepenbente  (Sfeidjung  tjtvani: 

-,     dX^        dx        ^    dx^p>      dx^p-^> 

d  .  -j— ^  -*-  -j =  d  .  --= — .  -i ,  (€) 

dxp  dxp.i  dx  dx 

in  betr  p  famnttlicfeer  in  (ß)  jufammengejlettten  9Q5ertfte  fäfeig  ifl.  ■— 
SBirl)  ferner  bie  erfle  ber  ©leidjungen  (5)  partieü  mä)  x  unb  bie 
lefete  beöfelben  S^ftemä  in  gteidber  33?eife  nad)  xn,  bifferenjivt,  fo 
flettt  jtd),  mit  9lü(l(td)tna^me  auf  bie  jweite  ber  ©leic^ungen  (7), 
ate  beren  Unterfd)ieb  fpigenbeö  (Jrgebnig  bar: 

j^(m-l)  dX  dX  ^ 

dx  dxm  dXm.l 

nac^  ber  aJorauSfe^ung  ifl  X  unabhängig  Don  x«,  folglid)  t^at  man: 
-z —  =*0  unb  fomtt  ouc^d.-^ —  =  0  ; 

dXm  UXm 


fonad)  bot  man: 


(?) 


dx  dxm.i  * 

weldbe  eine  ber  ®letd)ungen  in  (4)  ifl ,  bie  le|te  nä'mlicfe  auf  ber 
erjlen  3eile  befagten  ©^flemö.  —  2Kit  3ujief)ung  biefer  ®leid)ung 
bietet  bie  in  («),  wenn  p  in  berfelben  nacfe  unb  nacfe  bie  SBert^e: 

m  — 1,    m  — 2,   m  — 3,».».3,    2,    1 

annimmt,  in  berfelben  Orbnungöfolge  bie  nun  folgenben  ©leic^un* 
gen  bar: 


dX 

dx 


dX 

dX^™-' 

dX    ^    dx<"-3^ 

dX           dX^'"-*^ 

dXBi.2 

-'    dx      ' 

dXni-3                   dx 

'     dXm-4                   dx 

dX       dx(^> 

dX2                  dx       ' 

dX          dX^*>       dX 

dxi             dx     '     dx 

S)ie  leiste  biefer  ©leidbtmgen  ifl  offenbar  eine  tbentifdbe,  unb  fann 
fonadö  unbead^tet  bleiben;  bie  übrigen  aber,  bie  in  SSerein  mit  ber 
berfelben  oorauäge^enben  ü)  burd)  folgenbe  aßgemeine: 

dx      dx(p> 
erfefet  werben  fönnen,  wenn  nämlid)  p  ieben  ber  Sablenwettfee  in 
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(ß)  ootfleöt,  bieten  fammtlicfee  auf  ber  erflen  3eile  in  (4)  enthaltenen 
©lei^ungen  bat.  (Bß  ge^en  fonacfe  ixt  le^tgenannten,  eine  ^Ibt^eilung 
ber  ©leicfeungen  in  (4),  alö  gotgetung  ber  ©leidöungen  in  (5) 
berauä. 

@ine  jweite  ?{btf)eilung ,  bie  auf  ber  jweiten  3eile  in  (4)  beflinb« 
lid)en  ®Ieid)ungen,  wirb  in  folgenber  QQJeife,  aU  golge  ber  ®Iei* 
d^ungen  in  (5)  bargejlettt 

-  2)ijferenairt  man  bie  Dotierte  ber  ©leic^ungen  in  (5)  partiett 
nad)  xp,  fo  erhält  man  mit  Sujie^ung  bet  jmeiten  unter  ben  @lei* 
d)ungen  (7)  bie  folgenbe: 

dX         ^    dX^*^         dX^*>  d2V 

■    d  . 


dxp  dxp  dxp.i         dxidxp  ' 

wirb  ferner  bie  oben  aufgefleffte  ©leicfeung  {S)  nad)  x^  partieü  bif=» 
ferenjirt,  fo  bietet  bieftibe  SpülfdikxdjmQ  in  (7)  folgenbe^  @rgeb- 
ni^  bar: 

d 


dxi  *    dxi  ^x  dxpdxi  * 

fubtrabirt  man  biefe  jwei  ©leicfeungen  üon  einanber :  fo  erWIt  man 
mit  Sead)tung  ber  bereit^  begrönbeten  ®Ieiciö««9  iv)  folgenbe  \Xtt^ 
terfd^iebögleid^ung: 

d    ^  +  ^  =  d    ^^  +  dX^^-^> 
dxp  dxp-i  ,  *    dxi  dxi       ' 

bie,  wie  bie  analoge  ju  berfetben  («),  för  fa'mmtlidöe  in  (/?)  jufam* 
mengefiettten  QQBertfee  Don  p  Seflanb  ijat  —  QQBirb,  auä  biefer  @(ei* 
d^ung  weitere  Folgerungen  ju  jie^en,  bie  erfle  ber  @Ieid)ungen  (5) 
partiell  nacft  xi,  bie  Dorlel^te  beöfelben  ©^flemd  in.  gleicher  SBeife 
nad)  xm  bifferenjirt,  unb  unterläßt  man  nic^t  ben  Umflanb  in  Se* 
trati^t  ju  jie^en;  ia^  X  fowo^l  aU  X(*)  üon  x»  unabbä'ngig  ftnb; 
fo  bietet  bad  (grgebni^  bed  Unterfd)iebed  beiber  fo  erhaltenen  Olei* 
d^ungen  folgenbe  bar: 


dxi  dxn 


(SO 


bie  eine  analoge  ju  (f)  unb  bereite  eine  ber  ©leidöunflen  in  (4) , 
bie  lefete  auf  ber  jweiten  Seile  bafelbfl,  öorfleHt  —  95lit  Serödf« 
p^tigung  biefer  ©leid^ung  bietet  bie  berfelben  Doraudge^enbe,  wenn 
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man  tafe(5{l  ftir  p  md^  mi  m<b  bte  Ba^Ienwett^e : 

m  — 1  ,    m  — 2  ,    in  — 3  ;    ....    3  ,    2  ,  •  1 

eittfel^t^  ein  ©Aftern  Don  .©leic^ungen  bar,  beten  attgemeinet  9te* 
prÄfentant  We  folgende  ©leic^ung  tfl: 

dxp 

welche,  wenn  man  bie  ®Iei(l)un9  (^)  mit  beachtet,  für  äffe  folgenben 
Safelenwett^e : 

2,    3,  ^4,   5,    ..•.m— 1 

't)on  p  Sejlanb  bat,  unb  baburcfe  fÄmmtlicl)e  auf  betr  jweiten  Seile 
in  (4)  beftnbftd&en  ®Ieid)Utt9en  t)eröotruft.  (£^  flefft  (td^  biefem 
nad)  aud)  biefe  eben  bejeidbnete  3lbtbeilun9  ber  ©leic^ungen  in  (4), 
alö  not^wenbige  golge  ber  9(nnal)me  eined  Seflanbfeabend  ber  @Iei» 
drangen  in  (5)  ^erauö. 

Um  aucfe  bie  auf  ber  britten  3eile  in  (4)  Dorfommenben  ©lei« 
cftungen,  ate  ^ol^m  ber  @Iei(l)ungen  in  (5)  barjut^un,  get)en  wir 
Don  ber  brittfel^ten  biefed  @9flemö  au^.  —  SBirb  biefe  ndimlicft 
partieff  nad)  Xp  unb  bie  oben  aufgefleffte  (S)  eben  fo  nad)  xg  bif« 
ferenjirt,  weld&e  partieffep  S^ifferenjiationen  jebod)  nac^  ber  ^weiten 
ber  ®lt\öim%m  (7)  ju  Doffjie^en  ftnb ;  fo  flefft  ftcfe  ate  Unterfd)ieb&» 
gleic^ung,  wenn  nä'mlid)  bie  bereite  erwiefene  ©leld^ung  (lyO  i«9^- 
jogen  wirb,  bie  folgenbe  bar: 

^    dX<'>         dX^^>         ^    dX<r>        dX<i-^> 
dxp  axp.i  dx2  dx2 

IBifferenjirt  man  ferner  bie  erjle  ber  (Sleicftungen  (5)  partieff  nad^ 
X2  unb  bie  britttefete  berfelben  nac^  x« ;  fo  gelangt  man  in  äbnlidfeer 
SBeife,  wie  bie  ©leidfeungen  (f)  unb  (fO  erhalten  worben  jtnb,  auf 
folgenbe  (Sletd^ung: 

dX^"'^>  _  dX^ 

dxa      -   dxn,.i  *  ^^  ^ 

©erfährt  man  enblid)  mit  biefen  eben  aufgeflefften  jwei  (SIeid&ungen, 
wie  mit  ben  analogen  in  ben  beiben  ooraudgefd^idten  gÄffen;  bann 
gelangt  man  auf  folgenbe : 

AY^^)        dX(r) 
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bie  eine  atta(oge  )u  (v)  unb  («^O  iüf  auö  ^e^/  wenn  für  p  nac^  unt 
mäi  Me  3a()(enwert^e : 

gefeilt  werben,  r^mmtRc^e  auf  ber  britten  Seile  in  (4)  bejlnMid)en 
®Ieid)un9en  ^erDorgeben,  Sd  fleßen  jid)  fonac^  aud)  biefe  aö  gofge 
ber  ©leicfeungen  in  (5)  berau^d. 

gäbrt  man  auf  bem  bid  je|t  betretenen  QBege ,  analoge  ®lei» 
d)ungen  ju  (17),  (lyO»  (v")  abjufeiten,  fort;  fe  gefangt  man  but* 
€d)Iöffe  unb  Operationen,  benen  äbniid),  bie  auf  biefe  eben  genann« 
ten  geftibtt  baben,  auf  folgenbe  allgemeine  ©leic^ung: 

dxp  dxk    ' 

w  ber  k<p,  unb  p  aöer  ganjen  pofttiDen  SBertbe  oon  unb  mit  1 
f>\i  unb  mit  m  — 1  fäbig  ift/  bie  bemnad^  ben  aögemeinen  JKeprä- 
fentanten  fämmtticfter  ©leic^ungen  in  (4)  abgiebt.  ®ö  geben  alfo 
fämmtlicbe  ©leic^ungen  in  (4)  in  Solge  ber  ^nnabm;e 
beö  Sejlanbbabenö  fämmtlid^er  ®lei(t)nngen  in(5>^er» 
ö  0  r*  2B*  j.  b»  w- 

377.  9lad^bem  wir  feügefiedt  ()aben,  ba$  aud  ben  ©leic^ungen 
(6)  bie  ©leic^ungen  (5),  au6  biefen  bann  wieber  bie  @lei(J)ungen  in 

(3)  unb  (4)  beröorgeben;  fo  erfeljen  bie  erftgenannten ,  bea(J)tenb 
bie  Sntftebungöweife  berfelben,  in  aller  unb  jeber  Sejiebung  bie 
julel^t  aufgefübtten.  9lun  bebarf  ed  feineö  befonbern  Seweife«, 
unter  ber  Stanabme  bed  Seilanbf)abettd  ber  ®leid)ungen  in  (3)  unb 

(4)  unb  bei  3ugrunbelegung  ber  93ereinfac^ungdgteic^ungen  in  (1) 
Sar,  370,  ben  9(udbru(f  jur  SRed&ten  in  ®leid)ung  (2)  berfelben  9lr., 
clä  PoÖfldnbigeÄ  S)ifferenjiale  ber  ®rößen: 

X  ,     Xi  ,     X2  ,     X3  ,      ....    Xm-1 

JU  erflären;  baber  audb  ein  ®U\(iit6  bon  ben  ®teicfeungen  in  (6). 
gerner  ifl  unter  biefen  bie  erfle  audb  bie  einjige  ®tei(feung,  bie  ganj 
unabbÄngig  pon  ben  in  («)  9lr.  370  jufammengefleHten,  neueinge* 
fübrten  ®riJfen  ift,  unb  tebiglid)  bie  in  9{ücf(t(l)t  auf  SntegrabilitÄt 
jur  Unterfu^ung  Por gelegte  S)ijfereniialfunction  V  umfaft;  baber 
lleat  aücb  biefe  erjle  ber  ©leidbungen  in  (6)  bie  einjige  Sebin» 
gung'dgleic^ung  bar,  bamit  befagte  $)ifferenjialfunction ,   al«   m* 

diaaU,  JDijf.  u.  3nt.  «e(^tttt«g.  n.  '  ^®  . 
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mittel6mreiJ  (Bt^tbni^  Ut  S)>iffetenjiatiott  einer  S)ijferenji(iIfunction 
auftrete,. t)ie  ber  Drbnuttg  nacfe  um  eine  ©infteit  Don  ber  erffetn 
übertreffen  wirb.  S)enn  beim  Eintreffen  tiefer  einjigen  Sebin«« 
guna^Ieicftung  fletüen  ja  bie  auf  biefelbe  folgenden  ®(eid)un8en 
in  (6)  iene  Seflimmungen  ber  in  («)  jufammengcfleöten  Functionen 
bar,  bie  in  (2)  gefeilt,  ben  3luöbru(jE  jur  Siedeten,  alö  Doüfla'nbige 
ober  integrable  lineare  S^ifferenjialfunction  feeraudjleöen.-QQBirb  folcl)er 
nunmehr  nac^  9b.  285  integrirt,  fo  ergiebt  (tcl)  für  V  eine  gunc* 
tton  üon  X,  xi,  X2,  .  ,  .  x„.i,  weld&e  mit  3ujiefeung  ber  ^^ütfä* 
gleicftungen  in  (1)  bie  DorM«  erwähnte,  ju  einer  um  eine  (£inf)eit 
geringern  Orbnung  afö  bie  vorgelegte  V  gel)örenbe,  S^ifferenaia^ 
function  barjlelKt,  unb  folglich  bie  öertangte  Sntegralfunction  abgiebt. 

Setreffenb  bie  wiafüt)rlicl)en  Sonjlanten  biefer  Sntegralfunction 
V  bemerfen  wir  golgenbed. 

gSorerfl  ift  einleud)tenb ,  baß  bie  <5oefficieflten  X,  xc*),  X(^  . . 
.  Im  ^(uÄbrudEe  jur  Stecftten  ber  ®Ieicl)ungen  (2),  wie  au«  ben  ®(ei* 
d)ung?n  in  (6)  ju  entnel)mcn  ift,  f einerlei  ®rößen  aßgemeiner  9(rt 
mitfül)ren,  bie  ni^t  in  ber  vorgelegten  35ifferenjiatfunction  V  felbft 
üorfommen;  ftierauö  folgt  fofort,  baß  V'nur  eine  willtfül)rli(!^e  Son» 
flante  einfül)ren  fann,  bie  ald  ^bbenbu«  ber  nad)  9lr,  285  gewon* 
n'enen  SBeflimmunij  von  V  beijufügen  i(l.  ©ie^t  man  ferner  einfl» 
,  weilen  von  bem  gaUe  ab,  in  welc^erit  bie  vorgelegte  2)ifferenjial* 
function  V  jur  erften  Orbnung  gebort,  fo  flettt  in  iebem  anbem 
gaöe  bie  Sntegralfunction  V,  bevor  nämlidö  bie  wiOTü^rlicfte  gon«: 
ftante  beigefel^t  wirb,  noc^  eine  S)ifferenaialfunction  unb  folglid)  eine 
unenblid)  fleinwerbenbe  ®röfe  vor;  ba^er  wirb  bie  befagte  wittfüfer:» 
lid)e  ßofiftante  weber  einen  enblicfeen,  viel  weniger  nod^  einen  unenb:» 
lid)  großen  SBertb  annehmen  fönnen,  fonbertt  lebiglid^  burt^  9lutt 
JU  erfefeen  fein:  ed  fü()rt  fonacfe  bie  unmittelbar  vorl)ergeöenbe  Sn* 
tegralfunction  einer  S)iffereniiatfunction  ber  mten  Orbnung  einer 
SBariabeln  feine  wittfüferlid^e  Sonjlante  mit,  faöd  bie  Orbnungöja^l 
m  größer  alö  ®ind  ifl.  ^ierauö  bie  allgemeine  Folgerung,  bie 
enblicfee  Sntegralfunction  einer  S^ifferenjialfunction 
einer  Q3ariabeln  beliebiger  Orbnung,  falM  nä'mlicfe 
eine  folcl)e  mögliefe  erfannt  wirb,  enthält  bloß  eine  von 
ber  a3ariabeln  unabMugige,  willfü^)rlid&e  Sonflante. 
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378.  Xxt  in  9lr.  375  in  (A)  }ufantmengefiell(ten  )Wfi  0lei« 
(i)unden  bieten  nocb  einige  Folgerungen  adgemeiner  Sefc^affen^eit 
iaVf  mittelfi  beten  (ie  fd)on  oft  erwähnten  @(ei(^ungen  in  (6)  be« 
ad)ten^wertl)e  Umformungen  untetjogen  werben  fönnen.  SOTit  ber 
i^erflettung  jener  Folgerungen  befajfen  wir  und  noc^  in  öorliegeriber 
9lr.,  We  wir  gleic^fam  ate  gortfeijung  ber  9lr-  375  angefeben  wiffen 
woöen;  bie  SOTittbeilung  biefer  Umformungen  aber  fcfeieben  wir  auf 
bie  n4(^(lfo(genbe  9lr.  binaud. 

anit  iOeibebaltung  ber  in  !Hr«  375  feflgejleaten  ^ejeid^nungen  unb 
mit  3ujiebung  ber  bafelbft  gewonnenen  (Jrgebniffe  wenben  wir  unÄ 
junÄcbfl  ber  jweiten  ber  in  (A)  jufammengefleaten  ©leicbungen  ju. 

SBenn  man  in  bie  eben  angefübrte  ©lei^ung  flatt  r  nac^  unb 
nadb  bie  Sablenwertfee: 

0,l,2,3,4,....r  —  Iv 

fe|t^  unb  wenn  bei  jebem  ({rgebniife  bad  btmfelben  i^oraudgebenbe 
mit  in  Setracbt  ge}ogen  wirb ;  fo  gelangt  man  jule^t  auf  f»(genbe 
allgemeine  (Sleic^ung: 

dxo  '  dxo  * 

welche  eine  ber  angefflnbigten  Folgerungen  barflettt. 

83^rfäbr|t  man  in  ätjnliöitt  SBeife  mit  ber  erilen  Ut  ®(eiclbungen 
ttt  (A);  fo  gelangt  man  }ulel^t  auf  fo(genbe  nodb  allgemeinere  FoU 
«eruttg: 

dFr  _ 

dxp 

bie  bie  wrbergeftenbe  aW  befonbern^F<itt,  glei(ft  wie  bie  ^rfle^bie 
jweite  ber  ©leicfeungen  in  (A)^  umfaßt»  $)enn  nac^  ber  9lr.  37& 
ijl  F«  ober  F  bloß  aU  F^t)<^^on  oon  xo»  xi,  x,,  X3,  .  .  • ,  Ober 
aW  Function  folcfeer  x  feftgefle^^  worben,  bie  po|ttit)e  ganje  3eiger, 
mitbegrijfen  ?fl\xü,  babeu/  feineäwegö  aber  aucb  ^on  einem  mit  ir^ 
genb  einem  negativen  Seiger  begabten  x;  woburdb  fc(mmtlicl)e  par* 
tieden  S)ifferen2ia(quotienten^  wie  bie  folgenben: 

dFo        dFa        dFo        dFo 

d^TT'  diI7'  SJ'  57'  *  ■  ' 
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bat*  Snuaeti  a«  erfe^en  fmb.  di  etfel^t  fona*  We  in  (B)  aufge- 
(tedte  ®fei(^uttg  tie  betrfelben  üorauäge^^enbe^  namentßti^  mennman 
neben  bet  ©leid&ung  (B)  auc^  folgende: 

£=»•  <« 

in  ber  k  itgenb  eine  ganje  pofitiüe  3a()l  Dorfletlt,  jebedmal  in  Se* 
tracfet  ju  jie^en  nid^t  «ntetläßt. 

(5ine  anbete  golgcrung  mi  im  ©leic^ungen  in  (A),  We  eine 
inüerfe  ©leic^ung  in  (B)  barfleöt,  wirb  in  folgenbet  SBeife  ge- 
Wonnen. 

©efet  man  namfid)*  inber  erflen  ter  ©leicfeungen  (A)  r=0; 
fo  er^Ätt  man : 

^     ^dF^  _   dFt  dFo 


dxp  dxp  dxp.i  * 

welche  mit  Seacfttung  bev  t)or^etget)enben  (Sleid^ung  (f)  nicfet  nur 
ftitr  aQe  gan}en  unb  poftHDen  QQBert^e  Don  p,  fonbetn  auc^  noc^  ftir 
p=0  Sejlanb  ^at  SBirb  üon  Wefer  ®reid)ung  ba«  totale  2)iffie*» 
ren)iale  ^etgefleUt/  fo  ^at  man: 

d2.4^  =  d.i!l-d   ^^«  - 


dzp  '  dxp  '  dxp.1 

Wft  man  einetfeitd  in  Itt  t)oraudgef)enben  ®Iei(ftung  p  in  p  — 1 
äbergeften,  unb  anberfeitd  fefet  man  in  ber  erflen  bet  ©leic^ungen 
(A)  für  r  bie  3a^I  1 :  fo  ge^t/  burc^  6ubtraftion  biefetr  beiben 
Srgebnifie,  bie  fo  eben  aufgefleöte  ®feid&ung  in  folgenbe  ober: 


dFo  dFg         ^    dFi  dF, 


^9     q^o   __.  .^fl  _  2      ^     -H 


0 


dxp  dxp         "   dxp.i  dxp-2"* 

bie  gteic^fattd  mit  Sujie^ung  ber  ®Ieid)ung  (f)  för  alle  |>o|ttiöen 
ganjen  93Jettbe  Don  p,  9lutt  mitbegtiffen,  Seflanb  l)at  SBirb  au* 
öon  biefetr  ®leicftung  bad  totale  S)ijfetenaiale  genommen;  fo  jieW 
man  gleic^faöd  mit  Serürfjtcl)tigung  bet  erflen  ber  ®lei(^ungen  in 
(A)  unb  ber  bereitd  ert^altenen  ®leid)ungen,  für  biefelben  QSJertfte 
öon  p  ate  biefe,  folgenbe: 

dxp  dxp  dxp.i  dxp.2         dxp.3 

SBlrb  in  biefer  2Beife  fortgefahren,  fo  fleßt  |tc^  folgenbe  allgemeine 
int)erfe  jur  ®leicfeung  (B)  fterauö: 
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dxp 

(ie^  ititimcX  mit  3u)ie^uttg  (er  @letd)ung  (f)^  ftit  dde  datt}ett  tmb 
pofttit>en  SBert^e  Don  p/  tote  audi  nod)  für  p=rO  S5efl<inb  ^otunb 
in  (er,  flieid)  wie  in  (er  int)erfen  ju  berfeften  in  (B),  bie  ©^mbole 
Fr  mi  Fo  nacfe  ben  ©leicftungen  (b)  in  9lt.  375  ju  beuten  jtnb. 

93on  biefer  (Sleicfeung  (C)  werben  wir  in  ber  folgenben  Sir, 
audge()en/  bie  am  (Singange  Dorliegenber  9lr*  angebeuteten  Umformun« 
gen  ber  ©leicftungen  in  (6)  ju  bewerfflettigen. 

379.  2Birb  in  ber  attgemeinen  ©leic^ung  (C)  t)orange^cnber 
9lr.  bie  S)ifferenjiaIfunction  nter  Drbnung  bafelbfl,  Fo  nämlid), 
iwc<f)  bie  2)iffereniiaIfunction  mter  Orbnung  V,  bie  wir  in  Se» 
jiebung  auf  SntegrabiWtdt  jur  Unterfud&ung  und  vorgelegt,  erfeftt; 
werben  eben  fo  bie  9ludbräde: 

gemäf  ber  i^nen  nunmebr  }u(ommenben  S5ebeutung ,  ber  9teibe 
nac^  burti^: 

Vi,    V2,    V3 Vp. 

erfe^t^  wo  man  alfo 

Vk  =  d^.  V  unb  Vo  =  y  (8) 

6at:  bann  flellt  ftc^  befagte  ®(ei(^ung  folgenbermafen  bar: 

dxp 

2Bie  biefe  ®feic^ung  bei  ber  Umformung  ber  ®Ieict)ungen  (6)  mit- 
wirft, wotten  wir  an  ein  ^aar  ®feid)ungen  biefed  0^(lemd  mit 
einiger  5Judfä()rH(^feit  juerjl  jeigen,  worauf  wir  bann  bad  ®efammt« 
ergebnif  biefer  Umformung  einfad^  unb  o^ne  befonbere  Erläuterung 
jufammen  fleöen  werben. 

QQßtrb  nämlic^  in  biefer  ®(ei(^ung  (9) 
r=l  unb  p  =  in 
gefeilt,  bann  ge^t  folct)e  über  in: 

d  i^  —  ill  -    ^v    . 

dXm  dXm  dXm.l 
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wirb  iitfti  Srgebnif  in  Me  jwettleljtc  Ux  ©leic^uttgen  in  (6)  ein* 
geführt:  fo  etfc^cint  X^"*"^^  in  folgenber  aOBeife  umgeformt : 

dXm.t  dXm-2 

SBitt  fetnet  in  bet  unmittelbar  Dorau^ge^ent^en  QMeid^ung  m  in 
m--l  umgefel^t/  fo  t)at  man: 

.      dV  dVt  dV 


'  dxa-t             dXa>.l 

dXiii.2 

> 

He  ©lei^uns  (9)  gieW, 

wenn  man: 

r==2  unb  p 

=  m 

ftl^t,  Wc  folgentc: 
d«. 

dV 
dx„ 

dxiu 

dXin.l 

dV 

dxowl' 

»werten  bie  beiben  3u(el^t  aufgefieUten  ©leid^ungen  in  bie  britt(el^te 
ber  ©teic^ungen  in  (6)  elngeffll)rt:  fo  flettt  |td)  bie  Umformungögtei« 
döung  für  X^"'^^  folgenbermaflen  bar: 

dXm.2  dxm.l  dXm 

Sn  öi^vAidi^t  aSeife  unb  unter  ä^nliti^en  formen  ergeben  ftc^  bie 
Umformungdgleicftungen  fifr: 

xC"-*\   xc--*^ .  .  .  .  x^^^   xc*^   X. 
wie  auc^  für  bie  Sebingungdgleic^ung;  fo  baf  bie  Oefammt^t  ber 
©leid&ungen  in  (6)  in  berfelben  Orbnungdfofge  burc^  bad  folgenbe 
etilem  oon  @lei^ungen  erfe^t  werben  (amt: 

^•(»)-d5^-(>)-Ä^+(»)-dir-^'*^  w-diT' 

•»(1)      /m-l\_dV_       /ni,l\    dVi         /„.ji    dVj  *n*-2/'ni.l\dV«i.» 

V*/    dXm-2  ^*^     dXm-1  ^*'      dXm 


dXm 
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2)ie  etile  Mefer  ©(eicfyuttgeit  fleflft  (ie  SeMngunadsIeic^uns  Uv  3tt« 
tegtaWttWt  tet  öotgelegten  S){fFerenjiaIfunctiott  mter  Ordnung  V 
^et  JBqtiabeln  x  bor;  beim  Eintreffen  berfelben  wirb  man  X,  X(^), 
Xf»>,  ...  mit  Seruditd&tigung  ber  ®leid)un8en  in  (8)  bejlimmen 
unb  bie  grgebnijfe  in  bie  ©leic^ung  (2)  9lr.  370  einfeljen:  bad  (Jr^ 
gebnif  ber  Sntegration  bed  ^u^bructed  }ttr  Siechten  ber  eben  ange« 
ftt^rben  (Sleic^ung  mirb  bann  a\xi  ©rünbeni  bie  wir  nur  nic^t 
wieber^olen  moden/  bie  verlangte  unmittelbar  üorberge^enbe  3nte« 
gralfunction  öon  V  t)orile(Kcn,  welche,  »ie  wir  in  9lr.  377  bar* 
get^an  ^aben^  bei  ber  9lnnabme  ro>l  leine  wilffti^rßc^e  ^onftante 
mitführen  wirb. 

380,  9lac^bem  wir  ben  ^atl,  V  fleöt  eine  S)ifferenjialfunction 
mter  Orbnung  nur  einer  Q3ariabeln  Dor,  nad)  aüm  Seiten  befpro^ 
döen  unb  in  einer  ben  5lnforberungen  ber  93}iffettfd)aft  gemäßen  OOBeife 
erlebiget  ju  ^aben  oermeinen,  bringen  wir  bie  biö^er  gewonnenen 
aögemeinen  JXefultate,  bebor  wir  jur  Setrad^tung  ber  S)ijferenjial- 
functionen  mit  mefir  aö  einer  ©ariabeln  übergeben,  juerfl  nocft 
auf  einen  befonbern  gatt  jur  3lnwenbung. 

QSJenn  man: 

V  =  xd^x  ,  eb«  V  =r  XX« 

.bat,  wo  alfo  V  eine  2)ifferenjialfunction  ber  mten  Orbnung  in  95ejug 
auf  bie  ajariable  x  Dorflettt;  fo  werben  wir  torerft  V  in  Sejiebung  auf 
Sntegrabilität  unterfuc^en  unb,  je  nadb  bem  (^rgebniffe  im  beiabenben 
©inne,  audb  jur  Sntegration  berfelben  fdbteiten. 

0cl)on  eine  fltlcl)tige  Setracfetung  biefer  J)i(ferenjiaIfunction  V 
jeigt,  baf  bier  bie  ©leic^ungen  in  (6)  mit  mebr  Sortbeil,  oHi  bie 
in  (10)  anjuwenben  fein  börften.  —  9la(fe  biefen  ®IeicI)ungen  fletten 
wir  mi  bie  fofgenben,  nadb  ber  9lnna^me  über  V  gefolgerten,  ®lei- 
^ungen  }ufammen: 

^  dV  dV  dV  dV         ^     dV 

V    =   X  Xm  ,     -j —  =  Xm  I    t =:  0  ,  -; =  0  y    .  •   «i =  0  ,  -5 =  X  » 

dx  '  dxt  dxj  dxm-1  dxpi 

aud  weldben,  nac^  ber  erjlen  ber  ©teicfcungen  in  (6),  folgenbe  Se* 
bingungdglei(()ung  ber  Sntegrabilität  gejogen  wirb: 

xa,  [1  -4-  (-1)»]  =0; 

biefe  ©leicftung  wirb  aber  nur  unter  ber  3(nnabme,  m  (leßt  eine 
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mtgetobe  3a W  wx,  ate  @(eid)^eit  tealiprt:  baftetr  ftnb  nnr  auc^  jut 
Folgerung  beteci}Hget^  bat;  bie  t)DtgeIegte  S)tfferen}ia(fimction  mter  Otb« 
nung^  je  na(f}bem  bie  Orbnung^ja^t  betfetbett  m  ungetabe  ober  gerabe 
ift/  Crgcbnif  einer  SCiflrerenjiation  einer  jur  (ra— l)ten  Orbnung  ge* 
^ötenben  I)ifferenjiaffunction  fein  wirb  ober  nid^t.  -^  Unter  ber 
^(nnabnte  a(fO/  bie  Ovbnung^jabt  m  iii  nngerabe/  fc{)reiten  wir 
nunmehr  }ur  3ntegration  oon  v;  unb  wenben  und  ju  btefem  3we((e 
ben  übrigen  ©leic^ungen  in  (6)  }u^  um  bie  Derfc^iebenen  Functionen 
X,  Xt*),  X(2>.  .  .  ju  erbalten. 

^ni  biefen  @Ieict)ungen  ergeben  (icf)^  nac^  ber  obigen  ^t^Umi 
über  V  unb  ber  getroffenen  Q3erfiigung  über  m,  folgenbe  S&efUm» 
ntungdgleid^ungen: 

wirb  nun  m  =  2n  + 1  gefeilt,  bann  ftettt  jtdb  ^i^  Oleicfeung  (2)  9lr. 
370,  wie  folgt,  bar: 

d.V  =  x^dx  -  X2U.1  dxi  -I-  X2„-? dx2-  , .  -*-  X2dx2n.2-Äidx2„.i  -•-  Xdx2ii  . 

Sntegrirt  man  nun  )u  beiben  @eiten  Dom  ®(ei(^beitd}ei(^en ;  fo  er« 
bÄlt  man,  je  nad&bem  man  n  t)on  ber  gorm  2p  ober  t)on  ber  gorm 
2p  — 1  oorouöfefet,  bie  eine  ober  bie  anbere  ber  nun  folgenben  jwei 
®lei(^ungen :  - 

^'  ^  ^*4p-2  —  *1^4p-3  "•"  *2^4p-4         •%•"*"  ^2p-2  ^2p  ^  ^  ^2p-l   > 

in  weld^en  p  irgenb  eine  ganje  unb  pofttioe  3al)I  öorjlefft.  Sebenft 
man  ferner  bie  ®teic^ung: 

V  =  dV  ,  aüi  bet  V  =  /  V 

ge)ogen  ^irb ;  fo  fleUen  {tc^  beaci)tenb  bie  Q3ereinfa(^dglei(i)ungen  in 
(1)  9lr.  370  folgenbe  jwei  Sntegralbeflimmungen  beraud : 

/xd*l»+^x  = 

=  X  d^l*X  -  dx  d*l'-^  X  H-  d2x  d*»*-^X  -  ...    -  d*P-^X  d^+*X  -»-  f  (d«Px)*    , 

-    ^         j-xd*P-*x  = 

+  X  d*P-*X  -  dx  d*P-^X  -»-  d2x  d*P-*X  —  .  .  .  -f  d^-^X  d^Px  -  i  (d^P-'x)*    , 

bie  gleic{)fa(ld  für  alle  ganjen  unb  pofttioen  SBert^e  oon  p  SBefianb 
baben,  bie  erflere  aber  aud)  noc^  für  p=0. 
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381.  9Bir  le^en  mi  ttunme()v  ben  ^aü  jur  Unte^fud^ung  wv, 
mentt  V  eine  S^ifferettjialfuttjcttDtt,  irflenb  einer  Älaffe  k,  jweier  93a« 
nabeln  x  unb  y  t)orfleIKt  —  Snbem  wir  biefe  3)iffertnjia(function 
in  ©ejug  auf  bie  Jßariable  x  tjon  ber  mten  unb  in  Sejug  auf  y 
Don  ber  oten  Orbnung  feftftelKen,  feigen  wir  jugreid)  bie  unmittelbar 
t)orber3et)enbe  Sntegralfunction  berfclben ,  faöd  nämncl&  eine  foIcl)e 
cpifliren  foß,  Don  ber  (m  — l)ten  Orbnunj  in  Sejug  auf  x  unb 
toon  ber  (n— l)ten  Orbnung  in  Sejug  auf  y  Doraud,  unb  wenn 
wir,  wie  in  bem  gatte  einer  S)ifferenjialfunction  einer  95ariabeln,v 
folc^e  burc^  V  repräfentiren ,  bann  wirb  V  eine  jur  (k— l)ten 
Slafft  ge^örenbe  S)iferen)talfumtiDn  ber  beiben  iBaria'be(n  x  unb 

y  f^itt- 

Stellt  man  }ur  QSereinfac^ung  folgenbe  ®tei(^ungen  fefi : 

Xi   i^   dx  ,   X2  =:   dXi  ,   X3  =:  dX)  ,    .    .    .   Xm  =  dxii].1  ,    j 


=  dyn-i  ,    ) 


7i  =  ^y »  72  =  ^yi »  ya  =  ^y2  >  •  •  •  y« 

bann  wirb  bem  SJoraudgefc^ictten  jufolge  V  eine  Function  t)on: 

X ,  xj ,  xg ,  .  .  .  xm ,  y ,  yi ,  ys )  t  .  .  yn 

unb  V  eine  Function  Don: 

X ,  xi ,  xj ,  .  .  .  xm-t ,  y ,  yi  >  y2 »  •  •  •  yn-j 

fein,  in  ber  SBeife;  ba$  erflere  (^rgebnif  einer  totalen  2)iiferen)i<^ti 
ber  lefctern,  ober  baf  bie  ©leicftung: 

ibentifcft  reafiflrt  werbe*  2Birb  alfo  ba«  totale  S)i(ferenjiale  Don  V 
burc^  bie  ©leic^ung: 

d.V'=  Xdx  -t-  X<^)dxi  -•-  X^*>dX2  -»....•  +  X^"-*>dxai.i 

-H  Ydy  ■*■  Y<*>dyi  -i-  T^'My^  -h  .  .  .  .  -i-  ¥<"-*> dyn-i  ,  (12) 

bargeflettt,  wo  bie  S)ijfierenjialcoefficientett : 

X,  x^*\   x^^),   x^^>,  .  .  .'.  x^"-^),  (^) 

Y  ,    Y^^>  ,    Yt2>  .    Y<^)  . Y^»-*>  ,  (e) 

Functionen  berfefben  ©röfen  ate  V  fmb;  bann  ifl  bie  obige  ©leid)» 
beit,  welche  V  ali  (Srgebnif  ber  2>iffcreniiation  bon  V  barjleßt, 
mit  folgenber  gleic^bebeutenb: 
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V  =  Xxt  -l-  X<*>X2  -h'x^2)x3  -•-  X^^>X4  -4-  .  :  .  .  +  X^'-*)x„ 
+  Yy,  +  Y^^V2  ■*-  y^^Va  +  Y<^V4  -*-,...  ^  Y<^*>y„,  (13) 

WO  aber  We  in  (2r)  unb  (ö)  jufammengcflettten  Functionen  Don 
X,  xi,  X2,  .  .  .  y,  yi,  y2,  .  .  .  anafoge  mit  benen  in  (4)  9lr* 
370  aufgejleßten  Sejie^ungen  eingeben.  3m  üovKegenben  JaOe 
werben  biefe  Sejie^ungen  burd^  folgenbe  brei  ©(eic^ungen: 

dX^*^>        dX^r^ 


(14) 


önjubeuten  fein,  beren  jebe  ein  ©^ftem  mehrerer  umfaft  S)ie  erfle 
biefer  ©(eic^ungen  beflet)t  bei  ber  Slnna^me  k<p  für  alle  ganzen 
unb  pofttiöen  93Jert^e  öon  p=;=:l  bid  p=m— 1;  bie  j wette/  bei 
ber  analogen  3lnnaftme  k'<p'/  beilegt  für  aöe  ganjen  unb  pojitiöen 
QBert^e  öon  p'=l  bid  p'=n— l;  bie  britte  biefer  ©leic^ungen 
enblidö  beilegt  für  aöe  ganjen  unb  pojttiöen  OOBert^e  öon  k"=0 
bid  k"=iii—  1  unb  für  bie  ganjen  unb  pofttiDen  SBertfte  t)on 
p"=0  hxi  p"=n— 1.  Stt  jebem  biefer  brei  ®^<leme  Don  @let* 
döungen  bat  man  jebedmal: 

X^^>  bur«  X  ,    Y^®>  but^  Y  ,    xo  burc^  x  unb  yo  bur*  y 

)u  erfefeen. 

aWit  ber  SBefHmmung  ber  Functionen  in  (p)  unb  (ö),  baf  bereit 
Stgebnijfe  ben  ©leicftungen  in  (13)  unb  (14)  genagen,  baben  wir 
nni  nunmebt  jis  befaffen;  woju  wir  m^  in  ber  näc^ilfolgenben 
9lr.  übergeben. 

382.  S)ifferenjiren  wir  bie  ®leicl)ung  (13),  inbem  wir  folcfte 
ate  ©leicbbeit  erfWren,  partiell  nacb  x;  fo  ileöt  (tcb  bad  unmittelbare 
Crgebniß  biefer  partiellen  S)ifFereniiation  folgenbermafen  bar: 

dv        dx  dX<^>  dX^*>  dX^*^^) 

dY  dY^^^  dY^*^  dY^»*"** 
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®c6ett  ttrtt  jtntet  öon  bet  ^InttaNe  auä,  fämmttidöe  btei  CS^flente 
tjott  ©tetc^ungett,  ixt  mi  (14) -gebltbet  werben  fönttc«,  befielen 
gleicfefaöd  ate  ©feic^öeiten ,  unb  berflrfflciötigen  gegenwärtig  au* 
bem  erjlen  biefer  ©^fleme  jene  Slbt^eilung,  bie  ber  9(ttnaf)me  k=0 
entfpridöt^  bann  m6  bem  britten  befagter  ©^fleme  bie  9lbt^eilung, 
weld&e  burdö  bie  SJerfügung  k"=0  gebilbet  werben  fann;  fo  nimmt 
bie  eben  aufgejleffte  ©leid&ung,  wenn  überbief  nad)  bie  ^fllföglev» 
döungen  in  (11)  jugejogen  werben,  folgenbe  gorm  an: 
dv       dx  ,        dx  ^         dx    ,  dX    , 

-z —  =  T—  dx  -f-  -^-^  dXt  -I-  -3 dX2  -•-••..    -f-  -5 axm-1 

dx  dx  dxi  dx2  dsm-i 

dX   ^  dX    ^  dX     ,  dX     , 

dy     "^         dyi      "^      .     dy2      ^  dyn-i     ^ 

in  ber,  5ead)tenb  bie  Sebeutung  öon  X,  ber  9(uÄbrucf  jur  9lecfeten 
ba*  üoKilänbige  S)ifferen)iate  Don  X  reprcffentirt:  folgtic^  ^at  man: 

i'      rz:  ü.A  . 
dx 

(Bben  fo  erftcflt  man,  nac^  einem  partießen  J£)ifferenjiren  ber  ®leid&« 
feeit  in  (13)  in  Sejug  auf  .y  mit  3ujiebung  beö  jweiten  unb  britten 
@9flemd  öon  ©leicfeungen,  fo  auö  (14)  gebilbet  werben  fann  (auö 
bem  jweiten  ©^fleme  bie  ber  Slnnabme  k'=0  entfprecfeenbe  2lb« 
-tbeifung  unb  ani  bem  britten  bie  Slbt^eilung  ber2lnnafemep"=0), 
folgenbed  ©nbergebnif : 

-^  =  d.T. 

©anj  in  St^nUditv  QQSetfe  unb  aud  a^nlidfeen  ©rflnben  gewinnt  man 
folgenbe  jwei  ©leici^ungen: 

dxi  ?     dyi 

Wie  auc^  bie  fotgenben: 

^  =  x<^>  ^  d.x^^> ,  ^  =  Y(^)  -I-  d.Y<'> , 

dx2  dy2 

unb,  wenn  in  biefer  2Beife  fortgefahren  wirb,  jutei^t  äud^  bie  folgenben: 


9Birb  enblicf^  bie  ©teid^^t  in  (13)  eirnndl  nac^  xm  unb  ein  anber« 
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ma(  ttad^  y»  patHeU  bifeten}itt;  fo  gennttnt  man,  beac^tenb  bafiMe 
Sunctionen  in  {h)  unb  {0)  wn  xm  fowo^l  (Ai  t)on  y»  intepenbent 
ftnb/ bie  folgettben  awei  ©leic^ungen: 

dXm  dyn 

SBetben  ade  biefe  (Srgebttiffe  iufamntengeiletKt/  fo  ^at  man  bie 
fblgenben,  burcfe  einen  t)ertifalen  ©tridö  gefonberten,  jwei  ©^jleme 
t)on-®(ei(^unden: 

dv 


X(«-3)  -H  d.X<"-^>  = 


dV 

dXm 

dV 

dXm.1 

dV 

dZiii.2 


dZ2 


d.X^*>  = 


d.X  = 


dV 
dx, 

dV 
dx 


dyn 
dV 

dy».i 
dV 

dyiu^ 


(15) 


y(i)  +  d.y(2)  - 

Y  -f-  d,Y^*^  = 
d.Y  = 


dV 
dya- 
dY 
dyi 
dV 
"IT 


m  iai  etilem  jut  Sinfen  fämnttlic^e  S^mctionen  in  (h)  mit  ^ud^« 
fc^Iuf  ber  in  (ß),  unb  bad  }ur  Steckten  fämmttid^e  Functionen  in 
(B)  mit  ^ttdfcf)luf  ber  in  (Sr)  umfaft,  unb  beten  (gntfleftung  bie 
9(nna^me  eined  ibentifd)en  S5efle^end  betr  ®leici}un3  (13)  unb  fcfmmt^ 
lieber  oud  ben  brei  aögemeinen  (Sleidjungen  in  (14)  ju  folgernben 
brei  e#eme  öon  ©leidjungen  ju  (Srunbe  ttegt    - 

93er9leid)t  man  nun  üon  biefen  jwei  ©^ftemen  bad  jut  fiinfen 
mit  bem  in  9lr.  371  jufammengeflettten  ©^fleme  öon  ®Ieict)ungen 
.in  (5),  fo  öberjeugt  man  (td)  fofort  t)on  beten  Sbentität;  ba^et 
fü^tt  aud)  befagte*  ©^flem  auf  biefelben  in  SÄt.  372  untet  (6)  jufam«» 
mengefaften  ®lei*ungen.  9luö  bct  9lnafogie  fetnet  ber  beiben  fo 
eben  jufammengeftelKten  e^fleme  üon.  ®leid&ungen  unter  finanber 
barf  auc^  auf  bie  9lnalogie  bet  benfelben  f efpectit)e  entfprecftenben 
gotgerungen  gefd&Ioffen  werben:  fonad)  bieten  biefe  jwei  e^jleme 
in  (16)  bie  folgenben  jwei  ®^üeme  pon  ©Meldungen  bor: 
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dXm-2  aXni.l  dXm 

aZin.l  dXm 


)(t6) 


X(m-n 


dV 

dXm   * 


/ 


)(160 


dy  dyi  dy«  ""      ^  dy«  * 

Y  =  ^-d.^*d».-JL  _  . . .  (_,)«-ia-  av  . 

dyt  dy2  dya  ^      '  dy«  'j 

dyg  dys  dy4  '      ^  dyn  '] 

Y(-)=.JJ]L-.,._iI.^a^4L. 

dyji-2  dyn-i  dy» 

dyn-i  dyn  * 

dyn 

S^iefe  iwei  ©^fleme  Don  ©leicfenngen,  We  einerfeiW  Wc  Stwctionen 
in  (^)  unb  (ö)  beflimmen,  barin  anberfeitt  jwei  ®leicfeungen  (je  bie 
etile  in  (16)  unb  in  (16'))  barbieten,  bie  Don  biefen  Functionen 
unabWnaig  (inb,  unb  biefent  nadb  Sebingun9ö9leid)ungen  ber  Snte:» 
graWlität  ber  l)ier  in  Kebe  fleftenben  ©ifferenjialfunction  V  abgeben, 
(inb,  wie  fd&on  oben  erwähnt  würbe,  in  golge  ber  ?(nna^me  ge- 
wonnen worben,  ed  befielen  bie  ®(eid}ung  in  (13)  unb  bie  au6  (14) 
ju  jie{)enben  brei  ©^jlente  üon  ®leid)ungen  ate  ®leid)^eiten.  QBir 
tjübm  a(fo  nodö,  ä^nlid^  bent  gaffe,  wo  V  bloß  S)ifferenjiaIfunction 
ber  einen  93ariabeln  x  üorgeftefft,  unb  wie  aud^  5lu6gangd  ber  Doran» 
ge^enben  9lr«  ongetünbiget  worben,  bad  Umge!e^rte  bed  eben  %uä* 
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flefproc^eiten  botjutftun,  nämlid^,  ia$  tiefe  juleftt  aufgefteCten  jwei 
©^fteme  öon  ®(eicftungen  jene  in  (13)  unb  (14)  jur  Jolge  ^abett- 
Snit  ber  aWitt^eitung  ber  Segtönbung  biefer  um9efel)rten  Slugfage 
werben  wir  und  in  ber  näd^ilfolgenben  9lt.  befafien. 

383.  Sei  ber  Seweiöfä^rung  bed  ^tugflangö  Dorberge^enber  "Sflv. 
erwähnten  umgefe{)rtett  0al^ed  werben  wir  jene  Seflanbtfteite  in 
Äflrje  unb  gewiflernta^en  nur  Dorbeige^enb  beröftren,  ju  benen  analoge 
in  bem  ^aUe  nod^  epijliren,  wo  V  eine  gunction  nur  einer  95aria» 
beln  t)orauögefeftt  warb;  woburd)  allein  unß  möglich  wirb,  o^ne 
aibbrud^  an  Strenge,  lebigficö  burd^  93ernteibung  unnuljer  SSJieber« 
botungen,  eine  (5rteicl)terung  in -ber  Ueber|id)t  beä  ®anged  biefer 
Seweiöfubrnng  ju  erjielen. 

S)a$  auö  ben  ©teic^ungen  in  (16)  unb  (16')  t}ai  S^oppetftjlem 
ber  ®Uicl)ungett  in  (15)  in  äbnlic^er  2Beife  bergeflettt  werben  lonn, 
aU  in  9lr-  373  and  ben  ©teic^ungen  in  (6)  bad  ©^flem  in  (5)  ju 
jieben  nacfegewiefen  warb,  leut^tet  beim  bloßen  ^inbticf  auf  befagte 
©leid^unjen  ein;  baber  erübriget  und  nocb,  fa'mnitlicbe  in  (13)  unb 
(14)entt)aftenen  ©teicftungen,  aö  folgen  Iti  $)oppeIfp(l^ntö  in  (15) 
barjutbum 

Sie  ©leicftungen  in  (13)  unb  (14)  umfafien  öier  abgefonberte 
©^flcme,  biefe  wollen  wir  einjeln  ober  abgefonbert  pornebmen, 
unb  iebed.  qli  eine  golge  bed  S)oppeIftjlemd  ber  ©leic^ungen  in  (15) 
bart^un. 

a.  £)ie  ®Ici(bung  (13).  QSerfä'brt  man  mit  jebem  ber  ©^fleme 
in  (15),  mit  bem  jur  fiinfen  in  gleicher  unb  mit  bem  jur  SKed)* 
tm  in  analoger  2Beife,  wie  in  9lr.  374  mit  bem  @9ftemiber 
®I^i4)ungen  in  (5);  nimmt  hierauf  bann  bie  0amme  beiber 
i^rgebnijfc :  fo  gelangt  man  nad)  einer  Sntegration  biefeö  ©um* 
menergebnifieö,  mit  3ujiebung  beö  am  angefahrten  Orte  gelten^ 
gemachten  ©runbeö  betreffenb  bie  SlulKfeliung  ber  Sntegration^* 
conilante,  genau  auf  bie  angefönbigte  ©leic^ung  in  (13), 
b/ ^aä  elftem  ber  ©Icicftungen  in  (14),  fo  au^  ber 
erften  bieffr  brei  ©lelc^ungen  feerporgebt  SDiefeß 
@9ft^m  gebt  4u^  bem  jur  fiinfen  in  (15)  beflnbHcben  ©lei^un» 
.  genfpiler»  genau  in  berfelben  ,2ßeife  berpor,  wje  wir  bei  2>if» 
fep^njiolfuwtiww  einer  SJJariöbein^  in  ber  jflv.  376  fä'mmtUcbe 
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©leidfettttgen  itt  (4),  cU  Jelgeti  bec  ©leid^tmgett  in  (5)  borge* 
{leat  ^aben. 

c.  3>ai  au6  In  ^weiten  ©leid^ung  in  (14)  ju  jie^enbe 
©^jlem  Don  ©tcicftungen-  Sc{)anMt  man  iai  ©ijflem 
jur  9led)ten  in  (15)  analog  wie  in  bem  üotauögeftenben  gatte 
baö  @^flem  jut  fiinfen  beftanbelt  werben  tttuftfe;.fo  jleffen  fxdj 
Wiij  He  gegenmärttg  ongetänbigten  @Ietc^ungen  alä  9o(gen  ber 
©W^ungen  in  (15)  bor. 

d.  SJ)ag  ter  britten  unter- ben  ©leid^ungen  in  (I4)ettN 
fpred)enbe  0^fl:em  Don  ©leidbungen.  Slntiö  biefed  ©q* 
(lern,  bad  aUetbing*  fein  Slnatogon  in  bem  gatte  tjat,  wenn 
V  6(0^  S^iffecenjial^nction  einer  Jöoriabeln  Dorflefft,  ftettt  ficft 
cHi  Solge  ber  ©Ieid)ungen  in  (15)  bar^  wie  fofort  eigene  bar« 
geftan  werben  fott. 

Sebenft  ntan  nämlich,  \>a^  bie  in  9lr,  375  aufgejlettten  allgemein 
nen  ©leid^ungen  nid)t  nur  wenn  bie  Function  F  bafelbjl  bie  ©rö^n 
X,  xi,  X2,  X3,  .  ,  ••  entWItr  fonbern  aud)  bann  nod)  Sejlanb 
Öaben,  wenn  biefetbe  gunction  übecbief  nocb  Don  ben  in  ben  ©lei^ 
cl)ungen  (11)  fejlgejlettten  ©rö^en  y,  yi,  72,  •  -  .  .  abWngig  ifl; 
fo  finb  wir  aud)  jur  5lufileffung  jweier  ju  ben  in  (7)  Sir.  376  ganj 
analogen  ©feid^ungen  berechtiget,  bie,  mit  biefen  vereint,  folgenbed 
®9fl:em  barbieten: 


(i7) 


aWitteljl  biefer  ^^iilfögleidbungen ,  in  benen  F  irgenb  eine  Function 
ber  fä'mmtllc^en  in  (11)  Dorfommenben  ©rofen  Dorfleßt,  unb  in 
welchen  p  jebe  ber  ^atiUn: 

1,2,    3,4,    5 ,   .  .  .  .  m-l 
unb  q  jebe  ber  folgenben: 

1 ,    2 ,    3 ,    4 ,    5 ,  .  .  .  .  »—1 

borileaen  foff,  fättt  ed  nid)t  me^  f*wer  wüfy  He  «egcnwÄrt^  iit 
Siebe  (leftenben  ©(eicfeurtgen,  aö  golgen  ber  in  (15)  barautbun,  wie 
wir  folc^ed  für  eine  Slbt^etCung  wenigjiend  eigend  jeigen  wotten. 


d(d.F)          ,      dF 
■TT^^^-   dx    ' 

dxp     '~      '   dxi»         dxp-i 

d(d.F)          -      dF 
dy    =^^-    dy    ' 

d(d.F)   _   ,      dF            dF 

dyq         '^         *     4yq         '        dyq-1 
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S^iffetenjirt  man  nämßd^  ixt  U%tt  betr  ®M(!iiun%tn  Ui  69flemd 
Httf erlaub  in  (15)  partiell  nac^  y,;  fo  bietet  unter  Im  ^ölfSglei* 
d^unflen  in  (17)  ^ie  jweite  auf  ber  jweiten  Seile  folgenbed  Srgefr» 
ni$  bar: 

d   —  HH    ^^   —    dgy 

dy,  dy<i-i   "^   dxdyq 

JWit  9lu6na{)me  ber  erften  unb  lefetcn  Oleid^ung  mi  Um  ©^fleme 
tecftter{)anb  in  (15)  ijl  iebe  andere  Mefed  ©^flentd  Don  fotgenber 
Sorni: 

dyq 

Wfferenjirt  man  Wefe  partiett  nad)  %  mi  bertl(fft(^ti8tt  bie  erfle 
auf  ter  erjlen  Seite  in  (17)  befinbftc^  ^illfSäleic^ung,  fo  fleöt  ftd) 
folgenbe  Oleic^ung  fterauö: 

dY^'51-^^      ^        dY^'^t^  _     d2V 
dx  *    dx  dyqdx 

SBirb  nun  biefe  ®leid)unä  Don  ber  Dorigen,  burcf)  partieffeg  bif» 
ferenjiren  gewonnenen,  fubtra^rt;  fo  er^ütt  man : 

d      dX    _,      ^^    —  d      dY|^  ^  dY^ 
dy<i  dyq.i  *     dx  dx      * 

S^ifferenjiren  wir  ferner  Don  ben  ®Ieid)ungen  in  (15)  bie  le|te  atid 
bem  ®i)fleme  tinferfeanb  partiett  nad)  yn,  bie  erfle  aixi  bem  Ö^fteme 
rec^ter^anb  partiett  nacfe  x,  beräcfltdötigen  aber  bei  ber  erftern 
partietten  S^ifferenjiation  bie  betreffenbe  ^ä(fdglei(l)ung  anä  (17),  fo 
flettt  ber  Unterfcfeieb  biefer  beiben  (irgebnifie  bie  fotgenbe  ®lei* 
(i^ungbar: 

,     dX  dX         dY^"'*> 

dyn  dyn-i  dx 

nac^  bem  getroffenen  Uebereinfommen  in  9lr.  381  i(l  X  unabMngig 
Don  y«,  bafeer  ^at  mal): 

,dy«  /      r         -f  jy^^  ,  ^ 

fonadö  M  man  folgenbe  ©leic^ung: 

dX     _  dY^"'*^ 
dyn.i dT^*    /  W 
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aKit  ^iilfie  btefer  bitM  Ik  ))orige  (i)^  wenn  fSt  q  nad^  un^  nadb 
Me  5Bert^)e: 

n  —  1  ,   n  — 2  ,....3,2,1 

gefegt  werben,  ein  ©Aftern  öon  ®teid)ungen  bar,  beren  attgemeiner 
SXeprÄfentant  burcft  bie  folgenbe  ©leic^ung  bargeftettt  werben  lann: 

dyp-    "~       dx  ' ' 

wenn  man  in  berfelben  p"  jeben  ber  QBertfee  0,  1,  2,  3, , ,  (n—l) 
fein  Wgt;.  weld)e,  wie  wir  Uta  öprgefefet,  mit  jener  3lbtbeiluiig, 
fo  auä  ber  britten  ®Ieicf)ung  in  (14)  bei  ber  5(nna()me  k"  =  0 
gefolgert  werben  fann,  ibentifd)  ift.  —  3n  ganj  ä^nlic^er  93Jeife 
flefft  man  mi  bem  2>oppeIf9fteme  in  .(15)  ©leicfeungen  ^er,  bie  mit 
benen  aui  ber  britten  ©leid^ung  in  (14)  bei  ben  fucceffiüen  9ln« 
nahmen: 

k"  =  1  ,    k"  =  2  ,    k''  =  3  ,   .  .  .  ,  ,  k"  =  m  —  1 , 

gefolgerten,  burd^aud  ibentifd)  flnb. 

S^urcb  ein  Bufammenfaffen  bed  in  k)or(iegenber  9lr.  SRitget^eitten 
feßen  wir  und  Dorerjl  jum  @d)lufie  berec!)tiget,  ba^,  bei  einem  3u* 
grunbelegen  ber  ©leic^ungen  in  (16)  unb  (16')  öorqnge^enber  9lr,, 
bie  ©feic^ungen  in  (13)  unb  (14)  ani  9lr.  381  aU  not{)wenbige 
Solgen  berfelben  herausgeben.  9lun  (tnb  aber  bie  le^tgenannten  bie 
einjig  wefentlic^en,  bamit  bei  3ugrunbelegung  ^  ber  ®teici)ungen 
(11),  ber  9(uSbru(l  jur  JRec^ten  in  @Ieid)ung  (12),  aö  integrable 
2>ifferenjialfunction  erfd)eine;  fonacft  wirb  fold)ed  mä:i  eintreten, 
wenn  bie  ©leidjungen  in  (16)  unb  (16')  weber  auf  einen  QBiberfprud) 
nodb  auf  irgenb  einen  3ufammenfeang  unter  ben  SJariabeln  ober 
beren  S^ifferenjialien  feinfSbren.  S:>iefeö  wirb  offenbar  erreicht, 
wenn  je  bie  erjle  ®leid)ung  in  iebem  biefer  jwei  ©^fteme,  ate  eine 
ibentifc^e  erfannt  wirb;  benn  bann  fteöen  bie  auf  biefen  folgenben  ®Iei= 
d)ungen,  in  beiben  e^flemen,  Seftimmungen  für  X,  X(^),  X^) . ., 
Y,  Y<*),  Y<2)  ...  bar,  weld)e  in  ben  2)ifferenjialauöbrucf  jur 
Siechten  in  @(eidl)ung  (12)  gefegt,  benfelben  in  eine  integrable  lineare 
2>ifferertjialfunction  Pon  x,  xi,  x^,  .  .  .  xm-i ,  y,  yi,  y2,  • .  yn-i 
umfeljen.  (B6  ilellen  fonacö  bie  erfle  ber  @leid)ungen  tn 
(16)  unb  bie  erfte  ber  ®leid)ungen  in  (16')  bie  einjig 

ütaabt,  IDiff.  u.  3nt.  dteätmng,  H.  21       ^ 
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not^menbiden  9ebingunddgUi(i)uttgen  hat,  bamittie  in 
9lr.  381  ijotflelegte  flebad^te  S^iffcrenjtqlfunction  V 
jweier  SJatiobeln  x  unb  y,  aU  ^rflebnif  einer  totalen 
S)iffetenjiation,  in  ber  bafelbft  befd^tiebenen  2Beife, 
etfannt  werbe. 

384*  5Iuä  ben  ©leidjungen  (16)  unb  (16')  laffen  ftcft  äfenli^e 
®leid)un9en  unb  in  ä^nKd)er  QBeife  {)erfletten,  ate  in  bem  ^atlt 
einer  93ariabe(n^  a\x6  ben  analogen  }u  biefen^  bie  (Steic^ungen  (10) 
ermatten  morben  (tnb.  S)ie  ^erflettung  jeboc^  biefer  analogen  ju 
(10)  für  ben  ijorliegenben  gaff  börfte  founi  irgenb  welker  eöiwie^ 
tigfeit  unterliegen;  baber  unterlagen  wir  auc^  folcfted/  unb  t^eilen 
nur  nod)  einen  befonbern  gatt  jur  5lnwenbung  ber  Doraudge^enben 
ottgemeinen  Srgebniffe  mit. 

SBenn  man: 

V  =  Pdx  +  Qdy 

annimmt,  wo  P  unb  Q  beliebige  ^w^cttonen  tjon  x  unb  y  Dor* 
ftetten;  fo  werben  wir  mit  Su^ietjung  ber  Dorauige^enben  attgemei* 
nen  (Brgebnifie  bie  Sebingung  ber  SntegrabilitÄt  biefer,  2)ifferen* 
tialfmtetion  ^erjufletten  fud^en. 
£)a  man  f^xiv: 

V  =  Px,  +  Qy, 

f)ot/  fo  ergeben  (tc^  folgenbe  ©leid^üngen: 

dV    '      dP  dp  dV         -^ 

TT  =  'dT^'"'  *  "dT  ^* '    dir  =  ^  • 

dV  dP  4Q  dV  -, 

"dT  ~  "dT  ^'  ■*■  "dT  ^'  •  "557  "="  ^  ' 
unb  mitbin  auc^  bie  folgenben: 

^     dV  dP  dP 

;^  •  liT  "^  "dj"  ^' "*• -dT  ^^  • 

,      dV  dQ  dQ 

aWit  ^öfle  biefer  Srgebnijfe  geben  bie  Sebingungdgleic^ungen  ber 
Sntegrabitität  ber  bier  vorgelegten  S^ifferenjialfunction  V,  bie  je  erfle 
ber  in  (16)  unb  (16')  aufgehellten  Olei^ungen,  in  folgenbe  öler: 
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welche  nur  bann  ibentifd)  befielen,  wenn  man: 

dP   _   dQ 
dy  dx 

k)oraudfe^t  ^eflebt  nun  biefe  Sebindungdgleic^ung  atö  ®leicl&f)eit, 
bann  wirb,  weil  bie  Oleicftungcn  in  (16)  unb  (160  nunmehr  fol- 
genbe  SefKnnnungen : 

X  =  P  unb  Y  =  0 
barbieten,  bie  aögemeine  ©leic^ung  (12)  in  folgenbe  übtt^tiitti: 

d.V  =  Pdx  -f-  Qdy  ; 

unb  ber  3luäbrutf  jut  JRed)ten  wirb,  nad)  bet  affflenteinen  Seweid* 
fij^riing,  ein  üoßflfinbiged  S^ifferenjiale  öon  x  unb  y  fein,  bad,  in 
UebereinfKmmung  mit  bem  Sl)eorem  in  9lr.  282,  nacft  ben  ba» 
fetbfl  ntit9etl)eilten  9Sorfcl)riften  integrirt,  bod  Sntegrale  t)on  V, 
tiümlxtl^  V,  alö  Function  Don  x,  y  unb  einer  wittM^rlic^en  Son« 
(lauten  barbieten  wirb- 

385.  9lacftbem  wir  aud)  ben  gaö,  wenn  V  eine  S)ifferenjiaU 
fltnction  jweier  QJariabeln,  irgenb  welcher  Ätaffenjabl  K  wrjleBt, 
in  afifen  feinen  wefentlid^ern  Steilen  beleuchtet  unb  begrfinbet  ^aben, 
eraci)ten  wir  eg  för  unnötig  <iuc^  noc^  bie  einjelnen  S^ife  bed  gaöed, 
wenn  V  eine  fold&e  S^ifferenjialfunction  mehrerer  SSariabeln  öorflefft, 
in  ftflematlfi^er  Slnorbnung  tjorjufübren  unb  biefelben  ju  begrflnben; 
bajjer  wir  und  nur  nocft  auf  bie  aWittJyeilung  ber  (gnbergebniffe  bie« 
feö  attgemeinften  gatted  befcftrönfen. 

QBenn  V  irgenb  eine  S)ifferenjiaIfunction  ber  kten 
Älaffe  einer  beliebigen  2lnjaM  i)on  SJariabelnx,  y,  z,.. 
üorflettt,  unb  iwat  ber  mten  Orbnung  in  Sejug  auf 
X,  ber  nten  in  Sejug  auf  y,  ber  pten  in  Sejug  auf  z 
u-f,  w.;  fo  ifl  biefelbe  einer  unmittelbar  Dor^ergeMn» 
ben  Sntegralfuncticn  fäbig,  bie  eine  jur  (k— l)ten 
Älaffe  gefebrenbe  ©ifferenjialfunction  ber  (m— I)ten 
Orbnung  in  Sejug  auf  x,  ber  (n— l)ten  Orbnung  in 
Sejug  auf  y,  ber  (p— l)ten\Orbnunfl  in  Seiug  auf  z 
u.  f.  w.  öor Hellen  wirb,  wenn  folgenbe  Sebingungdgtei» 
d)ungen: 
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0  =  -= d 

dz 

^  _  _d  V  _  ^    ^ 

dy  *   dyi    '  "    •   dy2  •  •  •  %     *^    «    *    dy«.  '  )         (A) 

dV 
0  = 


dz 
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dxj                 dxj                  ^ 

dV 

dx„ 

dyi               dy2 

dV 
dy.^ 

dzi               dz»                 ^ 

dV 

dZp 

bercn  Slnjafyl  gUidb  icc  bet  gegenfeitig  ttitabMttgigen 
Satiabeln  x,  y,  z,  .  .  .  ifl;  ibentifcf)  realifir.t  werben. 
3ur  95ereinf<jd)Uttg  ber  2>arfl:enung  {)at  man  ^ier  gleichwie  in 
ben  t)orauögefd)icften  jwei  gäffeft  fotgenbe  Oleic^ungen  fejlgefteflt: 

Xi   =   dx  ,     X2  =   dX|  ,     X3   =    dX2  ,    .    .    .    .    Xm  =    dXm-l  » 

yi  =  dy  ,    ya  =  dyi  ,    ys  =  dy«  ,  .  .  .  .  yn    =  dyn-i  ,     , 
Kl  =  dz  ,    Z2  =:  dz|  »    Z3  =  dz2  ,  .  .  .  .  Zp  .=  dzp.i  « 

QOBenn  feine  ber  in  (A)  jufantmengefteOten  Sebingungdgleic^ungen 
ibenAfdb  realiftrt  mirb^  bann  ifl  V  aud)  nad^  feiner  ber  93ariabetn 
eineö  mmittelbar  t)or^erget)enben  Sntegratö  fä^ig.  Seim  ibentifc^en 
(Einfreffen  einiger  biefer  Sebingungögleic^nngen,  j.  S.  ber  erften  unb 
}weiten/nic^t  aber  ber  übrigen;  bann  wirb  audb  V  nur  in  Sejie« 
bung  auf  x  unb  y,  mit  9Iudfd)Iiegung  üon  z  unb  ber  nad)  übrigen 
OJariabetUy  eined  unmittelbar  oor^erge^enben  3ntegra(d  fä^ig  fein, 
in  weld^em  ^ade  bie  le^genannten  Q3ariabeln  ate  eonflante  ®r5$en 
}u  be^anbetn  fein  werben.  Seim  (gintreffen  enblidb  <tB(er  biefer  9Je» 
bingungdgleic^ungen  in  (A),  bann  tä'ft  V  in  S^ejie^ung  auf  fämmt« 
li(J)e  ©ariabeln  eine  unmittelbar  üorberge^enbe  Sntegralfunction  ju, 
bie  fotgenbermaßen  bejKmmt  wirb. 

Sei  geflflellung  ber  ®Iei*ungen: 

X  =  -J^-d.^^d^.^_...(-i)-d-.^ 
dxt  dX2  dx3  ^  dxm 

x(*>UiL_d.^*d«.-^-...(-i)-d-il 

ax2  dx3  dx4  ^       '  dxm 

X(')  =  -^ld.-JI-.d^-^-...(-i)-d-.i^., 

dxj  dx4  dxj  ^      '  dxm  '  )  (C) 

x(-»)  =  J^-d.i^   * 

dXm.1  dXM    * 

dXm 
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dV      .    *v  dv  ^^t  dv 

Y  =  -= d  .  -3 —  -»-  d*.  -3 ...  ( — 1)     d     .  -3 — 

dyi  dya  dyj  dyn 

Y<«)  =  ^-d.-JI-.d..4^  -  .  .  .  (~.)-d- -Jl 

dy2  dys  dy^  dy» 

dys  dy4  dys  /  dy«      )(C0 


^■-=^-'-^- 

'^-'=^- 

dV        ,     dV    .   ,,    dV 
Z  =  -r d  . H  d*.  -j —  —  . 

dZi                    dZ2                   dZ3 

•■'-»^■"•'-^. 

dz2              dzj              dz4 

■■'-"^<""-&' 

dZ3                    dZ4                    dZ5 

■  <-)-'""-s-. 

VC") 

Z<r-)=:-5e.-d.-^ 
dzp.i  dZp^ 

^  -    dz,.  ' 

U.  f.  W,, 

ge^t  in  bet  ©leidbunfl:^ 

d.V'  =  Xdx  -f-  X^^>dxi  H-  Xf*>d352  ^  .  .  .  .  ^  X^-*Mx«i-i 
-^  Ydy  -H  Y^^>dy,  -*-  Y^^^y,  ^  .  .  •.  .  ^.  Y<»-*>dyn.i 
-f-  Zdz  -f-  Z^^Mzi  -#-  Z^*^dz8  -i-  .  .  .  .  ^  Z<P-'>dzp.i 
-^         .•".... ,        (D) 

ber  ^(udbrud  red^ter^anb  Dom  ®letcl^^eitd)eic^en  in 
ein  ouf  fÄmmtUd)e  SBariabeln: 

X  »    3C|  ,     X2 ,    .  .  .    y  ,     ya  ,     y^     .  .. .    z  ,     Z|  ,     z«  ,    .  .  .  U.  f.  to. 

bejöglidbed  üotlflÄnbig^d  obct:  integrirbötedS^ifferen* 
jiale  über,  hai,  nad)  9lr.  285  integrirt  unb  butd)  V 
bargefleUt/  bie  unmittelbar  DotbergeMnbe  SntegtaU 
function  )u  V/  mit  Seoc^tang  bet  ®leid)un3en  in  (B); 
barbieten  wirb.    S)iefe  Snteflratfitnction  V  wirb,   faffö  bie 
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Xlaffettjd^l  k>l  ifl;  feine  wxülüf)xlx(i)t  Sottflante  mitführen;  nm 
bei  k  =  i  fattn  eine  fold^e  eingeführt  wetzen. 

386.    Wtxt  ^er  ^(nwentung  ber  in  k)orange^enber  9tr*  lufam» 
ntengefleaten  aQgemeinen  ^rgebniffe  auf  ben  befonbern  ^aü: 

V  =  Mdx2 + Ndy«  +  Pdz«  :^  Qdxdy  i-  Rdzdx  +  Sdydz  +  Td^x  +  Üd^y  +  Wd^z. 

fd^Iie^en  wir  bie  Unterfud^ungen  übet  SntegrabilitÄt  nic^tlinearer 
ttte^rgliebrifler  S^ifferenjialfunctionen.  ^ 

2)a  man  nad),  ben  öffgemeinen  ©leic^ungen  (B) : 

V  =  Mxi«  +  Nyi»  +  Pzi»  :F  Qxiyj  +  Rzix,  +  SyiZt  i  Txa  +  ry2  +  Wzj 

M/  fo  ergeben  flc^,  wenn  M,  N,  P,  Q,  R,  S,  T,  U,  W  aW 
beliebige  gfunctionen  Don  x,  y,  z  auftreten ^  folgenbe  Gleichungen: 
dV        dM       ,  _    dN       ,         dP       , 

dO  dR  dS  dT  dU  dW 

"*"-dr^'y^-^ir^^^^"^-dry^"^-*-dr'*-*-iry*-^ir*»' 

dV        dM       ,  dN       ,  dP        , 

dp  dR  dS  dT  du  dW 

•*--dr^'^^"*""dr'^"'"^^^*"^"^"3F'''"*""37y«"*^  d7"^' 

dV        dM      .  dN       ,  <JP       , 

d7=-dr^*'*-dry''-"-dr"«' 

dQ  dR  dS  dT  dU  dW 

"*-dr^»y'-*-"dr"*^^"*-dry^"^*dr^^-*'dry^-*-  dr^^- 

-j^  =r  2Mxi  -#-  Qy,  H-  Rz,  , 
dxi 

dV 

.^j—  =  2Nyi  ^  Szj  -*-  Qxi  , 
ayt 

dV 
—  =  2PziH-Rxi-i-Syt, 

il  -T      J*I--Ü      ^^w. 
QXi  Cyj  uz; 

t)te  ftöii  U^ttxn  l)iefec  @Ietd)un9en  fügten  auf  folgenbc; 

_.  dV       „  dM     -        dO      »        dR     » 
•»•s;  =  2  -;ä^  '^''  *  IT  ^*   "^  Tz-  ^'' 

/dM      dQ\  /dR       „dM\  /dQ      dR\ 

-•-     2  Mxj  -♦■  Qy2  •«-  Rz2  , 
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.  dv        dO      ,      „  dN     ,        dS      , 

MQ        äN\         _/dS^dQ\  /„dN       dS\ 

-^  (d7*'dT)^'y'*(dr-^^)='»*'-^(''ir-^;iy)  ^•*' 

.  dV         dR       ,  dS       ,        „    dP       , 

•'•3i;  =  -dr^''*-dry'  **^/' 

^  /dR  ^  dS\         _/<,dP  ^dR\         ^/dS,     ,  dP\ 

-^  (dF*  d?r^'*('-cnr*-di-f^"-^(dr-*-^-dy)  y"; 

-I-  Rx2  -•-"  Syj  -•-  2  Psj  , 

^      dV  dT  dT  dT 

•*  •  liT  =  "HT  **  •*■   dy   y«  -^  IT*" 
.     dV  du  du  du 

*•  •  1^  =  -ar  *•  -^  -dT  ^"  ■*"dr  "  • 

.     dV  dW  dW  dW 

•^•i^  =  -dr*'  -»--dr^**^*»*' 

enbKc^  werten  auä  (en  ttei  tel^tecn  biefetr  @Iei^iotaen  lU  folflenten 
gejoflen: 


dV    _  d2T      ,         d^T      ,         d«T 
"dir  ~  "SJ  **    "*"  !?■  ^'  1^ 


d«T  „    d«T  „    d»T 

dT  dT  dT 


dV    _  d*ü      ,         mi     ,  d»ü 

1^    -    dx*  **    "*■    dy»   ^^    "*■    dz» 


^  „    d»U  „    d»ü  _  -    d«ü 

-^  2  didF  *'^'  *  *   didl  "»*»  *  *  dTdl  ^**' 

du  dU  dU 

■^  IT  *»  ■*■  "dT  '''  *  "HT  =^  • 

.,    dV  d»W      -  d«W      ,  ■       d»W  ,  - 

d»W  d«W  „    d»W 

■*■'  didr  *'y'  -^  ^  d^  **'*■*•  '^  d?dr  y^"' 


dW  dW  dW 

*  dT^'^-^y'-^-dT^V- 
^ie  »ocgeleate  2)ifferettjt(»IfuncHott,  mit  l>et  aöflemeinen  V  »ocan. 
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ge^enber  Sit.  üerglicften,  bietet  juerjl:  , 

bar;  \>at)et  ge^n  bie  aUgemetnen  Sebingung^glet^ungen  (A)  bafelbfl/ 
joetmöge  ber  ootattögefd^tdten  ©leic^uitgen/  in  folgenbe  übet: 

„  /  dM  d«T\  ,_/dN  dQ^d«T\  .  /dP  dR  .  d«T\  , 
"  =  (-■ ST -^ d^) "'' -^ ( dT -17  +  di?) y*  - ( d7 -  dT  +  dP-) *'' 

j.«/  dM.  d«T\         .    /  dMj^d'TN  /dS  dR    dQ  ^„  d'T\ 

+2(-d7+di^)^«y*+2(-dr+d-i^)=''''+(dr-dF-^+'d7d-.)y'^* 

„  /dM  dQ^d«U\  »./dN^d2U\  -./dP  ^S^d«ü\  .  . 
^„/dN     d«ü\        ^/dR   dQ    dS^„d«ü\        .„/dN^d^üN 

+2(-dr+did>)*'y*'(dF-^-dr+2dir.)^'*'+Vdr^J?äi)  ^•"*  - 

-^(-*?+-d?+d7)'''^'r  ^/'^  V   ^  ■^/'" 

„      /dM     dR^d»W\     ,./dN      dS^d»W\     ,,/    dP^dJW\     - 

,  °=(-dr-dr+di?)"**+(-dr-dF^i^)'^'  '(--dr'-d^)"' 

/dp   dR    <IS^„d»W\        x„/dP.d«W\        ^„/dPj^daW\ 

•♦•(d.  dy  dx"^diryj''y'^"(-d;^-^didi)"'''"^(--d7^dFd£r'^' 

iveld^e  nur  bann  ibentifc^  realiilrt  tvecben,  wenn  jebei:  bet  S«(tot:en 
öon: 

xi*  >  y»' »  *i*  t   xiyi .  ^ixi .  yi»!  >    «« .ya .  *s 
in  jebet  biefec  @Ieict)ungen  ibentifc^  in  9lu(l  äbetge^t 

^ai  9lu(l(fel$en  ber  ^ottocen  bon  xj,  y2,  zj  in  jeber  biefer  brei 
SJebingunflögteidjungen  fu^rt  auf  fbtgenbe  fecfeö  ©leidjungen : 

M-il-     N-iH    p-iw  . 

^       dU        dT      „      ,dT         dW      „        dW        du      (     ^"^ 
^        dx  dy  dz  dx  dy  da       ' 

unb  la  bei  ber  ^nna^me  bed  ibetitifdjen  Skflonb^aben^  biefer  fec^ 
©(eid^ungen  fämmtK^e  Dor^in  erwät)nten  So^toren  in  ^lullen  über« 
Ae^en:  f»  {tnb  toir  }ur  9(udfage  berechtiget,  baf  bne  t^xtv  Dorge> 
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legteS^iffetenjialfunctiott  unmittetbared  ©tgebni^  ei* 
ner  totolen  S^ifferenjiatiott  einer  >ie  QJatiabeln  x,  y, 
z,  dx,  dy,  dz  implicitettben  Function  fein  voivi,  m'erin 
bie  eben  aufgeflenten  ©(eic^ungen  in  (a)  ald  ©leicb» 
Reiten   erfannt  werben. 

Unter  ber  5(nna()me  be6  ibenHfcl)en  Sejlanbfeabenä  biefer  Sebin* 
gungädlei^ungen  in  (a)  bieten  bie  oben  oufgeiledten  ©leic^ungen^ 
nacft  ben  attgemeinen  ©ftid^ungen  (C),  (C),  (C")  Dorange^enber 
9lr.>  folgenbe  SejHmmungen  ^t 

X,    X<*>.   Y,   Y*^>,    Z,    Z^*> 
bar: 

tH>tt  aüöi,  bta^ttni  Ut  SSebingungögletcftungen  (a),  folgenbe: 

dx  "^  dx 

QBerben  biefe  ^gebnifie  in  bie  affgenteine  ©leic^ung  (D)  ^orange* 
^enber  9lr.  gefegt ,  fo  geftt  fold)e  über  in: 

d.V  =  (Mxi  +  -^  y, .+  ^  z,)  dx  -*■  Tdxi 
■*"  (4^  X,  +  ^  yi  +  P  z,  )  dz  +  Wdz,  , 

in  ber  beim  (gintreffen  ber  Sebingungägleid^ungen  (a),  ber  Sluöbrucf 
jur  giedfeten  eine  oottflÄnbige  ober  integrirbare  lineare  S)ifferenjiaU 
fiinction  DorfleUt  SBir  f)aben  auc^  in  ber  S^at  befagte  S^ifferenjiaU 
function  nad)  9lr.  285  integrirt^  unb  ftnb  mit  bejlänbiger  3u)ie^ung 
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bet  S)e(ttt8un:d^let(i^unaeti  (a)  auf  folgnibe  ^iKmmima  fft^  V^ 
gelangt: 

Txi  •«-  üyi  -f-.  Wj6i  -*-  Con$t.  j 

teflituirt  man  aber  für  xi,  yi,  zi  beten  2Bertt)e  dx,*dy,  dz,  fo 
fleUf  (tc6  fdt  bie  n^tll[!tibrlid)e  Sntegtationjconflante  ber  9luIIwett^ 
fteraüÄ  unb  man  feat: 

V  =  Tdx  -4-  üdy  -k  Wdz  , 

fo  ba$  man,  beim  Eintreffen  ber  Sebingungögleicftungen  (a),  bie 
Seflimmungöglei^ung : 

hqt,  wo  V  bie  am  Eingange  vorgelegte  S)ifferenjialfunctiw  ijl 

^Inmerfung.    9Ran  toßr&e  tmn,  toenti  moti  dt  btn  Sebtngmig^Ms 
(jungen  (a): 

T=:0,U  =  0,W  =  0 

annähmt,  in  btt  IDletnung,  bobutcb  bte  Sebingung^gUtcbungen  ber  Stttegra« 
bUttSt  folgenbec  £tffetenaia(fttitctl0n: 

Mdx2  -«-  Ndy2  -#-  Pdz»  -•-  Qdxdy  -*-  Rdzdx  n-  Sdydz 

5U  tratdett«  —  ^Ocrbing«  entf)el^t  btefc  S)tff(rensiaIfmtctton  au^  btt  am  Qim 
gange  btefer  S^r.  Mrgelegten,  mnn  in  Uittttt  T  =  o,ü  =  0,W  =  0 
angenommen  wirb;  aUgemetner  wirb  aber  folcbe  burcb  bit  SInnabme,  bte  S>iU 
feren^ialien  dx,  dy,  dz  ftnb  nnenbltcb  ffeinwerbenbe  conftante  ®rofen, 
au^  berfelben  gefolgert,  wo  bann  bte  Soeffteienten  T,  U  unb  W  ffluüi 
wert^e  ober  beliebige  gfurictlonen  ^cn  x,  y,  z  t^orfleQen  fonnen.  —  SBenn 
bemnacb  aui  btn  93ebtngungdg(e{(^ungen  (a)  bte  S3ebtngungen  ber  3ntegras 
biiität  ber  gegenwärtig  In  9tebe  flebenben  (ber  aule^t  aufgefteOten)  Sifferen? 
}la(function  ^u  folgern  finb;  fo  elimlnlre  man  Dorerfl  aui  bett  S3e6ingungdg(e{' 
(bungen  In  (a)  biefe  (Soefficienten  ober  Sfunctionen  T,  U,  Wt  ba«  <Srgebnl0 
blefer  (Elimination  wirb  bmn  ba^felbe  fein ,  bai  bte  ©lelcbungen  (3)  mu  344 
üH  ^(tmlnatfondergebnlf  ber  (Sroßen  A',  BS  C*  bargeboten,  m  fleden 
nSmdcb  blefe  cttirten  Okicbungen  bit  2ofung  beifelben  ^roblem^  vor,  wo  bte 
«u*fta6en  A,  B,C,  D,  E,  F  bafelbft  gegenwärtig  bur*  M,  N,  P. 
0,  R,  S  erfeftt  ffnb. 
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§.  I. 

S^arfletlittid  t)Qn  Functionen  einer  nni  me^retet  $a« 
riabeln  butc^  me&rfacfte  beftimmte  Sntegraliem 

387.  QBir  »nnten  We  im  etften  Sönbe,  in  ben  9lm.  169—171 
gewonnenen  ©Äfte  ju  ®runbe  legen,  um  eine  föt  fämmtfid^e  reetten 
fBitxtf)t  ler  affgemeinen  ®r&fe  conttnuirlid^e  gunetion  burcft  eine 
S^oppelintegtale  batjufleffen.  (£ine«  SE^eiteö  ftnb  wir  afeer  gegen- 
wärtig in  ber  Sage,  tiefe  dtirten  ®ä|e  in  größerer  ?(ffgemein^eit, 
üU  bort  gefi^a^,  mitjut^eilen,  woburd^  unä  auc^  eine  Function  mit 
beftimmten  SontinuitÄtögrenjen  ber  affgemeinen  ®rö|le  für  irgenb 
ein  SnterDaff  biefer  (Jontinuita't  burd)  ein  2)oppeIintegraIe  barju* 
fteffen  mögli^  wirb;  anbern  S^eileö  ^aben  wir  analoge  &&%t  ju 
biefen,  bie  auf  me()r  benn  einer  S3arta6eln  Sejug  t^ahm  unb  }ur 
£)atileffung  t^on  Functionen  mehrerer  93ariabe(n  bur^  mef)rfac^e 
Sntegralien  ftäferen,  gteid)faffö  nod^  mitjutöeiten:  bal)cr  jie^en  wir 
eö  Dor/öon  bem  an  ben  oben  citirten  (Steffen  JOTitget^eiften  ganj 
ab)ufe^en,  unb  ben  in  9lebe  ile^enben  ®egenilanb  in  feiner  Totalität 
unb  ^ffgemein^eit  im  t)or(iegenben  Paragraphen  }u  entwicfeln« 

388.  Um  nod)  affgemeinere,  aU  bie  in  ben  9lrn.  169  —  171 
beö  etjlen  Sanbed  gewonnenen  0a*§e  ju  erhalten,  geften  wir  gegen» 
wÄrtig  öonfolgenber  ©leic^ung  ani: 

A 

/  (fix)  Cos.  axdx  =  F(a)  .  (1) 

a 

3n  biefer  ©leid&ung  ne{)men  wir  bie  Sntegrationögrenjen  a  unb  A, 
(da  reeffe  mit  einerlei  S}t)r)eid)en  t)erfe^ene  @rb|lenan,  unter  benen 
aber  aud^  eine  gleich  dluO  fein  tann;  babei  feigen  wir   fefl,  ba^ 
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A— a  dfte  ütifleMore  pofttbe  ®t0|e  wtfidlt,  wtUtt  Sttingimg 
wir  in  Ux  gfolge  bet  Aürje  wegen  torc^: 

A  —  a  ==  -•- 

andeuten  »erben«  SHe  Sonetten  ^(x)  in  Mefer  Oleic^ung  fe(en  wir 
Don  ber  allgemeinen  ®r9f e  a  unabhängig/  wib  für  aUt  im  Sereic^e 
ber  Sntegrattonägrenjen  a  unb  A  faOenben  SBert^  Don  x  continitir» 
lic^  t>cvan6.  Setreffenb  enb(ic^  bie  Function  V(a],  bie  ben  »Bertb 
Iti  beftimmten  SntegraU  )ur  Sinten  repräfentirt,  wirb  folc^e  auc^ 
Don  ben  3ntegrattondgren}en  a  unb  A  bepenbiren;  allein  ba  bie. 
ana(9ttf(^en  Operationen  ^  bie  wir  biefe  ®Ieic^ung  (i)  unterjieben 
werben/  befagte  Srenjen  nic^t  weiter  betreffen^  baben  wir,  }u  SJer« 
einfad^ung  ber  2)ar|lettung;  beren  9(nwefenbett  in  ber  Function  F 
befonberö  berauöju^eben  ober  an}ubeuten  unter(a(fen. 

Sßirb  nun  bie  vorgelegte  ®(eic^ung  (1)  mit  Cos.x'ada  mu(« 
tiplicirt  unb  ju  beiben  leiten  t)om  @(eicf)beitd}eic^en  bie  Sutegra^» 
tion  nad^  a,  t>on  cc=0  b\ä  a  =  <x>,,  angebeutet;  wirb  bann  bad 
^robuft  Cos.ax  Cos.x^a  in  eine  (Summe  aufgelöst/  woburc^ber 
9(uäbru(t  linferbanb  vom  ©leid^beit^aeic^en  in  eine  6umme  jweier 
SDoppetintegratien  umgefel^t  werben  tann:  fo  fledt  (tc^  fotgenbe  @(ei« 
d^ung  beraub: 

J^/(p(x>Co».a(x'.x)dxdaf  r/g)(x)Cos.a(x'+x)dxda= 

in  ber  man  nodö  über  x'  beliebig  verfügen  lann.  ©rfWren  wirfo* 
nad()  x'  ate  reelle  ®röf e,  bie  poPtiD  ober  negativ  fein  foü,  je  nacft» 
bem  bad  gemeinfd)aftKdi)e  3eid)en  tyon  a  unb  A  pofttiD  ober  negativ 
im  fefeen  wir  biefelbe  ifberbieß  inner  biefen  ®röfen  tiegenb  vorauf, 
in  ber  9Q3eifey  baf  nadb  bem  oben  getroffenen  Uebereinlommen  foU 
genbe  S5ebingungdg(eic{}ungen: 

A  —  x'  =  -f-,     x'  —  a=:-l- 

©eflanb  baben:  fo  rebucirt  ftcft  ber  9luöl)rudt  aur  fiinfen  in  ber  ju- 
lefet  aufgeflettten  ®Ieidbung,  bead^tenb  nämlidb  bie  ®Iei(^ung: 

-OD 

f  Co«,  p  X  dx  =  0  * 

0 

bie  für  ieben  reeöen  nic^t  i|nenblid)fleinwerbenben  93Jertb  von  p 
beftebt,  lebigti(fe  auf  ba«  erfte  ®lieb,  nämlicft  auf: 
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3  S  ^^^^  Cos.a(x'  —  x)  dx  da  . 

So ,  dud)  bicfet  Stuöbtud,  bei:  mit  folgendem : 

//qp(x)qos.a(x'  — x)d«dx  , 


A 
a    0 

ober  au(^  mit  folgenbem 


/    jjrCos.«(x'-.x)d«L(x)dx 

flleic^bebeutenli  ift,  rebucirt  |tcl&  au«  9tei(J)em  ®runbe  auf: 

/         /Cos.«(x'-x)d«U:(x)dx, 

WO  ö  eine  uttcnblid^  Hcinwcrbenbe  ®t8ßc  repräfentitt  2>etttt  ver- 
möge bet  obigen  ®(eic^ung  f)at  man: 

jCos.a(x' — x)dä=0, 

für-  atte  2Bertfee  Don  x,  bie  um  eine  enblidbe  ®rö^e  üon  x'  Der* 
fcftieben  (tnb;  unb  ba  bie  ®röfe  x'  jwifct)en  ben  auf  x  bejüglid^en 
Sntegrationögrenjen,  alfo  imidjtn  a  unb  A,  ent()alten  ifl:  fo  er» 
fdjeint  lefetere  SBe^auptung  9erecl)tferti9et,  unb  bie  obige  a\x6  (1)  ge* 
wonnene  ®Iei(l^ung  gebt  nunmehr  in  folgenbe  über: 

f      fff(x)  Cos.a(x'-.x)  da  dx  =  2  fF(6c)  Co».x'a  da  , 

ober  antii  in: 

J«     »'"Ho  OS 

ff     (f(x)  Cos.a(x'  —  x)  dx  da  =  2  /  F(cO  Cos.x'a  da  . 

Um  ben  9{u^bru(f  Knier  ^anb  üom  ®Ieid)^)eitöjeic&en  weiter  ju  re» 
tuciren,  woöen  wir  mi  mit  bem  %^t\l  beöfelben  eigene  befaffen, 
ber  bie  auf  x  bejäglicfee  Integration  betrifft,  nämlich  mit: 

x'+Ä) 

S     y^^)  Cos.a(x'  —  x)  dx  . 

x'-ö) 

®irb  in  bemfelben  x  in  x'+x  umgefefet,  fo  bat  man: 

x'+ö>  -  +0) 

r     (f  (x)  Co«.a(x'  -  X)  dx  =  f  (^(x'  -i-  x)  Cos.a  x  dx  , 
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obetr  oudb: 

g?(x)Cos.a(x'  — x)dx=f    {  <jf(x'-i-x)-»-gD(x'— x)  >  Cos.axdx  , 
x'-tt)  0    (  ) 

and  itx,  mqm  Ut  unenMid}  timmtitnim  obetn  Sntegtjitionä« 
grettje,  bie  folgende  gejogen  wirb: 

x'+O)  C  ) 

f    g:(x)  Cos.a(x'  —  x) dx  =  w  {  g)(x'  -i-  w) -*-  (p(x'  —  co)  >  Cos.«  ct>  ; 

ed  ifl  aber  bie  gunction  g)(x)  fär  äffe  9Q3ert^e  Don  x  =  a  biö  x= A, 
aB  eine  conHnuirKc^e  borauägefel^t  tt^tim,  moburc^ : 

q(x'  -+■  o))  -f-  ^{x'  —  w)  =  2  gr)(xO 

gefeilt  werben  barf:  ba^er  ^at  man: 

x'+6> 

f    g:(x)  Cos.a(x'  —  x)  dx  =  5  cd  g;(xO  Cos.«  w  , 

x'-ö) 

unb  bie  obige  ®(eicl)ung  ge^t  nunmehr  in  folgenbe  ober: 

g)(xO o>  r  Coa.o)  a da  =  f  F(a)  Gos.x'a  da  • 

stellt  man  enbHc^  ia6  unbefli'mmte  ^robuft  auä  ber  unenbßd^  Hein« 
werbenben  ®röfe  a>  in  ben  unenbKd^  grofwerbenben  2Bert^  bed 

Sntegratö  fCos.oada  bnrcfe  M  ttot;  fo  erWU  «tan: 

0 

M^(x')  =/'F(«)Cos.x'ada,  (2) 

0 

in  ber  no(^  bie  Ermittelung  beö  unbeflimmten  gaftor^  M  übrig 
bleibt 

Snbem  wir  jur  SBejKmmung  biefed  unbelannten  galtorä  über» 
ge^en,  t>eben  wir  ben  Umftanb  ^eraui,  baf  berfelbe,  wit  bie  üor» 
^ergebenbe  Oleid&ung  jeigt,  t)on  ber  ieweiligen  Sefd^affen^eit  ber 
gunction  ^(x)  unabhängig  ijl;  baf  berfelbe  fotglid^  bei  iebweber 
aSerfiigung  über  biefe  gunction  ein  unb  benfelben  2Bert^  nur  bar:? 
bieten  lann. 

QQBirb  biefem  nadö 

g)(x)  =  xo  =r  1 

angenommen,  fo  ge^)t  bie  ©leid^ung  (1)  über  in: 
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-.,  .        Sin.  Aa  —  Stn.att 
F(«)  = , 

mi  tie  iute^t  «ufaefteate  adgemettie  ©leid^img  (3)  Hetet;  wegen: 

«)P(X')  =x'«=  1, 

folgende  S5efHmmunsä3leid)un3  fUt  M  tar: 


M=J-^ 


Sin.A««- Sin.aa  ^        ,     .  ,^» 

— '  Gos.x'a  4a  ,  (3) 


0 


fcie  öucfe,  wie  folgt,  geflcttt  werben  lann: 

Ja  Ja 

0  0 

_^  r  Sio.Cx*'»»)«   ^^  ^   r  Sin.(x^-a)«    . 
Ja  Ja' 

0  0 

Utti  üui  tiefet:  (SIeicfeuttg  bett  2Bertb  Don  M,  bei  ten  Detfc^iebenen 
9(nnabmen  ühtt  a  unb  A  3U  etmitte(n,  legen  wit  und  bie  im  etilen 
Sanbe  9lt.  159  aufgefleffte  Oleic^ung  (56)  üot:,  bte  fbtgenbetmafen 
geflellt  werben  fann: 


(4) 


OS 

I    i_  e      da  =  Arctang.  — 


(5) 


a^iefelbe  beflebt  Mof  für  pojttiüe  QBertfte  Don  m,  ben  Slnttwert^ 
jebocfe  mitbegriffen;  hingegen  finbet  fold^e,  tm  ani  ber '2)ebuction 
berfelben  errettet,  fowoW  föt  po|ttit)e  atö  negdtiDe  2Öertfee  Don  p 
etatt,  in  ber  QOSeife,  baf  ba«  beftimmte  Sntegraiejinferbanb,  je 
nac^bem  p  poftti))  ober  negotii  ifl,  ben  ppfttiDen  ober  negativen  Hei» 
flen  Sogen  üorftettt,  beffen  trigonometrifct)e  Slangente  burd^  ben  po« 

jtHüen  3aWenwert^  i  auögebrüdtt  wirb.  QBenn  fonad^  in  biefer 
®Ieicl)ung  (5)  m=0  ober  gleich  einer  unenMicfelleinwerbenben  poff- 
ittiDen  3a^I  angenommen  wirb;  fo  f^at  man: 

JSi^d«  =  ±f,  («) 

0 
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roo  iad  obere  oitv  untere  3eicl^ett  gUt^  je  nac^bem  p  einen  poittioen 
ober  einen  negativen  3a&Ienwertb.oorfleÖt 

2)iefed  ))oraudgefel^t  bietet  bie  ©leic^ung  (i),  wenn  a  unb  A, 
a(fo  and)  n',  pofttiDe  SBett^e  t)OT;fleII[en ,  bie  ben  SBebingungen 
A— x'=:+  unb  x'  — a  =  +  nacfelommen,  fotgenbe  SefUmmungö:» 
fiteid)unq  für  M  bar: 

2  2  2  2 

wenn  femer  a,  A  uijb  fonad^  aucfe  x'  negative  QBertfte  repräfentirem  bie 
benfetben  9(nn(il>nten,  A  — x'=+  unb  x'— a=+/  entfpred)en^ 
bann  jie^jt  man  auö  berfelben  ©leid&unfl  (4)  bie  fbtgenbe : 

«m/r  Tt  Tt  n  n 

2  2  2  2 

oW  SBefUmmungdgleic^ung  für  M ;  —  bei  ber  einen  wie  bei  ber  anbern 
SInnabnte  fonad),  wenn  nÄmliciö  a,  A'unb  x'  juflieidö  pojttit)  ober 
)ug(ei(6  negatip  (tnb/  wenn  man  nur : 

A  — •  x'  =:  -*-  unb  x'  —  a  =  -*- 

unb  folglich  aud^: 

A  —  a  =  -#- 

t)at,  (lettt  Itd^  eine  unb  biefelbe  SBefHmmung  für  M  ^eraui,  nämticfe: 
®irb  aber  eine  ber  SBebinc(ungen: 

A  —  x'  =  -4-,x'  —  a=:Hh, 

mit  ©eibe^altung  ber  übrigen,  burd)  eine  ber  fblgenben: 
A  —  x'  =  0  ober  x'  —  a  =  0 

erfe|t,  b.  %  wirb  M  unter  ber  5lnna^me  beflimmt,  x'  fleKt  einen 
ber  ©renjwertbe  A  ober  a  felbfl  Por;  bann  bietet  bie  ©leid^ung  (4) 
mit  Sujiebung  ber  ©leicfeung  (6),  bei  ber  Slnnabme  x'  =  a  fowoW/ 
ate  bei  ber  x=A,  bie  SBefWmmung: 

M=  £ 

4 

bar,  wobei  notftwenbig  im  erilen  gatte  a  unb  im  lefetem  A  pon 
SluÖ  Perfcfeieben  fein  muf[.  hingegen  jie^t  man,  bei  ber  9(nnabme: 
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X'  =  a  —  0, 
Mi  Utftibm  ®leici}un3  (4)  obet^  auf  eine-noc^  einleu^tettbete  9Seife, 
and  Ut  ®IeicJ)un9  (3)  ben  obi^ett  QQBertft  üon  M,  nämluft : 

M  =  ?; 

bettfelben  9Q3ert^  Don  M  jittbet  man,  wenn 

X'  =  A  =  0 
angenommen  wirb,  bei  S$erucfitct}tigun3  namentlid)  bed  Umfianbed, 
baj,  wegen  bet  Sebingung  A— a=+,  atebann  bie  untere  Snte» 
grationdgrenje  not^wenbig  einen  reellen  negatit)en  SBertb  Dorfledt 

2)iefe  brei  Seflimmungämomente  beö  gaftorÄ  M  berödjtclötigenb, 
bietet  bie  Oleic^ung  (2)  bie  Segränbung  fotgenben  ©afee«  bar. 

9Q3enn  a  unb  A  reelle  mit  gleicl)en  Seichen  üerfe^ene 
(Sröjen  Dorftellen,  bie  ber  Sebingung  A— a=+  ttaäi^ 
lommen,  unter  benen  aber  auif)  eine,  a  ober  A,  gTeic^ 
SluH  fein  fann;  wenn  j4»eitenÄ  q>{x)  eine  t)on  x=a  bid 
x  =  A  continuirtict)e  gunction  oon  x  DorfteHt;  wenn 
britteni  bie  Oleic^ung: 

A 

J*  <3P(x)Cos.«xdx  ==  F(a)  ,  (1) 

a 

aU  befle^enb  erfannt  wirb,  babei  aber  bie  allgemeine 
©röf  e  a  in  ber  gunction  ^(x)  nid)t  enthalten  ifl:  fo  be-- 
(le^t  auc^  bie  ©(ei^ung: 

gc(x')  =  ~  f*F(«jCos.x'«da  ,  (II) 

erftend  für  jene  QQSertfte  Don  x',  bie  folgenben  Sebin- 
gungen  nact)fommen: 

A  —  x'  =  •+  ,     x'  —  a   =r   4-  / 

unb  jweiten^J  aud)  nod^  für  x'=0,  faüi  eine  ber  Snte* 
grationdgrenjen,  a  ober  A,  gleid)  SluU  ifl;  bingegen 
begeben  unter  ben  glei(J)en  ^rfimiffen  fotgenbe  ®Ui- 
d)ungen: 

(piA)  ±=  —  f  *F(a)  Cos.A«  d«  ,  i 

}  (in) 

<3r(a)  =  —  f    F(«^)Cos:aadßf ,   i 

ialli  A  unb  a  enblid^e  ober  angebbare  SS^ertbe  Nben* 

Kaatc,  S>{flf.  It.  3iit.  {Red^nutig.  n.  22 
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389.  QBenn  Me  in  Dorange^etiter  9lr.  feflgeflellten  SBejeidönun» 
gen  biefeli^n  Bedeutungen  beibehalten  mi  unter  ben  gleichen  SBe« 
fct)rc[nfun9en  oud)  in  Dotliegenbec  9lr.  öuflreten,  fo  gelangt  man 
bei  Sugrunbelegung  ber  @Ieicl)ung: 

A 

/  qix)  Sin.ax  dx  =  F'(«}  , 

a 

WO  im  Sittgemeinen  F'(a)  eine  üon  F(cj)  Detfc^iebene  Function  Don 
a  fein  wirb,  wenn  folct)e  mit  Sin.x'ad«  multiplicirt  unb  bann  Don 
a=0  bii  a=(x>  integrivt  wirb,  auf  bie  ®leicl)ung: 

/  J>(x)Cos.a(x'-x)dxd«^J'J  ^  (x;Cos.«(x'+x)dxdar=2/F'(a)Sin.x'ada, 

Oft  0  a  0 

auö  ber  burd)  biefelben  Betrachtungen,  bie  wir  in  Dorange^enbet 
9lr.  über  bie  gan}  analoge  ©leic^ung  ongeflettt,  bie  folgenbe  gejo» 
gen  wirb: 

M  g  (xO  =  /F'(a)  Sin.x'a  da  , 

0 

WO  ber  unbeflimmte  gaftor  M  üon  ber  befonbern  SBefcfeaffen^eit  ber 
Function  g)(x)  burcftauö  unabWtigig  ift. 

^xtftn  5<Jftor  ju  beftimmen  nehmen  wir,  gleichwie  in  Dorange. 
^enber  9lr., 

(f  (x)  =  xo  rr  1 

an,  unb  ba  nunmebr: 

T^i,  V         Cos.aa  —  Cos.Aä 

YXa)  =  ^ 

ftd)  beraudflettt;  fo  ergiebt  ftd)  jur  SBeflimmung  t?on  M  bie  ©leie^ung: 


M 

0 

ober  auc^  bie  folgenbe 


00 

JCos,an  —  Cos.Aa    „.       ,     . 
Sin^x'aaa  , 


Ja  Ja 

0  0 

«    fSin.(A-.-x')«  ^^  ^   rSin.(A-x')«  ^^ 
Ja  J  a 
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Sef^attbtlt  man  tiefe  ©leid^ungett  unter  benfelben  brei  ^nna^men 
über  a  unb  A  wie  bte  ©leic^ungen  (3)  unb  (4)  üorange^entet  9lr., 
fo  bietet  auc^  icbe  berfelben  genau  We  9leict)e  Sejlimmung  föt  M 
aU  in  befagtet  Sit,  bar ;  fo  >af  wir  aud)  folgenben  ßat^y  aU  be^ 
grünbet  auffleöen  fönnen. 

9Q3enn  a  unbA  reelle,  mit  gleicl)en  3ei(^en  i)erfe^ene 
Oröfen  repräfentiren,  bie  ber  SBebingung  A  — a=  + 
nad&lommen,  unter  benen  eine,  a  ober  A,  aucft  gleich 
9lull  fein  lann;  wenn  g)(x)  öon  x=a  bx6  x=A  conti« 
nuirlid)  verbleibt;  wenn  enblic^  folgenbe  ®leicftung: 

A       ■  '  ' 

/  g;(x)Sin.«x  dx  =  F'(«)  ,  .    (IV) 

a 

WO  bie  allgemeine  ®röfe  «  in  g)(x)  nid)t  erfc^eint,  ali 
befleftenb  erlannt  wirb:  fo  befielt  aucl&  bie  ®leicl)ung:  • 

a)(x')  =  —  f^F'(a)  Sin.x'a  d«  (V) 

TT   ^'o 

junä'd)fl  für  alle  reellen  9a3ert^e  üon  x',  bie  ben  SBe^ 
bingiingen: 

A-»x'=:-i-,     x'  —  a=:-f- 

genügen,  wie  auc^  nocl&  fflr  x'i^O,  wenn  eine  ber  Snte* 
grationögrenjen, aober  A,glei(^  Slullifl;  unter  ben  glei« 
d)en  ^rämiffen  befielen  aber  bie  ©leid&ungen: 

(f(A)  =  —  fvXa)  Sin.A«  da  ,    j 

4    1         '  (  ^^^^ 

gr(8)  =  —  TF'C«)  Sin.aa  da  ,     \ 

wenn  a  unb  A  angebbare  SBert^e  i)orftellen. 

390.  SKit  3ugrunbelegung  ber  in  beiben  Dorauöge{)enben  9lrn, 
begrünbeten  (Sa'|e  ftnb  nfir  jebe  Function  einer  affgemeinen  ©röfe, 
für  alle  im  Seret(^e  jweier  3a()lengriJßen  faffenben  -QQBert^e  ber» 
felben,  innerhalb  beretf  bie  gunetion  nodö  continuirlixl)  ift,  burd) 
eine  2)oppelintegrale  barjufleffen  in  ber  Sage. 

9a3enn  bie  im  erjleren  biefer  @ä'^e  öorfommenbc  ©leic^ung  (I) 
mit  Cos.x'adrz  multiplicirt  unb  ^xtxawi  beiberfeitd  beö  ®leic^l)eitö. 
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}ei(^etid  mäi  a,  Don  a=0  bxi  d  =  <x> ,  integtitt  witb/  erhält  man 
bie  ®let(^uttg: 

/*/  <r(x)  Co«.«x  Cos.z'a  dx  drt  =:  /*?(«)  Cos.x'a  d«  ; 

wirb  nun  We  Oleicbung  (II)  beöfelben  0a|cö  jugcjogcn:  fo  gebt 
biefe  eben  aufgefleffte  ®leicl)un9  ober  in; 

<y(x')  =r  -H-/*/  7^(x)Cos.ax'Cos.axdxda  .  (7), 

^    0    » 

®ine  anafoge  ju  biefer  ©(eid^ung  mirb  ersten  ^  menn  man  Don 
bem  }meiten  bet  am  (Eingänge  erroäi)nt^n  &ä%t  auägeftt  SRuMp^ 
Bctrt  man  nämlid)  bie  ®Ieicl)un9  (IV)  biefed  ©afeed  mit  Siiux'ad«, 
t)erfäbtt  bann  mie  in  bem  eben  be()anbelten  ^alle  unb  jie^t  bie  ®Iet« 
dbunfl  (V)  beöfelben  ©a^ed  ju;  fo  tx^öXi  man  audö: 

.g:(x')  =  —  f*/  g?(x)  Sin.ax'  Sin.ax  dx  da  .  (8) 

^     0     a 

Sebe  biefer  jwei  ®leicl)un9en  (7)  unb  (8)  ftettt  bie  gunction  g)(xO 
burcft  ein  JBoppelintegrafe  aui^gebrücft  bar,  jebe  berfelben  befielt 
für  aöe  Sßert^^e  oon  x',  fo  jwifdi)en  a  unb  A  enthalten  (tnb;  babei 
unterliegen  jebocft  festere,  a  unb  A,  ber  SBefc^ränlung,  einerlei 
a3or}eici}en  }u  ^aben  unb  ber  ^(nfoberung: 

A  —  a  =  -I- 

nacftjufommen.  9Q3enn  eine  biefer  Sntegrationögrenjen  gleich  Slütt 
xfi,  bann  befielen  befagte  ®Ieid)ungen  auc^  noc^  für  x'=0;  bin» 
gegen  erhält  man,  mit  Sujiebung  ber  ®Ieid)ungen  (III)  unb  (VI) 
ber  öorangebenben  jwei  9lrn.,  entweber: 


ober: 


4   -«^^ 
g(A)  =■  —  r   r  <r(x)Cos.aACos.ax  dxda  , 

^  '6      a 
4       «ö    A 

<3P(a)  =  —  j'^j'  q((x)  Cos.rca  Cos.ax  dx  da  , 

^^     0     a 


4    i««»-^ 
^(A)  =  —  J  J   gr(x)Sin.ryASiii.cacdxda  , 

TT     0     • 

if(a)  =  —  r  J  7(x)  Sin.aa  Sin.ax  dx  da  , 

^     0     a 


(9) 


(iO) 
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wo  A  in  je  ber  etften  mi  a  in  je  bet  jweiten  Wefet:  (Slcicfeungen    ^ 
t)on  9lun  i)erfd)iebette.  2Bertf)e  repräfentirett. 

39 L  2)ie  ®(eicl)un9en  (7)  unb  (8)  öorangeftenbet  9lr^  unter» 
liegen  ber  Sefcf)vdnfun9,  nur  infofern  bie  Function  ^(x')  för  äffe 
inner()alb  a  unb  A  ent{)a(tenen  3a^(enwert()e  Don  x'  ju  repräfentiren, 
aU  biefe  ©renjwert^e  9(eid)e  QJorjeic^en  f)aben ;  jur  ^Ibleitung  einer 
bie  gunction  ^(x')  barjleffenben  ®Ieicl)un9,  bie  tM>n  biefer  Sefcl)rä'n« 
lung  frei  ifl,  übergeben  n?ir  nunme()r  unb  jwar  mit  3ugrunbe(egung 
ber  in  porange^enber  9lr.  geroonnenen  Srgebni(fe. 

Sorerfl  erinnern  wir,  bof  bie  ®Ieict)ungen  (7)  unb  (8)  and) 
bann  nod)  jug(eicl)  SBeftanb  l)aben,  wenn  für  x'  eine  unenblid)  Hein» 
werbenbe  ®rö^e  w  angenommen  wirb,  faff^  man  jugteid)  eine  ber 
Sntegrationögrenjcn,  a  ober  A,  unenblicftMeinroerbenb  Poraudfel^t. 

ffierben  fonad)  unter  biefer  SSerfitgung  über  x'  bie  2lu5brfl(fe 
re(feter()anb  ber  ®Ieicl)l)eitäjeicben  befagter  ®Ieict)ungen  einanber  gleidö 
gefefet;  fo  tiat  man  folgenbe  ®Iei(^ung: 

OB    "  eo    ^ 

jS  <3c(x)Sin.awSin.axdxda  =  j*  j*  gp(x)  Cos.aco  Cos.ax  dx  da  . 

0     a  0     a 

QSJerben  ferner  bie  ®leidöungen  (7)  unb  (8)  abbirt,  fo  erhält  man: 

(3p(x')  =  — J  f  (p(x)  [Cos,«x'  Cos.ax  •+-  Sin.ax'  Sin.ax]  dx  da  , 

-Ä    0     a 

a\x6  ber  erflenä,  wenn  x'  enbiicft  ifl,  bie  folgenbe: 

«      0     a 

unb  jweitenä,  wenn  x'=ö>  angenommen  wirb,  mit  Sujteftung  ber  ' 
porbin  aufgefleöten,  bie  folgenbe: 

(ffco)  =  —  r  f  g;(x)Cos.act)Cos.axdxd<x  , 
^  *^a    a 

ober  aucfe: 

<7(«)  =  — J*  J*  gp(x)  Cos.ax  dx  da  .  (12) 

T     0     a 

gejogen  wirb,  wenn  a  ober  A  gleidb  9l«ff  ift- 

2)ie  ®Ieicl)ung  (11),  bie  gleidbf^Jßö  für  äffe  QOSert^e  pon  x',  fo 
jwtfd^en  a  unb  A  enthalten  ftnb,  noc^  Seflanb  ^at,  weidbt/  wie  bie 
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lule^t  aufgefleOte  ©leid^uttg  (12)  iti%t,  iaxxn  t)on  im  @(ei(^)tn3ett 
(7)  unb  (8)  ab,  baß  wä^tetib  biefc  bei  Ut  9lttnabme  a=0  ober 
A=0  aud)  nod)  für  x'=0  ober  =«  Seflattb  babett,  jene  (11) 
foldbeg  nidjt  me^ir  i(t;  bet  9ludbtucf  jur  Steckten  bicfet  Oteicftung 
(11)  jiettt  na'mlic^  für  x'=0  blof  bie  ^ölftc  bed  9luäbrucfcd  jur 
fiittfen,  ober  üon  ^0)  bar.  üJlitteljl  biefer  ©gentbömttd)Ieit  ber 
©leid&ung  (11)  (tnb  wir  in  ber  Sage,  bad  Seflanb^aben  berfelben 
für  aüt  SBert^e  t)on  x\  bie  }mif(^en  a  unb  A  enthalten  tlnb,  auc^ 
bann  noct)  barjut^un ,  wenn  gleich  biefe  3a^Iengrof en  a  unb  A  mit 
entgegengefe^ten  ßeid^en  behaftet  (tnb,  wenn  nur,  mie  mir  b\&  ie^t 
beilänbig  üoraudgfe^t  ^aben, 

A  —  a  =  -4- 

berbleibt;  fo  baf  biefe  ©leicftung  (11)  bie  am  Eingänge  angefflnbigte 
®fetd^ung  abgeben  wirb. 

85et)or  wir  iebod^  jur  ©rftärtung  biefer  9luÄfage  tüberge^en, 
wolKen  wir  bie  oben  erwähnte  ®igent^ümUcl)leit  ber  ©leid^ung  (11) 
unmittelbar  a\xd  ber  ®(eic^ung  (7) ,  o^ne  3u}ie^ung  ber  ©leid^ng 
(8),  no*  einmal  bart^un. 

S)ie  @leid)ung  (7)  ifl  mit  folgenber: 

4p(x')=— /*/  (r(x)Cps.a(x'-x)dxda+— r*f  (p(x)Cos.a(x'+x)dxda(a) 

^     0     a  ^     0     •  ^ 

gteic^bebeutenb.  3Birb  nun  x'  Don  Slutt  Derfc^ieben  unb  jwifd&en 
a  unb' A  ent^altenb  üoraudgefefet,  bann  gefet  x'+x,  wenn  a  unb 
A  gleid^e  3eid^en  ^aben,  nie  in  9lull(  aber;  unb  ba  man  atöbann: 

J*  Cos.a(x' -t- x)  da  =  0 

^at:  fo  ge^t  biefe  ®Ieict)ung  in:^ 

(Fix*)  =  —f  f  ^(x)Cos.a(x'-.x)dxda 

^     0     a 

Über,  fallÄ,  wie  eben  erwähnt  warb,  x'  öo«  9lull(  t)erfct)ieben  ifl 
QQBirb  aber  in  berfelben  ©leicfeung  (a)  x'=0  gefefet;  fo  erhält  man 
bie  ®leict)ung: 

gr(0)  =  — J  f  g:(x)Co8.»xdxda  , 

7i    0     a 
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mldj^f  mit  Ux  Dor^etge^enben  t)emnt  /  bie  dlic^tigfeit  utiferer  oH> 
gen  ^u&fa%tf  bie  (Sigent^tirnnd^feit  ber  ©leid^ung  (11)  betreff enb^ 
auf  unjweibeutise  SBeife  bart^un^ 

SBit  äberge^en  nunmehr  juv  (Sr^ärtung  unfetet:  Dorigett  9e« 
^uptung^  baf  bie  ®(etc^ung  (11)  aud)  bann  nod)  ein  Seflanb  ^at^ 
wenn  g(eicl^  bie  3ntegration6gten)en  a  unb  A  entgegengefe^tec  3ei« 
t^en  (tnb* 

9la(^  bem  mad  in  ben  9lm.  313  —  315  libet  ben  3ufamnten^ang 
}wifcf)en  £)oppeIintegra(ien  unb  £)oppe(funtmen  mitgct^eilt  warb/ 
befielt/  wenn  a  negatip  unb  A  pofttip  Porau^gefe^t  wirb/  fo(genbe 
®(eicf)ung : 

f  f  q(x)  Cos.« (x'  —  x)  dx  d«  = 

0     a 

=  f*/  <r(x)Co5.«(x'-.x)dxd«  -♦-   f*/  (y(x)Cos.a(x'  — x)dxda, 

0     a  0     0 

banttiumal  namentUdö,  wenn  g)(x)  im  Sereid&e  ber  Snfegrationd» 
grenjen  pon  x,  pon  x=a  bx6  x=:A,  continuirlidfe  Perbleibt 

S)ad  erfte  S)oppeUntegrale  rec^td  Pom  ©leicfefeeitöjeidöen  biefer 
©teid^ung  ifl/  ba  wir  a  negatip  porauäfel^n/  für  fä'mmtUd^e  nega* 
tiPen  93Bert^e  Pon  x',  bie  ber  Sebingung: 

x'  —  a  =  -I- 

entfpredbeu/  Permöge  ber  obigen  ®leicl)ung  (11),  JKeprÄfentant  Pon 
Ä^(xO;  für  negatipe  SBert^e  Pon  x\  bie  biefer  Söebingung  nic^t 
nact)fommen/  einjig  unb  aQein  x^=.a  auidgenommen,  wie  auc^  fut 
atte  pojttiPen  ©ert^e  pon  x'  gebt  baö  befagte  I)oppeüntegrale  in 
Slutl  über,  benn  badfelbe  !ann  aucfe,  wie  folgt,  geftefft  werben: 

/    ^"Cos.«  (x'  -  X)  d«  U  (x)  dx  , 

unb  bad  beftimmte  Sntegrale  inner  ben  Älammern  Perfc^winbet  für 
biefe  aßertfee  üon  x' ;  enblicft  flettt  biefei  2)oppelintegraIe  für  x'=0, 
wie  bie  ®Ieid)ung  (12)  jeigt,  nur  bie  Hälfte  bei  OOSertbed  Pon 
yt  q>{o)  bar.  —  3(ud  ganj  at)nlid)en  ®ränben  ifl  baö  jweite  2)oppet» 
integrale  reci)td  Pom  ®leic^()eitd)eic^en  obiger  ®leic^ung  für  alle 
pojttiPen  QBertbe  Pon  x',  bie  ber  Sebingung: 

A  -  x'  —  -^ 


Digiti 


zedby  Google 


344  Stttegra(re(^ttuttg.   VIIL  391« 

nöcf)fommen,  \>tx  JXeptÄfcntat  öon  xg>ix^);  fflr  olle  pofItiDeii  ©ertfte 
Don  x%  tie  tiefer  ^ebingung  nic^t  tta(t){ontmen^  mit  aOeimser 
9(uöno^ttte  bed  ffiertfeeö  A  üon  x',  wie  au*  für  fämmtUc^e  ne* 
gati))en  Q33et:tf)e  tiefer  atKgemeinen  ®r5(e  gei)t  befagted  S)oppelinte« 
grale  jcbe^mal  in  9lu(K  über;  für  x'=:0  enbli*  bietet  badfelbe  Vit 
Hälfte  bed  QBertfeed  Don  :r^(o)  bar. 

5ltteä  biefed  jugegeben,  erfeettt  fofort,  bäf  bie  ©umme  ber  beibeti 
)u(el^t  befprod)enen  S^oppeKntegratieh ;  nämlich  ^  ba^  iai  £)oppe(« 
integrale: 

j*  J"  (jc(x)Cos.of  (x'  —  x)dxda  , 

0     4 

gan)  unferer  Se^auptung  gentä^^  ber  9lepräfentant  Pen  ;v^(xO  ift, 
b.  t).,  bie  ©teic^ung: 

•    (jr(x')  =  -- J  J   ()r(x)  Cos.«  (x'  -  x)  dx  da  , 

71      0     n 

befielet  für  atte  jwifdjen  a  unb  A  faßenben  2Bert&e  Pon  x'  qfö  ®{eic^» 
^eit,  wenn  g(eicl)  a  negatiP  unb  A  po|ttii)  angenommen  wirb. 

Um  enblic^  jU'  erfahren,  wie  ed  mit  ber  ©leic^ung  (11)  ju  galten 
fei^  wenn  für  x'  eine  ber  Sntegrationögrenjen  a  ober  A  gefegt 
wirb,  wenben  wir  unö  ben  oben  aufgefleßten  ©leid&ungen  in  (9)  unb 

(10)  JU, 

9lbbirt  man  je  bie  erflen  ber  ©leid&ungen  (9)  unb  (10),  wie 
aud)  je  bie  {weiten  berfelben,  fo  erbä'It  man  in  g(ei(^er  ^olge  bie 
folgenben  jwei  ®leid)ungen: 

q>{A)  =  -— f  f  (p^x)  Cos.a(A*-x)  dxd/x  ,   i 

2     «  l 

qr(a)  =r .  —  f   f  (f(x)  Cos.<x(a  -*-  x)  dx  da  ;    \ 

^    0     a 

ani  benen  ()erporge^t,  baf  ber  5(uöbrucf  jur  Kecftten  in  ©leicftung 

(11)  nur  bie  Hälfte  beä  5(uiJbru(fed  jur  fiinfen  berfelben  ©leic^ung 
repra'fentirt,  wenn  für  x'  eine  ber  Sntegrationögrenjen  a  ober  A 
gefeilt  wirb. 

(Sigentlic^  ftnb  biefe  lel^tern  ®Iei(6ungen  unter  ber  9{nnai)me 
abgeleitet,  a  unb  A  fleßen  mit  gteicfeen  Seichen  behaftete  3aWen- 
gröfen  Por;  biefelben  befielen  aber  auc^  unter  ber  entgegengefefetcn 
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^mafimtf  mie  mir  feld^ed  für  eine  fretfelben  eisend  nad^weifen 
motten* 

SBirb  Don  jebet  Siefteutigfeit  ber  guncHon  g)(xO  abgffe^en, 
fo  flettt  ^(A)  einen  einjigen  unb  ö'öttifl  fteilimmten  QQBectb  bar ;  je 
bie  erjle  ber  in  (9)  unb  in  (10)  aufgeftettten  ©feicftungen  befielt 
aber  audb  nod),  wenn  a=0  unb  A  eine  pofttiöe  ®röße  bocflettt: 
ba&et  bietet  auc^  bie  0umme  biefer  jmei  ©leicfeungen,  unter  eben 
ermähnter  93erfiigung  über  a  unb  A,  befagten  einjigen  SBert^  t>on 
^(A)  bar,  man  M.ttämlid): 

(f(A)  =z  —  f  C  g{x)Co8.a(A'^xydxda  ; 

-nun  rebucirt  (td^  auf  ben  9ludbrucf  jur  Sleclöten  biefer  ©leid&ung 
ber  9luäbrucf  aur  9lecl)ten  in  ber  erften  ber  ©leitftungen  (13),  wenn 
man  in  betttfe(ben  a  negatit)-  unb  A  pofttiD  Doraudfe^t,  ba  nämlic^ 
bad  auf  X  bejüglic^e  Sntegrale  in  bemfetben  in  eine  0umme  jweier, 
iai  eine  üon  x=a  biö  x=0  unb  iad  anbere  t)on  x=0  bid  x=A, 
jerfd'ttt  werben  lann  unb  erfiereö,  bad  t)on  x=:a  bid  x=0  attbann 
in  Slutt  übergebt:  folglich  flettt,  wie  behauptet  würbe,  ber  9(u«« 
brudf  jur  JKedbten  in  ben  erflen  ber  ®teid)ungen  (13)  ben  9Bertt) 
Don  ^XA)  auc^  bann  nodö  Dor,  wenn  au^  A  unb  a  entgegenge« 
fester  5eicfeen  |tnb,.  faffd  man  nur  A~  a=+,  f^at 

9Sertaufcf)en  wir  nun  in  ber  ©leicfeung  (11)  x'  mitx,  fo  (lettt  (tc^ 
ate  ^auptergebnif  bed  in  Dorliegenber  9lr.  aWitgetfeeilten  folgenber 
britte  0a|  ^eraud* 

oaSenn  a  unb  Ajwei  reelleOrößen  Dorftellen,  bie  ber 
Sebingung: 

A  —  a  =  -»-     ' 

nad&fommen;  wenn  g)(x)  eine  Don  x  =  a  bid  x=A  con* 
einuirli(^e  Function  Don  x  Dorjletlt:  fo  tjat  man  für 
alle  SBert^e  Don  x,  bie  ben  Sebingungen: 

A  —  X  =  -*-  unb  X  —  a  =  -♦- 

entfprecfeen,  bie  ibentifd)e  ®leict)ung: 

g(x)  =  1.  /"f  (f(x')  Cos.a(x  —  X')  dx'  d^  ;  (VII) 

TT    0     a 

t>in8egen  f^at  ntan  für  x=a  unb  für  x=A,  wo  auc^  ei* 
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tter  biefet  QSett^e  t)on  x,  a  ober  A^  gleich  9ltt((  feiti 

fann,  foilgenbe  ©teidöuttgen: 


g:(A)  =  — /*/  <^(xO  Cos.«  (A  — X')  dx'  da  , 


U  "0 

2     «  ^ 


(VIH) 


gp(x)  rr  i.  /*/  J(x')  Cos.«  (x  —  x')  dx'  da  ,  (IX) 


if  (a)  zu  ±C  C  g?(x')  Cos.a  (a  —  x')  dx'  da  . 

-TT   *b     • 

392.  SBebenft  matt/  baf  ber  fo  eben  ermiefette  &a%  ttoc^  S5e« 
flattb  i)at/  n^etttt  a  uttb  A  ttutttetrifc^  beliebig  grofl/  etrflete  ttegatit) 
uttb  Untere  pofttit)  attgettotntttett  tt^irb;  fo  (äft  fic^  aitc^  folgertber 
t)iette  @aft  aufflelKett. 

9a3etttt  eitte  ^«ttctiott  Dort  x,  g)(x),  für  alle  reellett, 
pofitiöen  ober  ttegatioett  SOBert^e  Don  x  continuirlid^f 
Derbleibt;  fo  bejlebt  für  biefelben  2Bert^e  Don  x  bie 
©leid^^eit: 

.  S  9 

mit  welchem  ©al^e,  in  ^oifibn'd  SBorten  ouigebrfldtt,  gourier  bie 
9(nal9(id  bereidbett  bat. 

393.  aWittelfl  ber  @älje  in  beiben  Dotaitffle^enbett  9lrn.  (tnb 
mir  iebe  Function  einer  adgemeinen  ®r5$e  nict}t  nur  für  bad  ganje 
Setcic^  ibrer  Kontinuität,  fonbern  aucft  für  irgcnb  einen  Zbeil  beöfelben 
bar jttfteßen  in  ber  ßage.  SOBenn  nämlid)  a  unb  A ,  ober  —  ao  unb 
+  00  bie  a'ujerften  QBectbe  einer  aöaemeinen  @r6^  x  fUtb,  innere 
balb  beren  eine  Function  Don  x,  wie  ^(x),  continuidid)  Detbleibt; 
fo  ftettt  bei  bet  erflern  9tnnabme  ber  gontinuitätögrenjen  bie'  Olei«' 
^ung  (VU)  unb  bei  ber  lefetern  bie  ©teidbung  (IX)  biefe  Function  bar. 
Slttein,  t»enn  gteidb  a  unb  A  nict)t  bie  äu^erjlen  ©renjtt^ertbe  ber 
Kontinuität  (Inb,  fonbern,  wenn  bie  Function  ^(x)  au(^  nocft  föv 
9Bert^)e  Don  x,  bie  entweber  gtöfet  aö  A  ober  Heiner  oXi  a  (tnb, 
continuirlicfe  Derbleibt;  fo  flettt  gleidbwobl  bie  Oleidbnng  (VII),  ober 
genauer  gefprodb^n,  ber  9luöbrud  jur  JKedbten  Dom  ©leidbbeitÄjei* 
d)en  berfelben,  biefe  Function  ^(x)  für  alle  innerbalb  a  unb  A 
faffenben  SBertbe  Don  x  —  aber  aud^  gerabe  nur  für  biefe  SBettbe 
—  bar.  JBenn  fefet  man  in  befagtem  5{uöbrutfe  ftatf  x  irgenb  einen 
2Bertb  ber  entweber  um  eine  angebbare  ®r9fe  Heiner  ate  A  ober 
um  eine  foldbe  @r8^  griJfer  aW  a  ift,  fo  befielt  ja,  wie  wir  be* 
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reitf  tatgetj^tt;  He  ©lei^uttg  (VII)  aU  ®Ieic^eit/  faHi  nur  bie 
Sunctton  q)(x)  Un  3uilanb  Ut  Sontinuttäi:  tttd^t  Detlä^t;  wenn  ^in«' 
gegen  füt  x  QBett^e  gefegt  wetten  ^  ixt  um  angebbare  ®t5|ien 
entweber  gröf er  aü  A  ober  f(etner  aU  a  ftnb/  bann  gebt  ber  SBertb 
bed  2>oppeIintegrate  biefer  ®Ietd)Uttg  <VII)  iebeimal  in  9lutt  über, 
unb  b&rt  fonac^  beut  engem  Segriffe  einer  Function  (Einleitung 
9lr.  6)  ju  entfpredben  auf.  2)af  in  ber  SJbot  bem  fo  fei,  nament» 
Hdb/  wai  ben  jweiten  Sbeil  biefer  3(udfage  betrifft,  faffen  wir  blof 
ben  SaQ  in'd  3(uge,  wenn  in  befagtem  S)oppe{integra(e  fär  x  irgenb 
ein  2Bertb  angenommen  wirb,  ber  um  ein  9(ngebbared  gröfer  att 
A  ifl. 

S)a  man  bie  @Iei(^beit  ^at: 

rS  9;(«')Co8.a(x-x')dx'da  =  J'  )/*Cos.a(x-xO  da  L(xOdx' , 

fo  beffebt  audb^  bei  ber  3lnnabme: 

X  —  A  •+-  k» , 
wo  k  irgenb  eine  angebbare  reelle  ®r6fe  bebeutet,  folgenbe  ©feidbbeit: 

ff  (Pix')  Cos.a(A-x'+k2)dx'd«  =  /  |  /Cos.a(A-x'+k2)d«  i  g:{xO  dx'  ; 

ba  ferner  bie  auf  x'  bejöglicfee  Sntegration  öon  x'=:a  b\ä  x'  =  A 
fxdfi  erjlredt  unb,  nadb  ber  93orauöfeftung,  A— a=+  ifl,  fo  i(l 
um  fo  mebr  ber  5tuäbruc(: 

A  -  X'  -I-  k» 

fflr  aöe  bie  fo  eben  erwähnten  933ertbe  üon  x'  eine  angebbare  po« 
fltiDe  @rö^e:  fo(gIic{)  b^t  man: 

/*Cos.a(A  — x'-*-k2)da  =  0  , 

0 

unb  mitbin  aucf): 

fS  ^(*')  C®«»«  (^  —  ^')  dx'  d«  =  0  , 

0     a 

wenn  x=A+k2,  unb  ^(x)  für  biefen  93Jertb  Don  x  noc^  im  5u* 
(lanbe  ber  Kontinuität  oerbarrenb  angenommen  wirb.  3n  analoger 
93Jeife  wirb  bie  JKidbtigfeit  ber  julefet  aufgefleöten  ©leidbung  barge^* 
get^an,  wenn  nton  x=a— k'  fe|t,  wo  k  in  ber  bidber  gebrauchten 
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S5et)euttnts  auftritt;  ba^et  tfl  unfere  oMge  SSe^auptuns  seted^tfetttget, 
lautenb:  bet  aiudbrud  jut  JXed&ten  in  ©letd^img  (VII)  ttpv&fmtitt 
für  aöe  awifcfeen  a  unb  A  faffcnben  QBertftc  Don  x  bie  gunction  q>(x), 
faüä  biefe  für  befagte  SBert^e  Don  x  ben  3uflanb  ber  (Kontinuität 
nid^t  DerWßt;  für  ©ert^c  Don  x  feingegen,  bie  auf  er  bem  Serei(^e 
biefer  ®r6f en  ju  Hegen  fommen,  gebt  befagter  5tuöbruc(  in  Srtutt  über. 

93on  biefer  fo  eben  begrünbeten  ®igentbümliciöWt  ber  ©leic^ung 
(VII)  werben  wir  im  näcfeHfofgenben  Paragraphen  ©ebraudö  tna* 
d&en,  gemifc^te  Functionen  (beren  SrIWrung  wir  bxi  bortbin  Der* 
fdbieben)  burdb  algebraifc^e  @ummen  Don  S^oppeüntegralien  *bar« 
jufletten. 

394.  9Bir  wenben  m6  nunmebr  ben  Functionen  jweier"93a- 
riabeln  ju  unb  fd)icfen,  jum  Sebufe  ber  JBarHeflung  berfelben  burd^ 
Pierfadbe  beflimmte  Sntegralien,  einige  analoge  ©ä'fee  3U  ben  in  ben 
girn.  388  unb  389  begrönbeten  Dorauä. 

@iner  biefer  0a'fee  wirb  gewonnen,  wenn  man  Don  folgenber 
©lei^ung  ausgebt: 

B    A 

/  /  gp(3C,  y)  Cos.ax  Cos.ßj  dxdy  =  F(a,/?)  ,  (14) 

b     a 

WO  bie  Sntegrationägrenjen  nacfe  x  unb  nadb  y  teeöe  3ablenwertfte 
DorfteÖen,  babei  erflere,  a  unb  A,  einerfeitä,  wie  lel^tere,  b  unb  B, 
anberfeitä  gleic{)e  3eiciben  tragen  unb .  f otgenben  Siebingungen  na^> 
fommen: 

A  —  a  =  -*^,B  —  b  =  -*-; 

bie  Function  g?(x,y),  bie  wir  t)on  «  unb  ß  unabbängig  annehmen, 
feigen  wir  jugleid)  bon  x=a  bid  x  =  A  unb  öon  y=b  biä  y=B 
mit  ber  ©igenf^aft  ber  (Kontinuität  begabt  borauö ;  enbUd)  wirb  bie 
Function  F(a,/3),  aU  SBertfe  beö  JBoppefintegraW  in  ber  Dorgeleg:» 
ten  ®Ieid)ung,  im  9lögemeinen  aucb  bie  Sntegrationdgrenjcn .  a, 
A,  b  unb  B  enthalten,  biefelben  eigene  anjubeuten,  baben  wir  je» 
bod)  ani  gtei^em  ©runbe,  wie  bei  bemganj  analogen  ^Mt  in 
gir.  388,  untertaffen. 

QBirb  nun  biefe  öorgelegte  ©tei^ung  mit: 

Cos.ax'  Cos.^y'  d«  dß 

multiplicirt  unb  hierauf  beiberfeit*  min  «,  öon  «=0  bi*  a=cCf 
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uni  mdi  ß,  oott  /3=0  hxi  ß=<x>,  integtitt;  fo  etfliefet  fl(^/ 
wenn  ejnHweilen: 

P  =^  Cos.a(x-i-xO  -H  Cos.a(x— xO  , 
Q  =  Cos./?(y-hyO  -•-  Cos./?(y-y^) 

gefeilt  wirt,  We  ©leicfeung: 

B    A 


jf"*/*/  /  t^(x,y)PQdxdydad^=4/'*j'*F(a,^)Cos.x'aCos.y'|9dad/?, 

0     0    b     a  0     0 

t)ie  oud^  mit  tet  folgenden; 

/ /  I  fFda.fqdß   (y;(x,y)dxdy = 4/3'^(a,^)Co8.x'aCos,y'/?dad/J  (15) 


0     0    b     a  0     0 

t)ie  oud^  mit  tet  folgenden; 

B  A( 
b  a    ("O  "0        *    )  "*»"<> 

gteicfebelieutenfc  ifl- 

©efeen  wir  We  neneingefüfetten  ©rößc»  x'  nnb  y'  reett  öoraud, 
erjlcre  gleichen  Seitens  mit  a  unb  A,  tinfc  leitete  beäfelben  Sei» 
cfeend  wie  b  unt  B;  nehmen  wir  ferner  an,  baß  biefelben  ilberbieß 
tiodö  folgenden  Sebingungen  naci)tommen: 

A  —  x'=:-i-,     x'  —  a  =  -i-, 
B-y'  =  +,     y'-.b=:-f-, 

M  fonadö  x'  jwifcfeen  a  «nb  A,  unb  y'  jwifcfyen  b  unb  B  ent* 
galten  ifl:  bann  ^at  man,  wie  in  bem  gan)  analogen  SaKe  in 
9lr.  388, 

f*P  da  =r  f *Cos.a  (x  —  x')  da  , 
jr*Qd^^  =  J^Cos./?(y^yOd/?, 

unb  in  ber  obigen  @leici)ung  (15)  ftnb  bie  Sntegrationögrenjen  üon 
X,  a  unb  A,  burcfe  x'— 6>  unb  x'+w,  unt)  eben  fo  bie  öon  y, 
b  unb  B,  refpectioe  burc^  y'— «'  unb  y'  +  6>'  ju  erfel^en,  wo  w 
unb  ö'  unenblid^  Heinwerbenbe  pofttiDe  ®rößen  oorfteöen.  S)en« 
len  wir  und  biefe  ®Ieid)ung,  nad)bem  man  foldit  in  eben  erwähnter 
QQßeife  umgeformt,  aufgefleHt,  unb  laffen  bann  in  berfelben 

X  in  x'  -*-  X  unb  y  in  y'  -*-  y 
äbergel)en;  fo  ergiebt  (td^  bie  ®leici)ung: 

//  f   /  gfx'-i-x,y'4.y)Cos.axCos./?ydxdyd«d/?  = 

0    0     -ft)'  .ö> 

r=  4  /*/*F(a,  /5)  Cos.x'a  Cos.y'/J  da  d/J  . 

0     0 
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SBirt  ferner ;  m\>  jwar  nur  einflweilen: 

J  =  J   J   <3P(x'  -1-  X,  y'  -f-  y)  Cos.ax  Cos,/?y  dx  dy 

.0)'  .6) 

gefeilt  ^  fo  ()at  man  aud^: 

J  J    I  +  (r(x'-x,  y'+y)  -f-  ()p(x'-x.  y'-y)  ]  H^         y  ^ 

0      0 

\       g:(x'-i-£ü,y'-*-cö')"*- gc(x'-i-w,y'  — wO|^  ^      ^, 

I-*-  <3f(x'-cw,y'+«0-^<p(x'  — «,y'-«')) 

gejogen  wxxi ;  bebenf t  man  nocb  tie  Kontinuität  ber  Function  g?(x,y) 
fiär  atte  QBert^e  üon  x  unfc  y,  We  refpectit^e  jttnfd^en  a  unb  A  unb 
}Wifct)en  b  unt  B  faOen :  fo  ergiebt  ft(^  enMidö ; 

J  =  4  ww'  gp(x',y')  Cos.ao)  Costco*  , 

moburcb  bie  vorige" ®Ieid&ung  in  folgende  übergebt:* 

(f(x',y')a>oi'fytos.(oa  Cos. «'/?  da  dß=:fyF(a,ß)  Coi.x'«  Cos .y'/?  da  d/J . 

©teUt  man,  &f)x\li<fi  wie  in  91r.  388,  bad  unbeflimmte  ^robuft: 

o)  (o'  f  C  Cos.coa  Cos. CD* ß  da  d/?  , 


0 

WO  ber  eine  gaftor  «cö'  unenbli^  Heinwerbtnb  unb  ber  nebenan^ 
fteftenbe  jweite  gaftor  unenblid^  groflwerbenb  i(l,  burc^  M  »or;  fo 
bat  man,  ftatt  ber  leisten  ®Ieid&ung,  aucft  folgenbe: 

M  (f(x',  y')  =  r  f *FCa,  ß)  Cos.x'a  Cos.y'^  da  d^  ,  (16) 

in  ber  noc^  bie  unbefKmmte  ®v6ft  M  }u  ermitteln  übrig  bleibt 

9ßirb  )ur  S5eflimmung  biefer  ®r$fe  M,  ba  fotdbe  Don  ber  be« 
fonbern  Sefc^affen^eit  ber  Function  g)(x,y)  unab^ngig  ifl/  bie 
9(nna^me: 

9r(x,y)  =  (xy)o  =  1 

getroffen ;  bann  gefet  bie  vorgelegte  ©leic^ung  (U)  über  in : 

B    A 

f  /  Co8.axCos./?ydxdy  =  F('z,/?)  , 
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auÄ  >er: 

B  A 

F(a,ß)  =  f  Cos.ßjdj  .  /  Cos.axdx  , 

o>er 

-.      ^    _  Sin>/gB  —  Sin.ffb     Sin.ttA  — Sin.fta 

gejogen  nnrt.    Slacft  ber  eben  getroffenen  ^nna^me  übtt  ^(x,y) 
t^at  man  oucft: 

iai)tx  bietet  bie  ®reid}ung  (16)  fotgenbe  iBefKntmung  füt  M  bor: 

W  =  I    I    ^ ^  , .  Cos.x'a  Cos.y'ß  da  dß  ^ 

0      0 

ober  andji 

M  =  Mt .  M2  ,  (17) 

WO  ber  Äötje  n^egen: 


M.=J 


Sin.Acx  —  Sin»aa  ^        ,     . 
Cos.z'a  da 


M«  =    I   C-- L  Cos.rß  Aß 

0 

gefeilt  würbe. 

53ergleict)t  man  btefe  SQBert^e  oon  Mi  unb  M«  mit  bem  93Jert^e 
Don  M  aus  ©leid&ung  (3)  9lr.  388,  fo  erfennt  man  juerfl  bie  Sben* 
tität  Don  Ml  mit  biefer  eben  erwähnten  ®röße  M;  unb  ba  ber 
9Bert^  biefer  oon  A,  a  «nb  x'  inbepenbent  ijl,  fo  lenktet  auc^ 
bie  Sbentitat  oon  M2  mit  biefer  ®röge  M  ein.  —  2)iefem  nad&  ^at 
man,  unter  ben  VA  it%t  feflgefleöten  SBef(l)ränfungen  über  x',  ys 
a,  A,  b  unb  B,  folgenbc  ©efHmmungen  für  Mi  unb  M2: 

hingegen  M  man^ 

«  Mt  =  f, 

wenn  x'  einen  ber  ©renjwert^e  a  ober  A,  ber  Derfd&ieben  öon  SlulK 
gebac^t  ifl,  DoriieSt;  unb  eben  fo  M  tnan: 
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wenn  y'  einen  üon  9luff  öetfd&ie^en  t)otau«9eft|ten  (Srenawett^, 
b  oter  B,  annimmt  3(1  aber  einer  ber  ©renjwertfee  Don  x',  a 
oter  A,  gleid^  9luÜ,  bann  t)at  man  auc^  für  x'=0,  wie  im  er- 
(len  gaöe: 

unb  eben  fo  f^at  man: 

M2   =  f  , 

bei  ber  Slnna^me  y'=0,  wenn  einer  ber  (Srenjwert^e  Don  y',  b 
ober  B,  gleid)  Sluß  ifl. 

3e  nad)  bem  Eintreffen  einer  biefer  JATKe  wirb  nunmebr  bic 
Oleid^ung  (17)  für  M  eine  bffannte  ®r8ße  barbieten,  weldje  in 
bie  ©(eid^ung  (16)  gefeilt/  fotgenbed  am  Eingänge  angefunbigte 
S^eorem  begrttnbet  barbietet 

SaBenn  a  unb  A  reelle  mit  gleidöen  Seiefeen  oerfebene 
®rbßen  Dorftellen,  bie  ber  SBebingung  A— a=+  nacfe: 
lommen,  worunter  eine  aucfe  gleicfe  9luII  fein  lann; 
wenn  eben  fo  b  unb  B  reelle  mit  gleichen  3eicfeen  be- 
gabte @r8fen  finb,  worunter  gleicfefallä  eine  gleicfe 
SlttU  fein  fann,  unb  bie  ber  SJebingungB— b=+  nacfe- 
lommen;  wenn  ferner  g)(x,y)  eine,  bon  x=a  bid  x=A 
unb  öon  y=b  i\6  y'=B,  continuirlid&e  Function  bon  x 
unb  y  Dorflellt;  unb  wenn  enbUcfe  bie  ©leicfeung: 

B   A 

/  /  (f(x,  y)  Cos.ax  Cos.ßy  dx  dy  =  F(a,/?)  (X) 

h     a 

Seflanb  f^at,  wo  aber  bie  gunction  g)(x,y)  Don  ben 
allgemeinen  ©rö^en  a  unb  ß  unabhängig  ifl:  fo  befielt 
Dorerfl  bie  ©teidöung: 

q(x*,  y')  =  (^\  J[X^^«'  (^^  Cos.x'a  Cos.y'^  da  d^  ,         (XI) 

erflenö  für  jene  OBtrtbe  Don  x'  unb  y\  bie  folgenben 
Sebingungen  nacfelommcn:    - 

A  —  x'  =  -f-,x'  —  a=:;-l-,  ^^ 

B  -  y'  =  +  ,     y'  ^  b  =:  -H  . 

unb  jweitenö   aucfe  nocfe  för  x'=o  ober  für  y'=0,  je 
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nad^lem  eine  bet  3ntegrattondgten)ett  a  unt)  A  ober 
b  unl)  B  gleidö  9lun  ift;  bann  befielen,  wenn  a  unb  A 
^on  9lun  t)erfc{)teben  finb^  folgenbe  jmei  ®Ui(^uhden: 

ijrCa,  yO  =  2  l—Xff^(€c,ß))  Cos.a«  Cos.y'^  da  d/5  , 

g)(A,y')  =:  2  ( -)    f *f 'PCa./S)  Cos.Aa  Cos.y'/?  d«  dj  , 

\  ^  /    0    0 

erjlend  fflt  jene  QQBett^e  Don  y',  bie  ben  SSebingungen: 

B—  y'  =  -i-,     y'—  b=:-t- 

nact)fommett  «nb  jweitend  andj  föt  y'=0,  fall«  b  ober 
B  gleich  9lun  ifl;  ferner  befle^n,  wenn  b  unb  B  t)on 
9luU  t)erfd&ieb?n  finb,  folgenbe  ©leidöung««: 

<y(x',  b)  =  2  |— 1  J'*/*F(a,/3)Co8.x'«Cos.b/?d«d^  ,   i 
g(x',B>  =  2  /  — )  /*X*F(«>/?)  Cos.x'a  Cos.B/?dad/?  ,  \ 

erften«/  wenn  bie  QBertfte  Don  x^  ben  Sebitigungen: 

A  —  x'  =  -l-,      x'  —  az=:-l- 

nad)tommen  unb  iwtittni,  falli  a  ober  A  gleid^  9lu{( 
ifl/  öu*  füt  x'=0;  enblicft  bejleben,  immer  unter  ben^ 
felben  ^rÄmiffen,  anä)  folqenbe  Dier  ©leic^ungen: 

<r(«>  b)  =  4  i^\  /"/*P(a>Ä  Cos.aa  Cos.b/9  dc^  d/?  , 

fl^(a,B)  =  4  (—1   f*f*F(«,/8)  Cos.aaCos.B/?  d«  dß  , 
\  ?r  /  ^Ö    0 

g<A,b)  =  4  (  —  )  /*J^F(«^)  Cos.Aa  Cos.b/?  da  d/?  , 

<^(A,B)  =r  4  ( lY  rr¥(a^)  Ces.Aa  Cos.B/?  d«  d/?  , 
\7r/  *b  •() 

wenn  fämmtlic^e  oier  Sntegrationögrenjen  a,  A,  b  unb 
B  enblid^e  ober  ongebbore  QBert^e  tjabln. 

395.    ®in  jweiter  6a|  wirb  gewonnen,  wenn  folgenbe  ©feic^ung 
)U  ®runbe  gefegt  wirb: 

tftMhf,  a)i|f.  ti.  3nt.  «edjimnfl.  II.  ^  -         ^^       x 


(XIV) 
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A 


f  f  g(x,  j)  Cos.ox  Sin./fy  dx  dy  =  F'(a,  ß)  , 

190  Me  oerf;^tetettcii  3et€beit  unb  Sucftflabengrof en  Ue  «I^cbeti,  in 
Doranse^enber  9lr.  benfetben  beiselesten  Sebeutunseti  bribeMten, 
unb  ben  bafelbfl  feflsefteOten  Sebinsuiisen  untetltesen.  Sßon  bem 
bier  tteueitigefubrten  3ei(t}eit,  Don  bet  SttttcHon  F'(a,ß),  tarn  glei*^ 
faVi  haifttbt,  wai  Don  ber  Function  F(a,/9)  Doransebenbet  9lr., 
bte  ^(bbAigtsfeit  berfelben  Don  ben  SntegrationdgrtRien  a,  A,  b 
unb  B  betreffenb,  aii^gefagt  toerben. 
SKtattplicitt  man  biefe  ©(eic^ung  mit: 

Cos.rzx'  SiD.  y'  du  dß  ^ 

tntegtirt  borni  beiberfeitd  Don  a=0  bid  «=00  unb  oon  ^3=0  bü 
ß=<x>,  legt  femer  ben  ®rof en  x'  unb  y'  biefelben  9)ebeutungen; 
wie  in  Dotberge^enbec  9lr.  bei;  fo  gelangt  man  nac^  einer  9leibe 
Don  9)etra(6tungen^  ä'^nKc^  benen  ber  Dor^ergebenben  9lr.,  auf 
fblgenbed  Sbeorem. 

SBenn  a  unb  A  reelle  @r9fen  mit  gleichen  3ei(ben 
oorftelUtif  unter  benen  eine  auc^  9lun  fein  tann,  bie 
ber  Sebingung  A^a=+  nadjFommen;  »enn  eben  fo  b 
unb  B  mit  gleiten  3ei^en  begabte  reelle  (Srofen  re« 
prdfentiren,  worunter  eine  aud)  gleicb^luH  fein  Fann, 
bie  berSebingung  B— b  =  +  entfprecben;  wenn  ferner 
g)(x,y)  eine  oon  x=a  bid  x=A  unb'Don  y=b  bid  y=B 
continuirlid^e  Function  Don  x  unb  y  DorfleUt;  unb 
wenn  enblic!^  bie  ®Ieid}ung: 

/  J  ^(x.  J)  Cos.«x  Sin.ßj  dx  dy  r=  F'(a,/J) ,  (XV) 

b    « 

WO  bie  aUgemeinen  ®rof  en  a  unb  ß  in  ^(x,y)  nic^t  Dor« 
tommen,  ali  beflebenb  erlannt  wirb:  fo  befielt  auc^  bie 
eieid^ung: 

g(x',yO  =  (L\  jr*j[*F'(a^)  Cos^'a  Sin^ß  da  dß  ,     (XVI) 

für  alle  QS^ertfte  Don  x'  unb  y^,  bie  ben  9)ebingungen: 

A  —  x'  =:  -^  ,    x'  —  a  =  -f-  , 
B-y'rr-l-.     y'-b  =  -*- 
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entfpre(ften,  wie  aud)  no*  für  x'=0  ober  y'=0,  je  na*« 
bem  eine  bet  Sntesvationägrenjen  a  uttb  A  ober  b 
unb  B  3(etct)  9lutl  ifl;  bet  ^uäbruct  }ur  9leci^ten  in  bie« 
fer  ©leid&ung  (XVI)  muf  ober  jweimal  genommen  wer» 
ben,  wenn  für  x'  einer  ber  ©renjwertfee  a  ober  A,  ber 
iebodb  Derfdöieben  Don  9lufl  ift,  gefeilt  wirb;  badfelbe 
finbet  etatt,  wenn  für  y'  einer  ber  ®ren}wertl)e  b 
ober  B,  ber  flleicbfalU  Don  9lull  oerfd^ieben  fein  muf, 
gefeilt  wirb;  enblic^  ift  berfelbe  9ludbrutf,  bamit  bie 
®feid)un9  ein  Seftanb  l^abt,  ju  Derüierföcften^  wenn 
für  x'  einer  ber  @renjwertf)e  a  ober  A  unb  jugleid) 
für  y'  einer  ter  ®renjwertl)e  b  ober  B  gefeilt  wirb, 
fall«  nämüd)  feiner  biefer  SBert^e  gteid)  9lun  ifl:. 

396.  (Einen  britten,  ben  beiben  Dorauöge^enben  analogen  &q% 
gewinnt  man  bei  3ugrunbe[egung  ber  fo(genben  @(eic^ung: 

jf  S  ^Cx,  y)  Sia.«x  Cos.ßy  d%  dy  =  F"(a,«  ,      .  (XVII) 

b     a 

ber  folgenbermaßen  tautet 

2Benn  ^(leö  wieinb'.en  beiben  DOrauögefd}i(ften0ä4en 
Derbleibt^  bat  man  beim  6tatti)a&en  biefer  ®lei(^ung 

(XVII)  aud)  folgenbe: 

fp(x\y')  =  f-V /7*^"(«i/5>  Sin.^'«  Cos.y'/?  dec  dß  ,    (XVIII) 

bie  unter  benfelben  SSebingungen  unb  Sefd&rÄ'nfungen, 
wie  bie  analogen  }u  berfelben,  bie  ®feid)ungen  (XI) 
unb  (XVI),  ©eftanb  ftat,  unb  in  gleicher  QBeife  abjuäm 
bern  ifl,  wenn  für  x'  ober  y'  beren  ®renjwertl)e  ge» 
fel^t  werben. 

397.  (Ein  iHerter  @a$  wirb  enblid^  aud  folgenber  @Ieid&ung  gejogen : 

B    A 

/  S  9(^'y)  Sin.ax  Sia.ßy  dx  dy  =  ¥'''ia,ß)  ,  (XIX) 

b     « 

unb  lautet,  wie  folgt. 

SBenn  3l[Ied  in  ber  biä  jel^t  feitgefleUten  Sebeutuitg 
unb  unter  benfelben  SJefdbrcinfungen  ein  0tatt  ^at;  fo 
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befielt  jugleid^  mit  bet  eben  aufgeflelten  ©Uicfeung 
(XIX)  tie  folgenbe: 

<y (x'.  y')  ==  ( -V  /7"F'''(a,/?}  Sin.x'«  Sin.j'ß  da  dß ,      (XX) 

\7l/      0     0 

unter  ten  8leid)en  öefcftränfungen  unb  aWdbificatiO:» 
nen^  aU  tie  ju  terfe(ben  analogen  ®(eici)ungen  ber 
brei  potaudge^nben  91rn. 

398*  93on  ben  in  ben  t)ordud9el)enben  Diet  9lrn.  begrünbeten 
&ä1itn  ge^en  wvc  nun  aud/  um  eine  (Function  )weier  allgemeinen 
Oröpeu/  fei  ti  für  ben  ganjen  Umfang  ibter  Kontinuität;  ober  audb 
nur  für  irgenb  einen  S^eil  biefeö  Umfanget  burd)  ein  öietfacfeed 
3ntegva(e  aud}ubrü({en. 

SRuItipIicirt  man/  }ur  ^rteid^ung  biefed  Swtdtä,  bie  @Ieic^ung 
(X)  git.  394  mit: 

Cos.x'a  Cos,y'ß  da  dß  , 

unb  integrirt  herauf  beibe  Sbeite  betfelben  nacfe  «  fowobl  aW  nacfe 
ß  Don  0  big  QO ;  fc  ergiebt  (td^  mit  3ujiel)ung  bet  ©feid^ung  (XI) 
a*  a.  O.  folgenbe : 

(f(x\y')={±]  (  C ^  Cifix,y)Co8.ax'Co8.axCos.ßy'Vlos,ßYdxdydadß.  (i«) 

\7r/     0  0   h  a 

aWuItipIicirt  man  ferner  bie  ®Ieicl)ung  (XV)  gir.  395  mit: 

CoB.x'a  Sm.y*ß  da  dß  ^ 

Perfäbrt  bann  wie  Port)in;  fo  ergiebt  ftd&/  bea^tenb  bie  ©leid&ung 
(XVI),  folgenbe: 

q(x',f)-(z\  ffyf(f(x,y)Cos.ax'CoB.axSm.ßy*Sin.ßydxdydadß.  (19) 

QBirb  ferner  bie  ®feicl)ung  (XVII)  9lr.  396  mit: 

Sin.x'a  Cpfi.y'/?  da  d/3 

muItipHcirt,  unb  werben  bann  bie  Sntegrationen  in  SSejug  auf  a  un^ 
ß  pon  0  bid  QC  genommen;  fo  ergiebt  ftd&  Permöge  ber  ©(eicftung 
(XVIII)  a.  d-  O.  folgenbe: 

g)(x',yO=/-^  /jr'jrj'^(*'7^5^"-«^'^»^-«*Cos.^y'Cos./?ydxdydadi5.  (20) 
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itfiblxäi  gewinnt  tnon^  mm  W  in  Dotangebenter  9lr«  d(eid))eiHs 
befle^ent)en  ©(eid^ungen  in  cf^nlic^er  SBeife  be^anbelt  metlen;  tif 
fölgenbe: 

<^(x',y')=r/i\  f1r*f  f  g:(x,y)Sin.ax'Sin.«xSin./?y'Sin.^y  dxdydad/J.  (2l) 

SBetben  nun  Don  biefen  eben  aufcfefteQten  oier  ©leidbungen  bie  Ite 
unb  2tt,  bie  Ite  unb  3te,  bie  2te  unb  4te/  enblic^  bie  3te  unb  itt 
obbirt;  fo  ergeben  ftd)  in  gleitet  Orbnung  bie  folgenben  Diet  ®tci« 
d^ungen: 

gCxSyO^-^  rf1r/flp(*»y)Cos.«x'Cos.«xCos.^(y'-.y)dxdyd«d/?,  (22) 

n*    0*0    ha  ' 

g^^(x',y')= -^  X71r/ '/  (^.y)  Gos./3y'  Cos./?y  Cos.«  (x'-x)  dx  dy da dß ,  (23) 


b 
B.A 


^(xSyO"= Ajf]r3-/gt(x,y)Sm./9y'Sin./3y ^^^^  .  (24) 

B  A 

g)(x',y')  =  Z./jr1f/g:(x,y)  Sin.«x'Siii.«xCos./S(y'-y)  dxdy  dad^.  (25) 

71*    0  0    b  a 

^bbirt  man  enblic^  Don  ben  julel^t  aufgefleOften  oier  ®(ei^ungett 
bie  itt  unb  4te^  ober  bie  2te  unb  3te;  fo  erhält  man  in  bem  einen 
wie  in  bem  anbern  gaöe  fofgenbe  ©leicfeung: 

^(x\y')^±fß ^ ^(x,y)Cos.a(x'^x)Cos.ß(y-y)dxdydadß  .  (26) 

S)ie  Dier  etflen  biefer  neun  ©leid^ungen^  nämlich  bie  ®(eid}un« 
gen  (18)— (21)  befleben  für  aUe  innerhalb  a  unb  A  faUenben  2Bert^e 
Don  x'^  wie  för  ade  2Bertbe  bon  y',  bie  jwifd)en  b  unb  B  )u  liegen 
f ommen ;  fiir  welcfee  SBertbe  aber  bie  gunction  g>(x',y')  nocft  ju  ben 
continuidic^en  gehören  muf .  S^iefe  ®rbf en  a,  A,  b  unb  B  mäffen  Dor« 
erfl  folgenben  Sebingungägleic^ungen  entfprec^en : 

A  —  a  :?=  -I-  unb  B  —  b  .=  -*-  ; 

wenn  ferner  feine  ber  ©röfen  a  ober  A  gleidö  9luÖ  ifl,  mäffen  biefetben 
mit  gleid)en  Seichen  bel)aftet  fein ;  unb  badfelbe  Sewenben  bat  ei  mit 
ben  ©röfen  b  unb  B,  b.  i.  wenn  feine  berfetben  ben  Sluttwert^ 
Dorflettt,  bann  mülfen  bcibe  pofttiö  ober  beibe  negatit)  fein.  (Bttbtidb 
finben  biefe  ®Iei(l)ungen  (18)  — (21)  au4)  nodb  ß^  »'=0  Statt, 
wenn  einer  ber  @renjwertl)e  a  ober  A  gtei(ft  VXnü  ifl;  uhb  wenn 
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eilte  bet  ®r3fen  b  ober  B  gleid)  9lu0  tu,  befielen  lufObzn  <iu(6 

SRit  Den  Diet  darauf  folgenten  @(ei(t}ut)9en,  i^it  Un  ®(ei(^itttsett 
(22)  — (,25);  bat  ed  ein  ganj  analoge«  Setoenbett  wie  mit  bet  @(ei« 
c^ung  (11)  9lr.  391.  3lu«  ^fetcften  ©rönten,  bie  tint  bei  bet  eben 
cititteit  ©(eic^uttg  geltettb  tnac^tett/  befielt )« 9.  bie  etfle  biefer  oiet 
®(ei(6ttttgett;  bie  ®[ei(6ung  (22),  mö»t  mebt  für  y^=0,  tvenn  gleich  ettte 
ber  @ten)gi:ö$en  bober  B  gleich  91ull  iil;  fonbem,  ti  iieOt  unter  berfo 
eben  getroffenen  ^nnabme  ber  ^(uäbruct  int  9led)ten  nur  bie  ^Ifte  beä 
QBertbe«  bar,  ben  atöbann  ber  ^uöbrucf  )ur  Sinten  biefer  @Ieid)ung 
barbietet.  @an)  ein  äbnlidbed  Sewenben  ^at  ti  mit  ber  barauf  fol^ 
genben  ©leicfeung  (23),  biefelbe  beflebt  nicfet  mebt  för  x'=0,  wenn 
aucb  eine  ber  Sntegrationögrenjen  a  ober  A  gleid)  9lutt  ijl;  ber 
9luäbruct  iur  ßtd^tm  berfelben  fieUt  atöbann  nur  bie  ^cflfte  be« 
9luöbrutfed  jur  ßinten  bar.  93on  ber  ©leic^ung  (24)  gilt  ba^felbe, 
WQi  fo  eben  t)on  ber  ®(eid)ung  (23),  unb  Don  ber  ®lei(t)ung  (25) 
wai  unmittelbar  Dorber  Don  ber  ®letcl)ung  (22)  au^gefagt  würbe, 
gerner  Wft  (tdb  in  analoger  SBeife,  wienn.9lr.  391  Don  ber  ©tei:» 
cf)ung  (11)  bargetban  worben,  nunmehr  aucb  Dott  ben  ®(eicf)ungen 
(22)  unb  (25)  bartbun,  baf  biefelben,  faüd  feine  ber  ®r6fen  b  ober 
B  gleidb  9luö  ift,  bann  nocb  befteben,  wenn  bie  Seieben  Don  b  unb  B 
aucb  entgegengefe^ter  ^efcbaffenbeit  (tnb;  unb  eben  fo  finben  bie  ®lei:' 
(bungen  (23)  unb  (34)  0tatt,  eä  mögen  bieSntegrationdgren3ena  unb  A, 
füUi  feine  berfelben  gleid)  9lua  i{t,  gleicbe  ober  entgegengefel^te  3etcben 
baben«  S)iefe  )wei  befonberd  berau^gebobenen  (Sigentbumticbfeiten 
ber  ©teicbungen  (22)*-- (25)  aufgenommen,  begeben  fotcbe  unter 
dtten  übrigen  (Sinfcbtänfungen,  bie  wir  bei  ben  t)ier  @tei(ibttngen 
(18)^(21)  aufgefäbtt  baben, 

Uebergebenb  enblicb  )u  ber  legten  ber  oben  aufjedefften  neun 
@tei(bungen,  nämlid)  jur  ®leid)ung  (26),  ftnb  wir  bie  SRomente 
ibre«  li^eilanbbabenä  baburd)  fefijufleaen  in  ber  Sage,  inbem  wir  auf 
bie  (Jrjeugung  berfelben  jurücfgeben.  —  J)iefelbe  ifl  (grgebniß  ber 
©ummation  ber  ®lei^ungen  (22)  unb  (25),  ober  aucb  fcer  ®tei- 
djungen  (23)  unb  (24).  3IW  Srgebnif  ber  juerft  genannten  jwei 
©leicbungen  ifl  ber  Sluöbrucf  jur  SKecbten  berfelben  nur  bie  Hälfte 
itä  3luäbrude«  jur  ginfen,  wenn  y'=0  unb  eine  ber  jwei  ®rößen 
b  ober  B  gleicb  9M  ifl;  infofern  wir  biefelbe  aW  (grgebnif  ber 
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}ttte|t  denannten  jmet  ©leic^ungen  anfe^en;  ift  ou^  tet  9(ttdbriKf 
}ur  Siedeten  nur  tte  ^ä(fte  ted  ^uättuded  }ut  Sinten^  menn  n>ic 
x'=0  nni  eine  ter  jwei  ®röfen  a  oter  A  gtrid)  SUutt  fe|en;  to- 
^er  ileat  aud)  enbUc^;  in  Solge  biefer  jweifacben  (Si9ent()ämli(^lett 
ber  Oleid&ung  (26),  bet  9lu«brnc(  jut  Steckten  bevfelben  nur  ein 
$Bierte(  bed  ^uöbructeä  jut  Sinfen  uoc,  menn  )us(eici)  x^sO  unb 
unb  y'=sO  gefegt  »itb/  unb  babei  eine  ber  ®röfen  a  unb  A,  me 
eine  ber  @r&$en  b  unb  B  gleid)  9lua  ifl.  €!e^  tvix  ^inge^en 
feine  ber  ®ri^$en : 

a,    A  ,    b,    B 

ftfei<^  Slutt  öorauö;  fo  be(lel)t  biefe  ©fetcftung  (26),  infofetn  wir 
feiere  atö  @ummaKonäergebni$  ber  ©(eid^ungen  (22)  unb  <25)  an« 
fe^n,  för  otte  SBevtbe  Don  y',  bie  jwifcfeen  b  unb  B  entölten  jtnb, 
ti  tttbgen  biefe  ®t6fen  9(eict)e  ober  entgegengefel^te  Seichen  ^aben/ 
menn  man  nur 

B  -  b  =  + 

^at;  betrac^tea  wir  aber  biefelbe  ®Ieict)ung  (26)  ald  ^ummation^v 
ergebni^  ber  ©(eid^ungen  (23)  unb  (24),  fo  beilet)t  fo(c^e  ftir  a(Ke 
2Bertbe  Don  x',  bie  }wifct)en  a  unb  A  liegen,  biefelben  mögen  mit 
gleid)en  ober  mit  entgegengefeljten  Selchen  bebaftet  fein ,  wenn  nur 
bie  IBebingungdg(ei(^ung: 

A  —  a  z=  -i- 

ein  6tatt  bat;  auä  bem  3ufammentreifen  biefer  boppelten  (Ent(le* 
^ungdweife  befagter  ®(eid)ung  (26)  finb  wir  fonad^  an^  )ur  ^^U 
gerung  berec^get,  e*  begebt  biefelb^  für  aUe  93Jert6e  toon  x',  fo 
innerbalb  a  unb  A,  wie  fut  äffe  SBert^e  öon  y',  fo  innerbolb 
b  unb  -B  liegen,  bie  Seidben  biefer  ®röjen  a,  A,  b  unb  B  mögen 
nfie  innnet  befcfeaffen  fein,  wenn  biefelben  nur  ben  ©ebingungen: 
A  —  a  =  -•-  unb  B  —  b  =  -♦- 

ein  ®enüge  tbun. 

399.  9lact)  bem,  wai  wir  fo  eben  begränbenb  mitgetbeilt  baben, 
repra'fentitt  bie  ®leicbung  (26)  jebe  Function  jWeiet  JBariabetn  x' 
unb  y',  wie  g)(x',yO,  för  atte  innerbalb  a  unb  A  entb^^ltencn  SBttß 
t^  Don  x^  unb  fär  aUe  9Q3ertf)e  Dön  y^  we((^  jwifc^en  b  unb  B  ent« 
galten  ftnb;  biefelbe  beflebt  frei  Don  jeber  Sinfc^räntung  beaägli«^ 


Digiti 


zedby  Google 


860  Bntedraltedftttttttd.  VIII.  399. 

jbte  3et(^en  itx  3<iWti«t'6fm  a,  A,  b,  B  ^  menn  ^iefelben  nur  föC« 
gentett  SBebinguttgen: 

A  —  «  =  -♦-,    B  —  b  =  -i- 

ttttfpted^ett;  unt)  wetm  tie  Function  gp(x^yO  im  dotiaen  ^etetc^e 
Wefer  ongebeuteten  SSJett^e  mn  x'  unb  y'  continuitfic^  öctbleibt 
(So  etäl)ti9ei:  und  ta^eir  noc^/  )ur  (gttet(^un9  bed  und  am  (gingange 
Mvan^tfimUv  91 1.  geflecften  Sielcd,  Wefetbe  gunctipn  g)(3i',y')  für 
einen  bet  ©renjwertfee  felbfl,  für  x'=a  ober  A,  för  y'=b  ober 
B/  gleicf)fa(l[d  burc^  ein  üierfac^eä  3ntegrale  auäjubrficfen^  bad  in  einer 
einfachen  SJejie^ung  ju  bem  ber  @(eici)ung  (26)  flebe^  unb  ben» 
felben  ®rab  ber  ^dgemeinbeit;  bejägßc^  bie  Sntegrationdgrenjen  a, 
A,  b  unb  B^  beibehalte. 

2)a  eine  etwad  audfü^rlic^e  Erörterung  eined  biefer  Sä'de  ge^* 
nügenbe  Sete^rung  )ur  Söfung  ber  übrigen  barbieten  bärfte;  fo  be^ 
fd^ränfen  n^ir  unfere  Unterfuc^ungen  Iebig(i(^  auf  ben  ^üü,  wenn 
man  g)(x',y')  für  x'=a,  wo  a  üerfcl)ieben  oon  SluÖ  gebae^t  bleibt; 
bar)ufle(Ken  ^at 

aWultipIiciren  wir  bie  (Sleic^ung  (X)  91r.  394  mit: 

Cos.a«  Cos.y'ß  da  dß  , 

integriren  bann  nac^  a  fowo^I  atö  nad)  /3  oon  0  bid  oo ;  fo  erbat 
ten  wir  mit  Sujie^ung  ber  erflen  ber  @Ieie^ungpn  (XII)  a,  a.  O. 
folgenbe  ©leid^ung: 

g,{a,y')=.2(-|  /V]*  f  g)(x,y)Cos.aaCos.axCos.i3y'Cos./?ydxdydad^.  (27) 

^  \7r/    0  0  b   « 

3n  äbnlidb^r  SBeife  }ieben  wir  aud  ben  in  ben  Slm.  395  ^  396 , 
397  aufgefleüten  @ä^en  folgenbe  brei  ©leic^ungen: 

gi{Si,y')=2(?\f;f'\^  ,  (2?) 

g>(a,yO=2(B  )  f'fyCq>(x,Y)Sin.atLSin.axCo8,ßy'Co8.ßydxdfdadß,  (29) 
V(a.y')=2(  -  J  fyyiiq>(x,y)Sin.atiSin.ax  Sin.ßy  Sin./^ydxdydad/?.  (30) 

\Jl/    0  0   b*« 

QBerben  nun  biefe  Dier  ©leid^ungen  in  äbnlic^er  SBeife^  wie  bie 
Dier  erflen  ©leid^ungen  oorangebenber  9lr.  oerbunben;  fo  ergeben 
(td)  folgenbe  analoge  ju  ben  ®Ieid(ungen  (22)— (26)  bafelbfl: 
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A       «a  qb'B  A  ) 

^(a,y')  =  — /7//  qp(x,y)  Cos.aa  Cos.ax  Cos.ß  (y'  —  y)  dx  dy  da  iß  , 


<P(a.y')  =  -^  fS7f  ^(^»  y)  Cos./?y'  Cos.^y  Cos.«  (a  —  x)  dx  dy  d«  dß  , 
g)(a,y')  z=:4/!n'X  9>(x,  y)  Sin./Jy'  Sin.ßy  Cos.«  (a  —  x)  dx  dy  da  dß  , 

TT*    0^0    b  a 

g)(a,y')  = —  nnr  r  ^^(^»y)  Sm.aa  Sin.ax  Cos./?  (y'  — y)  dx  dy  da  dß  . 

n^  0  o*^b  • 


93on  ber  etflen  «nb  Dierten  tiefet  ©leid^ungen  fattn ,  wie  t>on  fcen 
analogett  ber  Dorattgefeenben  Sit,  bargetban  werben,  bafi  fold^e  für 
qöe  innerhalb  b  unb  B  entMtenen  ÖBert^e  Don  y'  Seftanb  i^obm, 
bie  3ei(^en  Don  b  unb  B  mögen  %Uiä)tt  ober  entgegengefe^ter  fRt^ 
fd&affenfeeit  fein,  wenn  man  nur  B— b  =  +  feot  9lbbirt  man  fo« 
ttüäi  biefe  ©leic^ungen,  woburc^: 

^(a,y9  =t  4-  X*  f7  /  ^^^^^^  y)  Cos.«  (a  -  x>  Cos.^  (y'  -  y)  dx  dy  da  d^ 

n^    0    0    b    a 

ersten  wirb;  fo  befielt  biefelbe  t)ermÖ9e  i^rer  ®ntflebunft  fär 
aQe  SBerti)e  t>on  y^,  bie  innerhalb  b  unb  B  liegen/  wo  bie  3ei^en 
biefer  ®rÖf en  gleich  ober  t)erfd)ieben  fein  tonnen ;  ferner  beflefet  bie* 
ftlbe,  e*  miJgen  a  unb  A  gleid)e  ober  entgegengefeljte  3eicfeen  ^oben«, 
wenn  nur  A  — a=+  uerbfeibt,  woDon  man  (tc^  in  Äbnß^er  2Beife, 
wie  beim  analogen  gatte  in  9lr.  391,  bei  ben  ©leicfeungen  (13),  öberjeu* 
gen  fann :  fonad^  beflebt  biefe  ®feicl)ung,  wai  bie  Sntegrationögrenjen 
a,  A,  b,  B  betrifft,  in  berfefben  9lffgemein^eit,  aB  bie  ©leicfeung 
(26)  unb  belebrt  und  auc^,  wie  ed  mit  biefer  ©leicfeung  (26) 
ju  galten  fei,  wenn  x'  m  berfelben  gleich  a  angenommen  wirb. 
SDer  9lttöbrud  jur  JRecftten  biefer  ©leicfeung  (26)  jleüt 
aldbann  bie  Hälfte  bed  5(udbrucfed  jur  ßinlen  bar» 

3luf  badfetbe  ©rgebnif  wirb  man  geführt,  wenn  in  ber  ®lei^ 
d^ung  (26): 

x'  =  A  ,   ob«  y'  ==  b  ,   obtr  tnhlid^  y*  =  B 

angenommen  wirb;  bei  jeber^biefer  ^nnabnten  flelft  ber 
9luäbru<f  jur  9tedi)ten  bie  ^älfte  be«  5lu*brucfe«  jur 
Sinfen  biefer  ©leic^ung  (26)  bar. 

93}irb  enblid^  in  ber  ©leicfeung  (26)  fifr  x'  einer  ber  QQBertfee 
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a  o^et  A  un^  jugleidö  für  y'  einet  ^et  QBett^e  b  oter  B  gefefef; 
Um  flettt  6er  Sluöbrucf  jur  JKed&tett  baö  Viertel  M  Sluöbrurfei 
jur  fiinfen  bar. 

*00.  gaffen  wir  nun  Me  ^auptergebniffe  ber  beiben  Doraudge* 
Renten  9lrn.  in  ber  gorm  eine«  %f)mtmi  jufammen;  fo  tautet 
foIcl)eö,  wenn  in  Oleldbung  (26)  x'  mit  x  unb  y'  mit  y  Dertauf^t 
wirb,  wie  folgt. 

QBenn  a,  A  unb  b,  B  reelle  3at)Iengröf  en  Dorflellen, 
bie  ben  Sebingungen: 

A  —  ar=-i-,     B  —  b  =  -i- 

entfprec^en;  wenn  qp(x,y)  eine  gunction  Don  x  unb  y 
Dorftellt,  bie  fflr  fctmmtlicfee  2Bertfee  Don  x=a  bid  x=A 
unb  Don  y  =  b  bid  y  =  B  continuirlic^  Derbfeibt:  fo 
l)at  man: 

9{x,  y)  =  ^ffsYg>ix\y')Co8.a{X'X*)Cos.ß(j^y')dx'drdadß,  (XXI) 

71^    0    0-  b   a 

welche  fflr  alle  tcellenSBertbe  Don  x  unb  y,  alö  ©leid)^» 
fteit  Seflanb  ijat,  bie  folgenben  Sebingungen  na^ 
lommen: 

A  —  x=r-<-,     X  —  a  =  -i-, 
B-y  =  -*-,     y-b  =  -4-; 

Mngegen  bat  man  fflr  x  =  a  oberx=A,  wo  einer  biefer 
®renjwerti)e,  a  ober  A,  aud)  glei^  9lult  fein  fann, 
unter  Beibehaltung  ber  gemachten  93oraudfefeunge*n, 
folgenbe  ©leid^ungen: 


*<"'y^  =^  II JT  jr<p(x',y')Cos.«(a-x')Co8./?(y-y')dx'dy'd«  d^ , 
9<A,y)=rl. /'3-3'/*^(^''y')Cos-«(A*x')Cos./?(y.y-)dxMy'da  dß , 


bie  fflr  fcimmtlid^e  933erttie  Don  y,  fo  ben  Öebingungen: 

B  —  y  =  -<-,     y  —  b  =  -#- 

nacl^tommen/  ali  ®leicl^^eiten  befielen;  eben  fo  t^at 
man,  wenn  y=b  ober  y  =  B  ongenommen  wirb^  wo  je« 
ber  biefer  @rett)wertbe  Don  y^  an^  %Uxf3^  9lu((  fein 
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(atttt^  qlzi^faUi  unter  Beibehaltung  tet  feftgeiteüten 
QJotaudfel^unsen;  (ie  @(etc^beitett: 

l(XXIII) 
Xx,B)=2.f1*Tf^(x',y')Cos.«(x-x')Cos./?(B-y')dx'dy'd«d/?. 

71^     0  0    b   « 

für  allt  QBett^e  Don  x,  bie  folgeitben  SSe^ingungen 
entfpredöen: 

A  —  x=:-f-,^  X  —  a  =  -l-; 

euMicft  f)at  man,  wenn  fowofel  für  x  einer  ber  ®renj« 
wertM  berfelben  a  ober  A,  aU  aud^  für  y  einer  beren 
©ren^wertbe,  b  ober  B,  gefefet  wirb,  immer  unter  Sei« 
be^altung  ber  SJoraudfel^ungen  biefeö  S^oremd,  fot 
flenbe  oier  ©leic^^eiten: 

^(a,b)  =  ^/jf  jr/(^(x',y')Cos.a(a.x')Cos.^(b-yOdx'dy'dadß , 

«       0  0    b  « 

v(a,B)=-i/3*'V/t(^'.y')Co8.«(«.x')Co8.j9(B-y)dx'dy'd«d/J. 
<p(A,b)-JLj^J^f<p(xSyOCo«.a<A-xOCos./?<b-yOdxMy*dad/?,j 


71^    0   Oll  a 


y(A3>=-^J^T/<y>(x^y'}Cos.a(A-xOCo8.^(B.yOdx'dy'da^^^ 

WO  audö  jebe  ber  ®röfen  a^  A,  b  ober  B  glei^'c^  91uU 
fe4n  fann. 

401  •  Site  golgernng  beö  in  oorange^enber  9lr*  aufgeflettte» 
ea%ti  gebt  biefer  beroor: 

aSJenn  eine  Function  ^(x,y)  für  alle  pofitioen  unb 
negativen  reellen  SBertbe  ber  SSariabetn  x  unb  y  con« 
tinuirli^  öerbleibt;  fo  finbet  für  biefelben  SSJertbe 
Don  X  unb  y  folgenbe  ©leicfebeit  etatt: 

9(x,y)=l.XXX  J^(^''y')Cos,«(x.x')Cos.^(y.yOdx'dy'd«d/?,  (XXV) 
n^  0  0.«  -CO 

welche  @leicbbett  eine  (Erweiterung  beä  in  yix.  392  aufgefleUten 
©aijeö;  gleichwie  bqö  in  t)orangebenber  9lr-  aufgeflettte  Sbeorem 
eine  (Erweiterung  bed  ^feed  in  9lr.  391  ift. 
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402.  2)ie  in  9lr«  393  gemac^  Semetfung^  bettef en^  bte  2)ar^ 
fleKung  einer   Function  einet  aKgenteinen  @rö^e  nur  fär  einen 

.  S^eil  ißre«  Sontinuitä'Wumfangeö,  erflredt  |tct)  audö  über  gunction^n 
jweier  affgemeinen  Orößen. 

2)a  näntUdö  Me  Oteidöung  (XXI),  ober  genauer  gefprod^en, 
ber  9tuöbru(f  jur  JKecftten  Dom  @leicl)t)eiWjet^en  in  berfelben,  för 
SBertfte  tjon  x,  bie  größer  ali  A  unb  Heiner  ali  a  |tnb,  in  9lutt 
übergebt,  wenn  nur  bie  Function  ^(x,y)  bid  unb  mit  biefen  ®renj» 
wertbenDon  x  eontinuirli^  oerbleibt;  unb  ba  ein  ®Uid)ti  in  Se» 
)ug  auf  bie  jmeite  Q3ariable  y  auägefagt  werben  tann^  närnlid^/  baß 
ber  2lu6bru(f  jur  SRed^ten  in  @leid)uug  (XXI)  in  9lufl  übergebt, 
wenn  in  bemfelben  für  y  QBertfte,  bie  größer  aW  B  ober  Keiner  ali  h 
(tnb,  gefegt  werben,  welche  SOBertbe  iebocft  gteid^f^iff^  no*  im  Sereicfte 
ber  Sontinuitäjtdgrenjen  ber  Function  g?(x,y)  fatten:  fo  ffießt  i)xtx^ 
auö  fofort  bie  9lid)tigfeit  unferer  Set)auptung  am  Eingänge,  b.  f^. 
ber  5(uÄbrud  jur  Ked&ten  in  befagter  Oleicbung  (XXI)  ifl  SKeprä'« 
fentant  ber  Function  g?(x,y)  für  jenen  S^eil  it)reÄ  SontinuiWWum» 
fanget,  ober  für  jene  QBert^e  Don  x  unb  y,  bie  ben  Sebingungen: 

B  —  y=:-i-,     y  —  b=:**- 

nadbfommen;  filt  jene  QOBert^e  Don  x  unb  y  Zugegen,  bie  SBebin- 
gungen,  wie  bie  folgenben: 

X  —  A  =;-§-,     a  —  x  =  -f-, 
y—  B=r-*-,b  —  y=:-t- 

entfprec^en,  unb  gleich  wo  W  nodb  im  Sereic^e  ber  (JontinuitÄWgren* 
grenjen  ber  Function  ^(x,y)  (tnb,  befielt  biefe  ©leicbung  (XXI) 
nicf)t  mebr,  benn  ber  ?(udbru(f  jur  9led)ten  biefer  ®leid)ung  (lettt 
för  befagte  93Jertl)e  Don  x  unb  y  beflfinbig  ben  Sluffwert^  DOr  unb 
ifl  biefem  nac^  feine  Function  Don  x  unb  y  (9lr.  247, 1),  wci^renb 
ber  9tuÄbru(f  jur  Sinfen  eine  folc^  Derbleibt. 

aWittelft  biefer  SBemerfung,  bie  eine  folgenrei^e  (Sigent^flmlidö» 
feit  ber  ©(eid^ung  (XXI)  berauöflettt,  fönnen  aud)  gemifdbte  gunc» 
tionen  jweier  93ariabe{n  analqtifd)  au6gebru(tt  werben,  wie  wir  fo(« 
d)ed  im  folgenben  Paragraphen  itä  Slä^eren  jeigen  werben. 

403.  ^uf  ä'^ntic^em  2Bege,  wie  bie  0&%t  jur  2)arfle(Iung  Don 
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Stmcttonett  einet  un^  }weiet  Q3ariabe(n  tutc^  }wei»  unb  Dietfad^e 
StttegtaKen,  fei  ti  für  ben  ganjen,  ober  für  einen  SJfeeil  i^rer  te* 
fpectioen  Sontinuitätöumfänge  erhalten  merten  ftnb;  gelongt 
man  au^  auf  @ä^e/  tie  tie  S)atile(Iun9  tet  Functionen  bteier  unb 
meßtet  93ariabe(n  burd)  fedb*«  unb  me^rfad)e  Sntegralien  jur  golge 
baben.  93Jit  untevlaffen  jebod)  biefe  ^ülföfa'^c  alle  erfl  abjuleiten 
unb  begnügen  mi  bamit,  baö  ^aupt«  unb  ©nbergebnifl,  bie  ^av* 
fteöurtg  öon  Functionen  breier  SSariabetn  betreffenb,  in  ben  folgen» 
ben  jwei  ©Äl^en  i^itr:  no^  ttiitjutt)eilen- 

©e^en  »ir  jur  95ereinfadöung  ber  ^Jarfleöung  folgenbe  @lei* 
c^ung  fefl: 

U  =  Cos.a  (X  — x')  Cos.ß  (y  —  yO  Cos.yCz  —  z')  ,  (a) 

fo  lautet  ber  erfle  0a^/  wie  folgt* 

I.    2Benn  a  unb  A^  b  unb  B^  c  unb  C  reelle  ©rufen 
finb/  bie  lebiglic^  ben  Sebingungen: 

A  —  a=i-i-,     B  —  b  =  -4-,     C  —  c  =  -4- 

unterliegen;  wenn  ferner  bie  Function  g)(x,y,z)  für  alle 
QBert^e  öon  x=a  biä  x=A,  für  alle  2öert|>e  Don  y=b 
bxi  y=B  unb  für  alle  QBert^e  oon  z  =  c  bii  z=C  con* 
tinuirlic^  t)erbleibt:  fo  t^at  man  bie  ®leid^Mit: 

.       (p(x,y,z)  =  J^  jl-^-'jrjr /Vx\y%zO  ü  dx'  V  d^'  d«  dß  dy  , 

;i'    0  0-0    cb    a 

für  alle  2Bert^e  öon  x,  y  unb  z,  bie  folgenben  SBebin« 
gungen  nad^fommen: 

A  —  x  =  -»-,  X  —  a  =  -*-, 
B  —  y  =  -»-,  y  —  b  =  -#-, 
C—    z  =  -+,     z  —  c=:-i-. 

J)er  9lu6brud  jur  ditüjtm  biefer  @leid)l)eit  ijl  mit  2  ju  multiplici» 
ren,  wenn  entweber  für  x  einer  ber  ®ren}wert()e  a  ober  A,  ober 
wenn  für  y  einer  ber  ©renjwert^e  b  ober  B,  ober  wenn  enblid) 
für  z  einer  ber  ©renjwert^e  c  ober  C  angenommen  wirb;  berfelbe 
9tudbruc(  ifl  mit  2.2  )u  multipliciren  ^  wenn  }ugteidb  je  }wei  ter 
ajariabeln  x,  y,  z  burc^  benfelben  entfpredöenbe  ©renjwertfte  erfeljt 
werben;  enblid^  ifi  befagter  Sludbrucf  mit  2«2«2  )u  multipliciren^ 
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oenfi  aOe  ttei  SSotiabeln  x,  y  unt  z  }ugleidb  bitrci)  ben  einen  ober 
Un  anUvn  i^ret  tefpccrioen  ©renjwert^e  erfel^t  werten, 

^tö  ^ol^eruns  befeö  @al^eä  ge^  mit  Seibet^altung  tet  a3et« 
etnfacl)ungö9letd)un9  (a)  folgender  angefänbigte  jmette  t6o^  ^eröor. 

II.  QSenn  tie  Function  <3P(x,y,2)  für  alle  pofitiöen 
unt  negatiDen  reellen  ®  ert^e  Don  x,  y,  z,  ntitbegriffen 
bie  Slullwettbe,  continuirlic^  tjetbleibt;  fo  beflebt  für 
biefelben  SBett^e  t>on  x,  y  unb  z  bie  ©leic^^eit: 

^x,  y,  z)  =  *   X7777^ J^^C^'»  y'>  ^')  ü  dx'  dy'  dz'  d«  dß  dy  . 

404.  3ut  aSeröoflflänbigung  bed  in  oocangeftenber  9lr,  SJlitge* 
geti)eilten  fugen  mit  nodb  bie  Semetfung  bei/  baf  t)on  ber  ®kx(ii^ 
^eit  bed  ^aupttt)eoremä  in  I.  bafelbfl/  badfelbe  audgefdgt  unb  nad}« 
gemiefen  werten  fann^  wa6  Don  ben  analogen  )u  betfelben  in  ben 
9lrn«  393  unb  402  naci^gemiefen  wurte^  nämlich :  wenn  bie  ^unc« 
tion  ^(x,y,z)  ber  Porange^enben  9lr.  aud)  no^  für  Söert^e  pon 
x,  y  unb  z,  bie  folgenben  SJebingungen  entfi)red)en: 

X  —  A=r-i-,  a  —  x  =  -f-, 
y  —  B  =  -+-,  b  —  y=:-«-, 
z  —  C=:-*-,     c  — 'Z  =  -t-, 

continuirlic^  perbleibt ;  bann  ge^t  ber  ^uöbruct  )ur  9led)ten  ber  aU 
gemeinen  Oleicfefeeit  porangebenber  91r.  in  "Sinti  über,  wenn  für 
X,  y  ober  z  ®ert^e,  bie  biefen  Sebingungen  entfpredöen,  gefegt 
werben  —  woburcft  bie  analijtif(döe  IDarfteOung  gemif(l)ter  gunctio* 
nen  breier  123ariabeln  möglid)  wirb. 


§.  IL 

S)ar^ellung  gemifc^ter  , Functionen  burci^  algebraifc^e 
©ummen  meferföc^er  Sntegralien. 

405«  3ebe  Function  einer  allgemeinen  @rö$e  brücft^  wenn  Pon 
beren  ©ielbeutigfeit  (Sntegralrecbnung  III,  9lr.  130)  abgefeöen  wirb/ 
hai  ®efelj  iftrer  SlbWngigfeit  Pon  ber  allgemeinen  ®rö$e  auf  eine 
einjige/  Pi^Kig  befUmmte  unb  i^r  gan)  audfcl)lte(lic^  )uge^kenbe 
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9Beife  aud;  fo  ^af  eine  jmeite^  wn  berfelben  t>erfct)ietene  Simcttütt 
einer  aOgemeinen  @rbfe  biefed  Slb^änsigfeitösefel^  3leid)fa(tö  in  einec 
}meiten/  t>on  bet  etilen  ^ur(t)auä  t)erf(^iebejien  2Beife  anteuten  n^irt. 
9lun  ecflÄren  wir  jwei  oter  tttet)rere  Functionen  einer  alKgenteinen  ©röfe 
al6  ibentifdb;  wenn  biefelben  entweder  ber  äufetn  gorm  nadö  einer^ 
lei,  b,^-  wenn  in  benfelben  bie  affgemeine  ®rö^e  einerlei  al9ebraifcJ)e 
aSerbinbung  eingebt,  ober  aud),  faU6  fold)ed  nicftt  (Statt  finbet, 
wenn  biefelben  für  iUxdcit,  aber  wie  immer  befi^affene  ©ert^e  ber 
attgemeineri  ©voße  aud)  flleid)e  ©rgebniffe  barbieten.  Swei  ober 
mehrere  Functionen  einer  attgemeinen  @rö^e,  bie  weber  ber  einen 
nod)  ber  anbern  biefer  ^Inforberungen  nac^fommen,  erfWren  wir 
biefem  jufolge  aU  t)erfcl)ieben, 

(Stetten  nun,  biefeö  Dorauögefe^t: 

Derfcfeiebene  Functionen  Don  x  öor;  fo  ifl  F(x)  eine  gemifcftte 
Function  Don  ^,  wenn  biefelbe,  je  nad)  ben  2öert()en  Don  x,  di^^ 
fultate  barbietet,  weld^e  balb  mit  benen  Don  g)(x),  balb  mit  benen 
Don  ^'(x),  balb  mit  benen  Don  g)"(x)  u.  f.  w*  öbereinfHmmen ;  ober 
andi,  wir  nennen  bie  Function  F(x)  alöbann  eine,  auö  ben  Functionen 
^(x),  ^'(x),  g>"(x)  .  .  ,,  gemifd^te  Function  Don  x,  wenn  bie:» 
felbe  für  beftimmte,  ifoKrte  ober  jufammenWngenbe,  2Bertf)e  Don 
X  gleidbe  Slefuttate  wie  ^(x)  barbietet,  für  anbete,  gleid)fattö  ifolirte 
ober  jufammen^Ängenbe  93Jertl)e  Don  x  biefelben  fRefuttate  aU  ^'(x), 
für  britte,  Derfc^ieberi  Don  ben  beiben  frü^iern  SBert^f^ftemen  Don 
X,  bie  g(eid)fattd  ifolirt  ober  jufammen^a'ngenb  fein  mögen,  biete 
F(x)  biefelben  JKefultate  aö  ^"(x)  bar  u.  f.  w.  —  (Sine  fotd^e  ge^* 
wifd)te  Fun(^tton  Don  x,  wie  F(x),  ftnb  wir  mit  3ujiet)ung  bed  im 
Dorauögefdjiicften  Paragraphen  SHitget^eitten  jebeömal  barjuftetten 
in  ber  Sage,  wie  ani  bem  Verfölge  biefed  Paragraphen  jum  ^mU 
ßcWlcn  berDorge^en  foö* 

.  406.    2)er  Söfung  beö  affgemeinen  ^robtemö  fc^icten  wir  einige 
befonbere  F^öe  Doraud,  unb  mad^en  mit  fotgenbem  ben  9lnfang. 

aWan  beflimme  eine  gemifc^te  Fun(^tion  einer  allge* 
weinen  Oröfe  x,  bie  für  alleSBertbe  Don  x,  fo  jwifdben 
0  hnb  1  Hegen,  biefelben  SBertbe  aB  x^,  unb  für  alle 
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jwifc&en  1  unt  2  falUnben  SBett^e  Don  x  flbeteinflim= 
menbe  QBett^e  mit  x^  tatbiete. 

3ur  ^erflettung  bieget  verlangten  gemifcfetert  Function  Don  x 
wenben  wxx  mi  bem  Sluögangö  9lt,  391  aufgejlettten  6afee  ju. 
9lac^  ®teicl)un9  (VII)  bafelbjl  ftat  man: 

x»  =r  iL  rr  x'2  Cos.«  (X— xO  dx'  da  , 

TT   •(()  •(() 

für  aöe  pojttioen,  imtec^alb  0  unb  1  enthaltenen  QBertbe  öon  x,  unb 
ba  x«  für  x=0  in  Sluff  übergebt;  fo  finbet  biefe  ®teid)ung  für 
aöe  po(tttDen  QBert^e  öon  x,  üon  x=0  angefangen  b\6  in  bie  näcJ)(le 
gleite  Don  x=l,  afö  ©leic^^eit  ©tatt  ®ben  fo  bat  man  nac^ 
berfetten  ©leic^ung  (VII): 

x3  =  _L  f*f  x'3  Cos.a(x-.xO  dx'  d«  , 

TT   "O     1 

bie  gteidbfaöö  alö  ®(etcf)^eit  für  atte  innerhalb  1  unb  2  enthaltenen 
2Bertl)e  bon  x  SBeflanb  bat. 

9la<^  bemfelben  citirten  ©afee  wiflen  wir  ferner: 

1)  baß  ber  9luöbrucf  jur  Siechten  ber  erjlen  biefer  jwei  ®Ieic^« 
Reiten  für  fämmtlic^e  negatioen  SBertb  Don  x  fowoW/  afö  auc^ 
für  fa'mmtlid)e  pojitiDen  2Bertt)e  biefet  ®rö$e,  bie  nur  irgenb» 
wie  bie  ^inbeit  übertreffen,  jebedmal  in  9luli(  übergebt j 

2)  baß  ber  9ludbru(f  jUr  Kec^ten  in  ber  jweiten  biefer  ®leic^beiten 
gleicbfattö  jebeömal  in  SJlutt  übergebt,  fattö  bie  allgemeine  ®röße 
X  in  bemfelben  entweber  negative  2Bertbe  annimmt,  ober  auc^ 
pofttiue,  bie  aber  entweber  um  angebbare  ©rößen  Heiner  aU 
1  ober  größer  aö  2  jtnb ; 

3)  baß  jcber  ber  eben  angeführten  9luÄbrücfe  enblidb  bei  ber  Sin* 
nabme  x=l,  nur  bie  Raffte  ber  gunction  ijl^  beren  9leprä* 
fentant  fotc^er  ijl,  baber  jlettt  auä)  bie  0umme  befagter  3luö« 
brücte  für  x=l  bie  pojttive  (ginbeit  bar. 

5((l(e6  biefeö  Dorauögefe^t,  bat  man  fofgenbe  Seftimmung  ber 

verlangten  gemifcbten  Function,  faöd  na'mtic^  fold^e  burc^  F(x)  an* 
gebeutet  wirb; 

1                                         15  ' 

F(x)  -=  -L  f*f  x'2Cos.«(x-x0dx'da-l- 1.  f*f  x'3Cos.«(x-x0dx'da  , 

n  *0   1)  TT  1)    -1 
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ober  auäi  fblflente : 

F(x)  =  JL  f*f  |x'2Cos.«(x--xO"*-(l-*-xO«Co8.aCx--x'-.l)|dx'da» 

TT   "b    'O   (  ) 

2)iefe  gemifdöte  Function,  F(x),  »on  x  ift  fflt  negative  QBett^e  bet 
öffgemcinen  Oröße,  ober  Don  x=  — oo  6id  x=0  ter  SluÖ  gleidö; 
fflr  oöc  QBert^e  öon  x=0  bW  x=2— v,  wo  v  an  bet  Ueber* 
gang^grenje  auä  tem  unenMid)  fUmwttitnitn  3u{lanbe  in  ben 
bcÄ.enblic^cn  einer  @rö^e  flef)t,  i(l  F(x)  eine  continuirlicbe  gunction 
Don  X,  b,  b.  im  ganjen  Sereid)e  biefer  QBert^e  Don  x  Änbert  (tc^ 
befagte  gemifdbte  Function  jebedmal  nur  um  eine  unenblicf)  Hein» 
werbenbe  ®rö§e,  wenn  bie  ottgemeine  Orftfle  x  gleid)fa06  nur  eine 
unenblid)  fleinwerbenbe  2lenberung  eingebt;  biefelbe  i(l  femer  inner 
bemfelben  2Bertt)umfange  t)on  x  gemifct)t/  in  einer  2Beife/  wie  am 
Eingänge  biefer  9lr.  feflgeflettt  warb;  beim  S^urd^gange  ber  attge« 
meinen  ®r&f e  x  burti^  ben  Qßert^  2  legt  biefe  Function  F(x)  bie  <£igen« 
fd)aft  ber  Kontinuität  ab,  unb  jwar,  wenn  v  bie  Dor^in  feflgeflettte  ©e* 
beutung  beibebcfft,  fowo^I  beim  Uebergange  »on  x=:2— v  biÄx=  % 
ate  aud)  bei  bem  oon  x=2  biö  x=2  +  v;  enbUcfe  ifl  biefe  gunc* 
tion  für  bie  pofttiüen  QBertbe  Don  x,  bon  2  +  v  angefangen  btf  inÄ 
UnenbUdöe  fortgefel^t,  beflönbig  ber  SJluffe  gleich* 

SInmcrfung.  3)fe  t)Ot(e(te  btefct  9|u4fagcn,  bie 2)t^conttnu{tSt bct gcm{f<lb* 
tot  gfuncHon  F(x)  betreffenb,  macbt  tint  befonbete  QtiSntnun^  not^t'g. 
Sebenft  man  ntoUcb  bie  obigen  ^utfagcn  in  i)  unb  2),  fo  {(}: 

F(2-.v)=r(2-v)3,     F(2)  =  j.23,     F(2-*-v)  =  0; 

.  bie  ®rofc  v  t(}  ^toax  feine  uncnbdcb  flemwerbenbe,  jcbo(b  eine  infetf} 
fleinc  3a$fengtofe— fe|en  wir  fonacb/  um  irgenb  einen  gfaO  wt  Singen 
iu  baben: 

V  :i=  io-»«> , 
fo  (lettt  f!*: 

F(2— v)=:  8. 

mit  tinn  M  auf  hit  99te  Z)ecima(fieae  fU^  et^ecTenben  ®enatttdfctt  §ef » 
oud;  unb  ba  femer 

F(2)  =  4  unb  F(2  -fr.  V)  =  0 

tu:  fo  ifk  and^  gon)  angenfaSig,  baß,  in  ber  nS(bflen  Umgebung  be) 
SBert^  2  für  X,  bie  gemtfcbte  Sfunction  F(x)  für  2uferf}  fUine,  ia  foi 
gar  für  unenb({(b  fleinwerbenbe  Senberungen  t)on  x  enbUcbe  9(enberuQgen 
ntMU,  S>iff.  ti.  3iit.  aicd^ttuna.  n.  24 
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(niadi^  6eim  UtbttQanQt  Don  x=2  — v  M  x=::2,  vm  aud^  M  (cm 
wn  x=2  bii  x=2-i-  v)  ttkibtt,  ba^  bfefcrbc  fonac^  (nacfe  Sflt.  247,  III) 
fat  hn  UmQtbm^  bon  x=:2  eine  cn&lid^e  2)tl€«iittttuttat  ctnge^t. 

407.  3ur  SJerijicirung  6cö  in  Dorangefeenbet  9lt.  gewottttenen 
Ctgebniffed  wottett  wir  tie  gemifc^te  guttctton  F(x)  bafclbfl  mit  dx 
ntuIHpUciren,  bann  oon  x=a  bid  x=b  integriren  unb/  je  nad^ 
aSerfc^ieben^eit  bicfcr  Sntcgrationögrenjen,  iaä  (Ergebnis  biefet  3n* 
tegtaHon  iebedniat  nt>6)  ncf^er  bcjlimmcn. 

aSoterfl  ^at  man  bei  Sugrunbelegung  ber  in  öorange^enber  9lr. 
oufgejlettten  Oleid^ung  für  F(x)  folgenbc  3ntegra(gleid[)ung : 

b  i      »thi  \ 

f  F(x)dx  =  — /  f  f  }  x'2Co8.a(x-x')-4-(l-l-x03  Cos.a(x-x'-l)    dx dx'd« ; 

n^itb  ted^tö  Dom  ®leid^^eitö}eicl^en  bie  Sntegtation  nacf)  x  innerhalb 
ber  ongejcigten  ©renjen  a  unb  b  ooßjogen  unb  nad&^et  bie  Orb« 
nungdfolge  ber  partiellen  Stttegrationen  nac^  x'  unb  a  )>ertauf(^t: 
fo  ^at  man  bie  ©leid^ung: 

jF(x)dx^J  j  J^^in^^  ^^  j  ^.,^^. 

«  0  0  0 

*  -i/  jJSin.«(b-i.xO^^_JSin.«(.-i-x0^^j(^,^,^3,^,  ^^^ 

0  0  0 

bie  wir  im  golgenben,  wie  wir  und  t)orgefelJt,  je  mdi  ber  Se^ 
fcftaffenfeeit  üon  a  unb  b  näfeer  beftimmen  werben. 
1)  gür  bie  ^nnaftme : 

a  >  2  unb  b  >  2 

tjdt  man,  ba  x'  in  ber  eben  aufgeflettten  allgemeinen  ©teicftung 
(1)  aöe  QBert^e  t)on  0  bid  1  bur4)Wuft,  bie  ©teic^ungen: 

JSin,«(b-xO^^^^^     J"sin.«(a^x0   ^^^^ 
0  '      0       - 
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/F(x)dx=rO.  (•>2,    b>2) 

a 

^iefed  ®tge6ni|i  ifl  gan)  (et  (Sigent^mltc^teit  Ut  gemifc^ten 
Function  F(x)  gemäf;  la  nä'mßd)  fold^  ftir  aUellB^t^e  ^M  x, 
bie  größer  ate  2  (tnb;  in  Slutt  übergebt 

2)  ®ine  jweite  ^ntta^me^  bie  auf  lai(tU>t  9{efultat/  aB  tie  titn 
aWitgetbcUte  fü^rt,  iffc  folgenbe: 

a  <  0  ttttb  b  <  0  . 

QSertttJge  beö  Umflanbed,  baj  bie  auf  x'  Sejug  ^abenbett  Snte» 
grationen  in  ber  aUgemeinen  ®(eid^.ung  (1)  über  fämnttKd^e  SBeti* 
t^e  \)m  0  b«  1  |tdb  etftrerf en,  ^at  mafl  (©leidöuwg  (6)  9lr.  «88) : 

Ja  Ja 

0  0 

Ja  J  OL 

0  0 

wetd^e  ©leidöungen,  wie  angefönbiget  warb,  auf: 

J  F(x)dx  =  0  (a  <  0  ,  b  <  0) 

a 

fiH>ten* 

5lu*  biefeö  (^gebnif  eutfpric^f  öoHfommeu  ber  ©igentWwli^feit 
ber  gemifdöten  gunction  F(x) ,  bie  für  fämmöiciöc  negaKben  SBert^e 
t)on  X  ben  SluHwert^  barbietet 

3)  Jeruer  fei : 

a  =  0  unb  b  ^  0  mfe  b  *<  1  I 

fo  flettt  ^,  wegen: 

JSi,i.«(^a-->0;j^^_.^ 
j'sü.Xb-l-x')    j^  ^  _^  ^    ySin.«(a--l-x')  j„  ^  _  ,  ^ 
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f  F(x)dx  =  ^  f  x'^dx'  +  A   f   f  ,.,  Sin.«(b^xO  ^^^,  ^ 

0  0  0       0. 

obet  auc^  folgende  tat: 


0  0      0 

TT   J    J  a 


b       0 

in  bem  etilen  biefer  S>op)>eIintesra{ten  f^at  man,  wegen  (er 
SntefltatiottiSgrenjen  t)on  x'  tafelbfl, 
b  -  x'  =  -*- , 
ta^et  retucirt  (tdö  tet  OBertt»  beöfelben  ouf : 

f/V^dx'; 

bad  jweite  biefet  ^Joppelintegralien  rebucitt  jtd&  ober,  wegen 

b  -.  X'  =  -  , 
auf: 

^f/V^dx'; 

baber  gebt  bie  Dorige  ©leic^ung  aber  in : 

X''F(x)dx  =  i  +  i  /x'^dx'  -  J  /x'^dx' 

0  Ob 

unb/  nad^  93oll(3ie()ung  ber  angejeigten  3ntegraHonen^  in: 

/  F(x)dx  =  f  b3  .  (b>0,    b-gl) 

0 

9(uf  badfelbe  9lefuttat  gelangt  man  unmittelbar/  wenn  ber  \Xm^ 
ftanb  beachtet  wirb,  ba^  fflr  aße  QBert^e  Don  x=o  hü  x=i 
bie  gemifcftte  gunction  F(x)  öbereinflimmenbe  Slefuttate  mit  x^  bor* 
bietet  ' 

4)  SBerben  enbtic^  folgenbe  ^nnal^men  getroffen: 

a  g*  0  itnb  a  'S  1 ,    b  ^  1  ttttb  b  <  2  , 
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fo  itt)t  Ut  aQsemeine  ©(etc^ung,  wegen: 

0  0 

in  folgenbe  übtv: 

h 

J  F(x)dx  = 

0  0       0 

0       0  0 

nun  tfi: 


0       0 

•    •  1 


=  J  J  ^Sin.«JpxO  j„j^^  J  J  ^,,Sin.«^,-xO  ^^  ^^  ^ 

0       0  a       0 

welct)e  @^id>ttng,  beacf)tenb  Ut  oben  feflgejleaten  öefc^tÄnfun- 
gen  Don  a,  in  folgenbe  öberge^t: 

1  «0  •  1 

J  J  x'2  ^^'^-«^^"^^^  d«dx'  =  f  J  x^dx'^  i  J  x'«dx'  5 


0       0 


unb  ba  aud  ä^ntid)en  ®ränben  a\x6)  folgenbe  Gteic^uns: 
1    «  -       >  b-i  1      ' 

J  J  (1+^^)3  Sii«(b-i-xO  j^  dx'  =  f  J  d+xO^dx'  -  ?  J  (l+xO^  dx' 

0      0  0  '  b.l 

erholten  wirb:  fo  ge^t  bie^  Dorige  ©leid^ung  übet  in: 

/  F(x) dx  =  4^1  /  x'«dx'  -  / x'2dx'  -♦-  jV^dx'  1 

•  (    0  0  •  ) 

Sb-1  1  1  1 

/^    (l-«-x')3  dx'  -  ^  (i  -»-  xO^  dx'  .*-  jr  (1  +  x')3  dx'  j  , 
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ober  auc^  in: 

1>  t  b.l 

/  F(x)dx  =  /  x'^dx'  ^  /  d  +  xO^dx' , 

a  a  0 

oter  enMi(^  in: 

F(x)dx  =  -^  +  -5-.  [^^^  ^„j  ^  <  2  j 

« 

3lud)  biefeö  rRefuItat  itl  in  üftaiser  UebeteinfUmmung  mit  feec 
€iflenfdöaft  bet  gemifi^ten  Function  F(x);  mit  ber,  für  äffe  9Bct^ 
t^e  Don  xi=0  Mö  xz=i  bie  guncftort  x»,  hingegen  föt  atte  QBer« 
tbe  Don  x=l  b\i  x=2  bie  Function  x^  uotjufleßen. 

408.  (gine  »Ott  bet  in  beiben  Dorange^nben  SUm.  bcfptod^enen 
»erfd^iebene  9cmifcf)te  ^«ttctiott  einer  affgemeinen  @r6fe  x  fomme 
folgenben  Siebingungen  nad). 

JDiefelbe  foll  für  bie  Swifcfeenwertfee  ju  0  unb  f  *>ön 
X  mitSin.x,  für  bieStvifd^enwert^e  ju^  unb  ;r  mit  Cos.x, 
füt  bie  3wifdöenwert^e  ju  71  unb  ^  wieberum  mitSin.x, 
wie  för  bie  ju^  unb  2;^  mit  Cos.xu.  f.  ro.  flbereinftimmen. 

Stuf  älbttlidöem  aSege  wie  in  91r.  406  gelangt  man  mit  3ujie= 
^ung  ber  ©tei^^eit  (VII)  Sit.  391  auf  folgenbe  Oteic^ung: 

F(x)  =  i.  f */  Sin.x'  Go8.a(x-xO<lx'  da  +  1  f*  f 'Co8.x'Cos.«(x-V) dx'da 

4     ^  Jt  4      CO  2* 

-i-— rfSin.x'Cos.«(x-x')dx'da'f._f  f  Cos.x'Cos.a(x-.xOdx'd« 

TT  ^0*^79  ;r*b''3.T 

Hhi-r*f  Sin.x' Co8.a(x-x')  dx'da  -•- 

+ (A) 

WO  F(x)  bie  Declangte  gemifc^te  gunction  ifl. 

Stingt  man  in  biefet  Oleid^ung  fämmtlid^e  auf  x'  bejäglid^en 
Sntegtationen.auf  einerlei  Sutegrationdgrenjen/  auf  bie  öon  x'=:0 
big  x'=f ;  fo  nimmt  biefe  ©leicfeung  folgenbe  gorm  an: 


l+Cot.aCx-x'-^)-Co..a(x-x'-4?-)-Co#.a(x-x'-ÄJ-)+c«f.a(x-x'-T) 

*^  *^  *'  *^V  Siiux'tlxMa. 


0     0  y^ 
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Um  bie  itttter  teii  Älammetn  enthaltene  fKeibe  ju  funtmiten/ 
benfen  wir  und  foldbe  Dor  bet  ^anb  biä  j«m  ©liebe: 


Cos.orix — x' —  I 


fortgefel^t/  wo  n  eine  ganje  po(ttit)e  3a^I  DorileQt/  unb  bejeicgnen 
bie  öumme  berfelben  butc^  TJ411;  wenn  nun-  bie  ©untme  bet  gönj 
analogen  ©inudteifee,  bie  fonacft  mit: 

Si...(.-v-iH) 

abbrid)t;  burcJ)  V^«  üorgeileöt  wirb:  fo  erhält  man,  wenn  in  be- 
fanntet  2Betfe  Derfa^ren  wirb/  bie  @(eic^ung: 

(        .^^.     ,?|![V-..      -.?^^.     jt^yr, 

Se^uf  ber  ©ummatton  bet  innerhalb  biefer  klammern  ent^t^tten 
©Ueberrei^e;  feften  wir: 

y  =  1  —  Z  —  Z«  -I-  J&3  -I-  2*  -.  jj5  «.  ^6  -I-    .    .    .    -I-  ato-1'  -^  3t*»  , 

fo  ergiebt  (u^: 


worauf : 


1— Z-f-(l-l-z)z*n+t 

y= TTTü —  (^^ 


gefolgert  wirb,    QBenbet  man  biefeö  (graebnif  auf  We  obige  SReifee 
an/  fo  fleKt  f|c^  folgenbe  ©leid^ung  ^eraud: 

—  e  ^ ^ , 

2  C08.  — 

aud  tet: 

CoÄ.aJ  Cos.«  (  X  -  x'  -  ^J^n\-  Sin.«  J  Sin.«  (x  —  x'  -f-  J) 

Ü4B=    ^ V-^ 
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Cos.af  Sin.a^x  — x' V"^)  +Sin.«  jCos.a(x- x'-#- J) 


V4n  = 


Cos.— 


flefotgert  Wirt. 

,  S)a  und  gegenwärHg  blofi  um  Ü4«  ju  tftun  ifl ,  fo  Detfoffen  wir 
bie  )weite  bet  jutel^t  aufsefleOlten  ©leid^ungen  unb  wenben  und  lebig« 
lic^  bet  etflern  }U/  ani  Uv,  wie  ed  au^  bie  aagemeine  Söfung  bed 
DotHegenben  ^roblcmd  verlangt,  nicl)t  nur  Ü4b,  fonbem  oud)U4«+i, 
U4i>is,  U411+3  balb  ^erjufleQen  ifl/  wenn  man  nämli^: 

Ü4„+i  =  Ü4„     -  C08.«  (x-x'-^^;i), 

Ü4.^^2  =  Ü4^1  -  C08.«    (x  -  X'  -  ~^  7i)  , 
U4«f3   =•  U4„+2  •*•  C08.«    (x  -  X' —--  n) 

annimmt    SRan  M  fonac^: 

U4n  =  i-  — g 5 (  — I  +  C08.-—  +  Go8.2iia;r-i-  C08. — 5— a/i  ( 

_    ,    Sin.afx— x')    l  _.     an       «.     ^  o-     4«i-*-l       J 

U4.4i=:f^"'-"(^-='^!-l-t-Co..^-t-Co,.*^«;r-Co,.(2nfl)e^{ 
'      Co8.^;[      '  2  2  »  /       I 

•*"*      Cos.^».     1         -S.n.-  +  S.n.  — -«;r-S.n.(2n+l)«;r  j  . 

ü«^,=^2El£i^)}_,  +  Cos.^-Co..{2n+l)«;r-Co,.*^«;ri 

Sin.a(x— x')^  o.    an      «•     'o    i^x  o-    ^"i+3       I 

lT4n+3  =  i-  — ^      q J  —  1  -«-  Cos.—-  —  Cos.  -— -  an  -1-  Cos.(2n+2)a;r  > 

*  *      Cos:g;r     i  "^^^-  r  -  ^^"^-^  «;rt  Sia.(2n+2)«;r  j  , 

unb  bie  obige  F(x)  barflettenbe  ®Ieid}un9  nimmt/  je  nad}bem  bie 
inner  ben  klammern  biefer  ©(eic^ung  enthaltene  Steige  mit  einem 
ber  folgenben  Dier  ©lieber  abbricht: 
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Cos.«(x-x'-~7r), — Gos.a(x-x' 7^^)  » 

—  Cos.«  ^x— x' 5"^/»  Co«.«lx— x' ö~^  j  » 

in  berfelben  Ortnung  andj  eine  bet  folgenben  Diet  ^otmen  an: 

F(x)  =r  ^  J'7''U4nSin.x'dx'da  , 

'00  ^ 

F(x)  =  J-/*/u4n+tSin.x'^x'd«  , 


F(x)  =^S  S  U4n+2Sin.x'dx'd«  , 
F(x)  r=  X  j"'*J^Ü4n+3  Sin.x'  dx'  da  . 

3n  tiefen  ©lei^ungen  |inb  bie  auf  x'  öeattg  feabenben  angeben- 
feten  Integrationen  lei^t  ooUjie^bar ;  fo  baf  nad)  93oll[)ie^ung  bet> 
felben  bie  t)tü(in%tt  gemifi^te  Function  blof  noc^  Don  einer  ein}igen 
Sntegration  nad)  «^  abhängig  (ic^  ^eraudflettt,  wieauS  bem  golgen* 
ben  beröorgeben  wirb. 

SRan  ^at  nämlid)  bie  Integralgleichungen: 

Je-       .n        ,       >\Ä  I      ,Cos.[«x+(l.«)x']     Cos.[ax-(l+a)x'],-       ^ 
Sin.x'Cos.f<(x-x0dx'=-4. ^ ^-^-4 , . ^— ^+Con8t. , 
^           *             1-a               '             Ita 

Je'.       /o.       ,       IX j  i       Sin.l£yxf(l-a)x']     Sin.[ax-(l+«)x'],  _       ^ 
Sin.x'Sin.a(x-x')dx'=-4. i-v^ -^-^ ^=—rr ^— ^+Con8t. , 
*             1-a              *             1+a 

aud  benen  folgenbe  gejogen  werben : 

n 

7 

/o        tn         f         <xj   <         Cos.ax-»-aSiD.a(x— y) 
Sin.x'Co8.a(x — x')dx'  =r  — ^ ^  , 


0 


Je-       IC-        /     ~    /xj   I         Sin.ax— aCos.«(x— J) 
Sm.x'  Sin.a  (x — x')  dx'  =  g ^  ; 

.0 

bafeer.gefeen,  beac^tenb  bie  SBebeutungen  t)on  Ü4n,  Ü4u+i,  Ü4n+2/ 
Ü4n+3,  bie  i)origen  Dier  ©leic^ungen  in  ber felben  Drbnungdfotge 
Aber  in: 
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F(x)  =  1.    : \ — L. JV  c„..?^ 

0  2  ' 

CO 

^    I  Sin.a(x-ii;r)-.aCos.a|x-^Htf;r) 
0  2 

CO 

1  Cos.«(x— n7r)-i-aSin.ö|  X— H?it?  ;r  \ 
F(x)  =  ~  I   V  ^        /p  _  2n+i 

0  2 

1    I  Cos.«|x--Y-;rj+aSin.flr(x-(n4-l);r) 


2 


-*-a  Sin.a(x-(n+l)7rJ 

—   ^    -^  Cos.  —  aTrdce 


^    1  Sin.al  x--~— ;r\ --aCo«.a(: 
V  (l-«2)Cos.^ 


x-(n+l);r) 

Sm.(nfl)  an  da  , 


Sin.ol  X— -5-  ;r)— aCos.a(x.(n+i);r) 
"^-^-1 Sm. 

CO 

^    I  Sin.a(x.(n+l);r).aCos.a|: 
"*"  ^ J  (i--a2)Cos  «^ 


(n+l)  a;r  da 


2n+3    X 
^^      -^  Sin.(n+1)  «;r  da  , 


2a 

We,  wenn  «in  —  umflefeet  wit?l>,  in  lecfetten  Ortnunftöforae  in 
folgei^  Oaetrge^etc 
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J^      2«  v.2«o.    2of/     2ä+1    \ 

Cos. — (x-n;rJ+ — Sin. — |x— 77-71 1  ^      /„    .,% 
?r^         ^    TT  ;r  \        2       /  Cos.(2n-f  l)/x 

^_/2«\«  Cos.«       ^"^ 


Sm. — (x-ii;r) Cos. — 

Tt        -         n  TT 


2«^      2«/     2n+l    \ 

— Cos. — (x — 7z—n\    e-    r 


.2na 

7t  i 


\  7t  t 


J*      2a            >.2r;f^.     2a/     2n+l    v  . 
Cos.-(x-n.H-S.n.-  X-— ;.)    Co..(2otl)«  . 
W?^? = CHTT-  ^« 

J*     2«/    2ntl  \^2ao.    2a,    ,   .  ..  . 

0  V;r ' 

^    1  Cos — (X — — -;r|+— Siii.---(x-rn+l)7r)         ,         . 
^,,,  2    I  ^\        2      ;    ;r  it Cos,(2nfl)« 

FW=-;^J   — "717?«?  Cos.«       ^"^ 

J*      2a/     2ntl   \  2a^      2a,     ^    ,^.   ^ 

J"      2«/    2n+l    \  2a_      2«/    ,    .  ,^  , 
^"■•ir('-rV-ir^°'-¥^^-^°-^^^^>sio.<2nt2)«  ^ 
wüv c^i:^*^ 


Jo-    ^«/    ,  _L.x  X  2«^      2a/    2n+3  v 
Sm.>-,(x-(nil);r)— Cos.-^(x-— ;r)g.^     ^^^^^  ^ 
;;^2^« — ^ c;srr^^-^ 


Sebe  biefei:  öier  ©leicftungen  fteOt  bie  am  (tmofiXi^t  oerlottflte 
guncHott  00«  X  öor.  !Die  Function  F(x)  a\xi  Ux  erflen  ©leic^ung 
ift/  weflen  Sin.  0=0,  för  äße  SSJertfee  Don  x=;0  bW  in  bie  Slä^e 

DM  x=-^tteitttf(^  mit  Sia«x;  itr  bet  UmoAuttg  t>m  x=:-^ 
ge^t  F(x)  eine  enblic^e  ^iöcontiriuitjft  ein,  inbem  biefelbe  al^bann. 
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anjlatt  Ui  aBett^ed  i,  ten  QQBettb  i  annimmt;  innetMt^  ber  OBer* 

t^e  oon  x=:l-unb  x=;i  i(l  F(x)  ibentifc^  mit  Cos.x;  in  ber  n&ft« 

den  Umgebung  Don  x=7i  tritt  obermotö  eine  enblid^e  !Z)iäcontinmtät 
betfelben  ein,  beten  QSJertfe  ifl  atebann  —  i-;  inner ()alb  ber  QSJert^e 

t)on  x=;?r  unb  x=  ^  ifl  F(x)  abermate  mit  Sio.x  ibentifc^  un^ 
erleibet  bei  x  =  ^  eine  enbli^e  2)idcontinttität,  ti  ifl  afebann  beren 

SBert^  —  +;  innerMb  x=  ^  unb  x  =  2;f  ifl  F(x)  mit  Cos.x 

ibentifc^,  unb  ba  folcfte  fflr  x=2;iben  aBertft-J- annimmt,  fofi^Iie« 
fen  wir  abermaW  auf  eine  enblicfte  2)iicontinuitdt  berfelben  in  ber 
Umgebung  biefeö  2Bert^ei  Don  x.  2)iefeö  ,angebeutete  ©efefc  beob» 
ad}tet  bie  Function  F(x)  ani  ber  erflen  ®(eiclbung  b\i  in  bie  näc^fle 

9lä^e  Don  x=(4.n+i)  -2-;  fo  baf  biefelbe  jutefet,  nämli*  innerhalb 

ber  2Bertfee  4n-^  unb  (4n+l)^  ibentifi^  mit  Sin.x  ifl,  unb  an  ber 

®renje  felbfl,  nÄmlicft  beix=(4n+l)-^,  abermate  eine  enblid>.e 

S)iöcontinuität  eingebt,  inbem  atebann  beren  2Bert^  -{  ijl,  $üx  aJKe 

QBert^e  Don  x,  bie  größer  atö  (4n+l)-i-,  wie  für  atte  negatiDen 

QBertbe  Don  x  gebt  biefelbe  gunction  in  9luJK  über. 

2)ie  Function  F(x)  aud  ber  jweiten  ®Ieid)ung,  unterfc^eibet  (tc^ 
Don  ber  unmittelbar  befproc^enen  barin,  baf  biefelbe  innerhalb  ber 
SBertbe: 

(4n+l)-J-imb(4n+2)-|-^ 

Don  X  nic^t  gleich  Slutl,  fonbern  mit  Cos.x  flbereinfHmmenb  ifl; 

an  ber  d(uferjlen  ®renje,  nÄmlic^  bei  x=(4n+2)^,  gefet  folcfee 

eine  enblicfte  i5)igcontinuität  ein,  befagte  gemifc^te  gunctiort  F(x) 
nimmt  bann  ben  QQBertb  —  t  ö«. 

S5ie  Function  F(x)  ber  britten  biefer  ®leiciöungen  unterfc&eibet 
fl*  DOtt  ber  fo  eben  befprod^enen  barin,  baf  biefelbe  anc^:  inner 
ben  QSJert^en: 
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Don  X  eine  Function  Don  x  öerbteibt,  unb  jwar  jlettt  fold^e  oöbann 
Me  Function  Sin.x  oor;  an  bet  Äufetflen  Orenje,  bei  x=:(4n+3)-|-, 

gebt  aucf)  biefe  Function  eine  enblidbe  S)idcontinuitc[t  ein,  inbem 
bann  folc^e  ben  9QBert^  —  t  annimmt 

(gnblid)  fUmmt  bie  gemifc^te  Function  F(x)  aui  ber  Dierten  unb 
legten  ber  obigen  Steigungen  mit  bet  fo'eben  betrad^teten  britten 
biefed  e^fiemd  äberein;  unb  weict}t  lebiglidb  batin  oon  berfelben  ^^^ 
för  alle  awifc^^n: 

(4n-»-3)-^  unb  (4n-f-4>^ 

fattenben  SBertbe  Don  x  mit  Cos.x  übeteinflimmenbe  fRefuItate  bat* 
jubieten;  auc^  biefe  ge^t  an  ber  an  bem  äuferflen  ©renjwert^e  Don 

X,  beix=(4.n+4)-y.,  eine  enblid^e  S)idcontinuität  ein^  nämlid^^ 
(iatt  1 ,  ben  9Q3ert^  \  oorjufleaen. 

409«  (Sine  gemif(^te  Function;  bie  (td)  ber  in  bett  Steigungen 
(a),  (b),  (c)  unb  (d)  Dorangebenber  9lr«  burc^  F(x)  bargeflettten 
anfcfeliefet,  ifl  folgenbe: 

gör  alle  Swifc^enwertfee  ju  0  unb  — -^öon  xftimmt 

biefelbe  mit  Cos.x,  für  bie  ju  — -^unb  —  ^^faüenben 
3wifc^enwert^e  Don  x  flimmt  foldbe  mit  Sin.x  öberein^ 
wieber  mit  Cos.x  für  bie,  3wif(^enwertfte  ju  —n  ttnl> 

y--^,  wie  mit  Sin.x  für  bie  ju  ^-^unb— 2;igeb8rettbeti 
3wifci>enwert^e  Don  x  u«  f.  w. 

2Birb  biefelbe  burc^  F'(x)  Dorgejlefft,  fo  bot  man  nacfy  bem  in 
9lr.  391  begrunbeten  Sbeoreme  folgenbe  mit  ber  ®leic^ung  (A)  Dor« 
angebenber  9lr*  ganj  analoge  ©teic^ung: 

F'(x)=  ^/]r  Cos.x'Co8.a(x-xOdx'da+i  fy§in.x'Co8.a(x-xOdx'da 

"7 

-+•  -^/Ir  Cos.x'Co8.a(x.x')dx'da+5^  jy  Siii.x'  Cos.a(x-xO  dx'da 


^  0  -«r  0  -2« 

T 
»-2« 


^  i.r*r  Cos.x' Cos.«  (x—x^dx' da  H- . 

.     .    .  ;  (A') 


wj  -5^ 
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metbett  a\x6i  ^iet  ade  auf  x^  (eaufsfid^eti  Stttesratiotten  auf  Me  3u« 
teftrationdgrenaen  0  unt  -y-  get^rad^t:  fo  ^at  matt  oucl^  folgeuDe 
öefHmmungdgfeidjung  für  F'(x) : 


*^))Cos.x'dx'd«. 


rVr   Co8.a(x4-x>Cos.a(x+x'+T)-X;o8.a(xtx'+«/) 

F'(x>-i  I    1  |+Cos.«(x+x'+^/)+Co8.«(x+x'+</)-Cos.«(x+x'+^ 

"j  J  (-Cos.a(x+x'f«f)tCos.«(x+x'+^/)+ 

•      0 

Sri^  man  Me  innerhalb  Uv  klammem  enthaltene  ^ieberrei^e  mit 
bem  ®tiebe: 

Cös.al  x-f-x^-#- —^V 

üh,  unb  üttit  tonn  tie  6umnte  tetfelben  tutc^  Ü^»  oor,  fo  ge^ 

miunt  man/  menn  bte  ^urnme  Ut  analogen  Sinuteet^e  (ut(6  V^4ii 
öotgejleöt  wirb,  folgende  ©letcftung: 

ü'4.  -^  V^  Y'^  ^ 
l         £^V^i       !^V:i       ?^V^i       *^^t  i 

f     — e   «  — .  .  .  .  H-e      *  -»-c   *  1 

au«  bet  mit  3u}ie^uiig  ter  Gleid^ung  (B)  moitge^nbei:  SAc.  fol« 
gente  geaogen  vA'A: 


2Cos.f 


aud  wetd^er  enblid^  folgende  Seflimmung  gejogen  mirb:  . 

^  Sin:a(xtxO\       ^  «•    «»       o-    «  c-     ^»+^        i 

-#-  4 ^ '  {       -■-  Sm.—-  —  Sin.2n  an  —  Sm.-— —  «^  >  i 
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un^  mithin  jur  S5e{Hmntttttg  Uv  fca8li(i)eti  gemifc^ten  Stmctton  F'(x) 
Me  ©leid^uttg: 


.«.? 


F'(x)  =  -^  /7  U'4n  Cos.x'  dx'  da  , 


0    0 


in  Uv,  im  9(uä^rude  jur  fKed^tett^  wir  no(^  tie  Sntegtation  tioc^ 
x'  ju  oottiiefeen  ^oben. 

Serü^itc^tiset  man  nämlicl^  fblgenbe  jwei  ©teid^^eiten: 

.T 

T 

Jn        r  ^    ,\n        iA  I        Cos.a(x-*-5)-i-a  Sin.ax 
Co8.a(x-«-x')Go8.x'dx'  =  ^ — r!ri » 


T 


Sin.a(x-f-x')  Cos.x'dx'  =  ^ — J^~2 

0 

wie  aud^  Me  obige  Se^mmung  fttt  17^4.;  fo  ^at  man: 


Cos«(x+— 


2n+i   \        o.        ,  . 

Mr)-*-aSin.a(x-*-n;r)  ^   .^ 

/  ^      2atl        . 

Cos.  -— —  an  da 


2 


CO  /       2d+1   V 

P   Sin.olx-i — — /r|— aCos.a(x-*-n;r) 


^1 


(l-«»)C08^ 


Sin.naTT  da  i 


Gos.a 


ober  auc^,  wenn  «in  —  «mgefeftt  wirb,  folgenbe  »efUmmung 
ber  gegenwärtig  in  9lebe  fle^enben  gemifd^ten  Function : 

J*n      2a/   ^2ntl   \       2a «.     2a.  ^       ^ 
jr\         2      /        n  n^  ^Co8.(2nH)a 

J*  e.    2a/       2n+l   \       2a^      2a.   .     \ 
;r\          2      '        TT          it^         ^Siii.2na,       ,  ^ 
. HW ^ 

weld^e  bie  analoge  jur  ©leid^ung  (a)  ))orangebenber  9lr.  ifl 
S)iefe  Function  F'(x)  nimmt  für  fämmtlid^e  pojitioen  QBert^e 
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t)on  ^,  wie  f8t  jene  negattüen  ^ett^e  liefe  aOgemeine  ®röfe/  toelc^e 

numerifd)  größer  a\i  ^^  n  (tnb,  ben  Sluttwertb  an;  fonacö  feört 

Wefelbe  aud);  för  biefe  2Bert^e  bon  x,  bem  engem  Segriffe  einer  gunc» 
Hon  ju  entfpre^en  auf  (©nteitung  9lr.  6).  gör  bie  negativen  ©er* 
t^e  oon  üf  bie  im  Sereid^e  ber  ©renjen : 

0  unb j-  ;r 

faKen,  fteöt  F'(x)  abwecftfetnb  bie  Functionen  Cos.x  unb  Sin.x,  in 
ber  am  (Eingänge  angebeuteten  SBeife  bar;  beim  jemeiltgen  Ueber* 
gange  t)on  Cos.x  ju  Sin.x,  unb  umgefe^rt^  erleibet  folc^e  eine  enb» 
licfte  i5)iöcontinuität.  3n  ber  Umgebung  Don  x  =  —  ^  nimmt  bie* 
fetbe  ben  QQBert^  —  4^,  in  ber  Umgebung  ton  —  n  ben  SBertb  —  \f 

in  ber  Umgebung  ton ^  ben  SBertfe  \  u.  f.  w.  an. 

410.  ©teJKt  f(x)  bie  ©umme  ber  gemifc^ten  Functionen  F(x) 
unb  F'(x)  aud  ben  ®feicl)ungen  (a)  unb  (a')  beiber  oorange^enben 
9lrn*  Dor,  bann  ifl  f(x)  fowo^t  för  pofitiöe  ate  für  negatiöe  2Ber* 
tt)e  t>on  X  eine  Function  ton  x;  unb  man  %<A  fo(genbe  SefHm« 
mung^gleid^ung  biefer  gemifc^ten  Fu>)<^^on: 

4    rC,..t«(,,,^-.^^Sin.f  (x-l)  c,s.(2nti)., 

f(x)=-^  I  ^ — ---5 Cos.——-  «  — j^ — —^Aa 


--S.n.-(x^  4„^,      Sia^, 


0 

ober/  na<l^  Bufammenjie^ung  beiber  beflimmten  SntegraHen,  ^U 
genbe: 

f(x)  = 

,  fCos.??(xt?)H-?5!sin.?£;(x.?)    Cos:?^^  +  Cos,§5ti« 

Ober  enblid): 
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4    fiCos.— (x+f)-!-— Sin.— (x-l)  jCos.?^     ^^        ' 
^  ^      ^  J  W2?p ~C^.-^  ^«'  <"> 

2)iefe  flcmifd&te  guttction  öon  x,  f(x),  flefft  im  Serei<l^e  be?? 
SBett^e  Dott  x^  fo  amifd^en: 

4IH-1  .    4ii-f-l 

enthalten  itn^,  wo  n  eine  ganje  pcfttioe  3a^(  Dotfledt/  in  abwe(^«:' 
fetnben  Snteroaflen  ju  je  f,  bic  guncHonen  Cos.x  unb  Sin.x  öor. 
(Sd  giebt  nä'mlc^  liefe  Function  Don  x  für  fä'mmtlic^e  2Bert^  oon 
X,  to  innert^atb  bet  ©renjen: 

4n-i-l  .         4ii 
^  ;r  Utt6  -  —  TT 

faden/  einerlei  9lefultate  mit  Cos.x;  für  fämmt{i<l^e  QSJett^e  üon  x 
hingegen  /  He  innerhalb  ber  ®ten}en: 

4n  .         4n— 1 

entgolten  (inb^  bietet  biefelbe  Function  einerlei  Qöert^e  mit  Sin.x 
bar;  wieber  einerlei  SBert^e  mit  Cos.x  bietet  biefelbe  für  alle  3wi« 
fdbenwert^e  }u: 

4n— 1  .        4n— 2 

unb  einerlei  ^99}ert^e  mit  Sia.x  ftir  alle  3wifc^enwert^  ju: 

4d-2  .         4ii— 3 

-—  n  unb -—  n 

%  2 

Don  X  bar  u.  f.  w.    SBirb  in  biefer  fflßeife  ber  abwed^fefnbe  Buflonb 

ber  gumtion  f(x)  verfolgt;  bann  wirb  fold^,  für  bie  Swifc^enwertfee : 

—  J  TT  unb  ^ —  ^  n 

ton  X,  gleid^e  QQBert^e  mit  SiD.x  barbieten  ,Vö^  bie  Swifd&enwert^e 
bon  X  ju:' 

—  f  JT.unb  0 

gleid)e  ®ert^e  mit  Cos.x,  ferner  fflr  bie  Swifd&enwertbe  oon  x  j«: 

ip  ltt|b  i  ;c 
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gleite  QBert^e  mit  Sin.x,  unb  ßt  We  3wtfd&cnwert^e  ju: 

00«  X  gleiche  QEBert^e  mit  Cos.x  u.  f.  w.,  am  6(|)Iufie  eniß^  ober 
fät  bie  ©ettfee  bon  x,  fo  inner  ben  ©renjen: 

4n  .  4n-f-l 

efrtbolten  (tnb,  wirb  bie  in  Siebe  (le^enbe  gemifcftte  Function  einerlei 
fRefuItate  wie  Sin.x  barbieten. 

S5ei  jebem  Uebergange  auö  bcm  Suftanbe  be6  Soltnui  in  ben 
bed  6inuö  unb  umgefe^rt,  wie  anäi  in  ber  nftc^flcn  Umgebung  bed 

aweiten  äuferflen  ©renjwertfeed  bon  x^  nctmliti)  bei  x  =  J^  x  , 

ge^t  bie  fragtid)e  gemif(^te  Function  f(x)  eine  enblic^e  2)i8continttitÄt 
ein;  für  biefe  3ujlÄnbe  befteben  nämlich  folgenbe  ©leicftungen: 

<-7-h<-'-?^'h'<-'"')=-»-'(-^")=-»-'(-^'"H 

Unter  ber  Slnnö^me  enblid>,  bie  ganje  pojttibe  3dW  «  ift  enb* 
lidö,  ftört  biefe  gemifd)te  Function  aud^  für  enblidje  ®ertl)e  toon  x, 
nämlicft  für  bie,  fo  aufer  bem  Sereid^e  ber  oben  feftgeftettten  iäuf  er^ 
jlen  ©renjen : 

4n+l  .        411+1 

.-  -T—  TT  unb  -•-  —7;—  71 

2  2 

faflen,  eine  Function  bon  x  ju  fein  auf;  biefelbe  nimmt  aWbonn 
be^&tbig  ben  SlttOwert^  an. 

411.  2)te  in  öorange^enber  9lr.  burtö  ©teid&ung  (t)  botgejlettte 
gemifd)te  gunction  f(x)  wotten  wir  noc^  nnter  ber  93orauöfeftung 
befUmmen:  ed  fleUt  n  line  unenbßd^  grofwerbenbe  ganje  3a^(  t)or« 
Unter  biefer  93orauäfel^ung  ftnb  wir  nämlid^  bie  bafelbfl  auf  a 
Sejug  ^abenbe  Sntegration  )u  boII}ie^en  im  staube,  woburc^  bie 
fraglid^e   Function  frei  bon  ieber  3ntegrationdoperation  erl^alten 

eteden  wir  folgenbe  ©leid^ondeit  fefl: 


X 
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Cos.|^x-i-J)-H|5Sin.i?(x-?) 

k  =  2n, 
fo  ae^t  Me  ®let<l^uit3  (e)  in  fotgenbe  QHv: 

unb  ba  bie  gunction  ^(a)  im  SJeteid&e  bet  StttegtationÄgrettaeit, 
ober  für  atte  pofttiDett  SBcrt^e  Don  «  contittuitRc^  öerbfcibt:  fo  (inb 
tt>it,  weil  k  bie  uttenbtid)  groi  werbenbe  gattje  5aW  2n  Dorfteilt/ 
bie  ©lei^ung  (88)  9lr.  178  beö  erflen  Xt^txUd  auf  ben  Doriieflenben 
Sott  an}tnvenben  berechtiget,  uttb  wir  erhalten  2^foIae  biefer  ®(ei« 
4>ttnfl: 

W=li*ffMTHT>'(T)  *.••■!■ 

WO  bie  ein)ej[neti  ©lieber  ber  intier{)alb  ber  klammern  entboltetien  o^ne 
(5nbe  fortfaufenben   Steige   au6   ber   tortgen,   burc^  q>{a)  onge^ 
beuteten,  gunction  öbn  a  ju  ermitteln  (inb. 
Suerfl  erbätt  m^n : 

v(f )  =  »  > 
unb  wenn  biefe  Unbeflimmt^eit  nod^  be{annter  SBeife  gehoben  wirb, 
ergiebt  pdö: 

y(J)  ==  i^  {Cos.z  — Sin«xrl-f  (Co8.x-i-Sin.x)|  . 

€5tettt  femer  r  wai  immer  für  eine  pojttiDe  gmtje  SaftI  tjor,  fo 
^nbet  man: 

unb  je  na^bem  p  eine  gerabe  ober  ungerabe  3aW  bordeöt,  er^ft 
man  bie  eine  ober  anbere  .^er  nun  fotgenben  )wei  Seilimmungd« 
flliiil^ungen: 
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in  weldjer  fät  r  jebe  flanje  pofitioe  3a^r,  9lua  mirteariffen,  gefegt 
werten  barf 

OOSetben  Hefe  (Brgebniffe  in  bie  obige  f(x)  batfleffenbe  ®Iei(l^ung 
gefeilt;  fo  erhält  man: 

f{x)  =  f  (C08.X-^SiD,X) 

-•-  ji-j  Cos.x-Cot.3x-f-KCo8.5x-Co«.7x)-^|(Cos.9x-Co».l  ix)-*- ...  { 
—  i  { Siii.x-t-Siii.3x-^^^(Sin.5xtSin.7x)-i-|(Sin.9xtSin.ilx)-*-..  j  , 

Ober  aud): 

f(x)  =  i^  (Sio.xH-CoÄ.x) 

-4-  ^(Siii.x— Cos.x)  { Sin.2x-i-fSiii.6x-i-|Siii.l0x-i--fSin.l4xt ..  { .  (f) 

S)iefe  getttifd)te  ^wttcHon  f(x)  ift  folgenbet  öefclbaffenbeit: 

1)  ^üt  man: 

f(x)  =  Sin.x  , 

für  atte  SBert^e  Don  x,  bie  jwifc^en  r^  nnb  rjt  +  2.  enthalten 
f!nb/  wo  r  aller  ganjen  pofttioen  3a^{en;  SluDl  mitbegriffen, 

fäWfl  ifl. 

2)  ^at  man: 

f(x)  =  Cos.x  , 

,  för  alKe  SSJert^e  Don  x,  bie  jwif(l)en  p;«  +  f-  unb  fp+1)» 
liegen/  wo  au(^  ^ier  r  jeben  ganjen  unb  pofttiDen  Ba^Ienwert^/ 
mitbegrifen  ben  SluIIwert^/  wvftttlm  tann. 

3)  ^at  man: 

f(x)  =  Cos.x  . 

för  atte  fUJert^e  Don  x,  bie  jwifd&en  p;r  unb  pä  —  f  liegen, 
wo  P/  ben  ^luttwert^  mitbegriffen,  jeben  gonjen  negativen 
SaWenwertfe  öorflettt. 

4)  i&at  man: 

f(x)  s  Sin.z  , 

för  atte  ©ertfte  Pon  x,  bie  jwifc^en  r;»  —  4  m*  (p  — 1)» 
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}u  liegen  fomtnen^  m  r  ben  yinUmxti^  mh  au<ii  jeben  gottjen 
negativen  3ai)(etmett^  DotfleUen  lann. 
5)  Seim  jebedmaKgen  Uebergange  biefet  gemifd^ten  Sttnction  ottf 
bem  Buflonbe  Ui  &\mß  in  ben  beä  Softntiä  unb  untgefe^rt 
tritt  eine  enbli^e  £)idconHnttität  berfelben  ein;  ti  treten  fonac^ 
biefe  2)idcontinnität6)ufiänbe  Ui: 

x  =  4rj,    X  =  (4rf-l>f  , 
X  =  (4p-l-2)f ,     X  =  (4r-t-3)  J 

ein,  wo  r  jeben  pofi^Den  ober  negatiben  gonsen  3a()Ienwert^, 
9ltta  mttbegriffen,  borfleat;  man  bat  nämtic^: 

f((4p?)  =:  i  ,    f((4rH-l)J)  =  ^  , 
f((4r-*-2)?)  =  -  i  ,    f((4rH-3)J)  =  -  f  , 

WO/  wie  eben  erwähnt  würbe ,  r  jebe  ganje  po(ttibe  ober  nega« 
tibe  3a6I  unb  auc^  gleiid^  91UII  fein  lann« 

412)  (Sine  befonbere  Eingabe  ber  S5efclb<ifTenbeit  jener  gemif^ten 
^nction  bon  x,  bte  ber  ^(uäbriut  jur  SRec^ten  Dom  Gleid^beit^^ 
jeicften  in  (f)  borangebenber  9lr.,  beim  Umfeljen  bon  x  in  ax+b, 
barbieten  würbe,  wo  a  unb  b  beliebige  reette  3ablenwectbe  borfleffen, 
txaöitm  wir,  nacb  bem  wai  bafelbft  über  bie  gemifcl)te  gunction  f(x) 
mitgetbeilt  watb,  ali  unnot^ig;  hingegen  bürfte  bie  Angabe  einiger 
golgerungen  ber  berfdjiebenen  (Eigcntbilmßd)feiten  ber  gemifc^ten 
gunction  f(x)  in  ®Iei*ung  (f)  nicfet  ganj  obne  Sntereffe  fein,  mit 
beren  SRittbeilung  wir  iai  burd)  bie  legten  bier  9lrn.  fortge)ogene 
aufammengefe^te  Problem  befdbliefen  wollen- 

2)ie  ite  unb  4te  (Sigentbümlicbteit  ber  Function  f(x)  fähren  auf 
bie  (9Ieid}beit: 

Sin.x  =  ^(Sin.x  -•-  Gos.x) 

-ft- ^[Sin.x— Go8.x)(Sin.2x+^in.€x-»-|5iii.l0x-ff-fSiD.14x««-.. ) » 

bie  mit  ber  folgenben  gleidbbebeutenb  ifl : 

J  =  Sin.2x  -4- 1  Sin.6x  -•-  \  Sinaox  -t-  f  Sin.l4x  -»-..., 

für  fiXmmtlicbe  bafelbfl  feflgeüeOten  SBertbe  bon  x;  (äft  man  nun 
Mer  X  in  7  übergeben:  fo  fledt  fld)  (di  eine  ber  angetünbigten  %oU 
gerungen  folgenbe  &ttmmationdg{ei(i)ung  beraub: 

i  =  Sin.x  -4-  f  Siii.Sx  -•-  \  Sin.Sx  -|-  f  SiB.7x  •#-.,.,        (g) 
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He  füx  aUt  SBert^e  Dw  x,  fo  jwifc^en  2n  imb  (Sr+l)':»  wie 
awifcl)en  —  (2p+1)^  unb  —  (2p+2)ä  ent^te«  finb,  wo  r,  nti^ 
Hgriffen  bett  9luawert^,  jebe  ^caiit  tmb  pofttit»  3a6(  ^r|letten 
batf,  ald  ©teid^beit  Seflattb  W. 

©anj  in  anologet  SBeife  föfttett  bie  2te  unb  3te  itt  (gigentfetlm« 
Umleiten  ber  gunction  f(x)  in  ©leid^img  (f)  auf  folgetibe  ©feicfe&eit: 

—  J  rr  Sin.x  -t-  f  Sin.Sz  -•-  f  Sia.5x  -*-  f  iSm.7x  -f-  .  .  .  ,      (h) 

Wr  föt  alle  SBcrt^e  »ort  x  öeflanb  ftat,  weC*e  entwebet  innerhalb 
bet  ©tenjen  (2r+  i)p€  unb  (2r+2);r  ober  itmet^oft  —  2n  unb 
—  (2r+l);i  entMten  Unb,  wo  P;  wie  im  borigtn  gaöe,  mitbegriffen 
ben  Sluffwettb,  aKer  ganjen  unb  poptiDen  3ablenwertbe  fa'big  ijl. 
Untfefet  man  ferner  in  ben  fo  eben  aufgefleöten  ,jwei  ©leic^^eiten 

X  fn  X  —  ? , 
fo  bieten  fold&e  na^  bet  Otbnung  ifetet  golge  bie  beiben  folgen:» 
ben  bat: 

—  f  =  Cos.x  —  I  Cos.Sx  -f- 1  Cos.Sx  —  f  Gos.7x  -••...,       (i) 
f  =  Cos.x  —  j.  Cos.Sx  Hh  I  Cos.Sx  —  f  Cos.7x  -•-...,      (k) 

etjlet;e  flnbet  föt  äffe  poptiDen  obet  negatitjen  QBettbe  Don  x  ©tott, 
bie  numetifi^  innet  ben  ©tenjen  (4r+l)4  unb  (4r+3)f  ju  Hegen 
fotnmen,  leitete  füt  pofttitje  unb  negative  2Bettbe  bon  x,  bie  m^^ 
tttetifdö  innetbalb  bet  ©tenjen  (4r  —  l)^  unb  (4p +  l)f  liegen, 
unb  in  beiben  gaffen  ftefft  r,  ntitbegtiffen  ben  Sluffwettb,  jebe  ganje 
unb  pofltiöe  3abt  t)ot. 

413.    9lad)bem  wit  bie  aWöglic^feit  bet  anal^tifc^en  JBatfleffung 

gemife^tet  Functionen  an  einigen  befonbetn  gaffen  batgetban,  unb 

J&inWnglicö  beleuchtet  ju  böben  Detmeinen,  wenben  wit  unöbemaff* 

gemeinen  Problem  ju:  itgenb  eine  gemif^te  Function  einet  affge» 

meinen  ©ti^fe  x  anal^tifd^  audjubtäcfen. 

(&i  fleffe  F(x)  eine  gemifd^te  Function  bon  x,  üon  folgenbet 
Sefc^affenbeit  bot. 

S)iefelbe  fei,  etftenö,  füt  alle  3wifd&enwettl^e  ju  a 
unb  A  i)on  X  mit  itgenb  einet  Function  bon  x,  ^(x), 
bie  wit  einbeutig  botauifefeen  obet  auf  eine  fold&e 
(nadf)  9lt.  131  beö  etilen  Sbeile«)  juttädf  gebta^t  und 
beulen,  gleid&bebeutenb;  aweitenß,  füt  alle  3wif*en« 
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wett^e  }tt  a'  «nb  A'  oon  x  flintme  biefelfte  mit  einer 
anbertt;  g(eicl}faUd  einbeutig  sebad^tett,  ^nction  Doti 
X,  g>^(x),  äberein;  föt  bie  ju  a"  uttb  A"  ge^ötenbett 
Bwifdbenwett^e  Don  x  flintme  biefelbe;  btittend,  mit 
ber  abermals  einbeutigen  Function  Don  x,  ^"(x)/äbet9 
ein  tt.  f«  to.i  enbli^  unb  julel^t  biete  biefe  aemifd^te 
Function  ftir  alle  3wifc^enmert^e  )ua(»)  unb  A^«»)  Donz 
einerlei  SRefuItate  mit  ber  einbeutig  gebadeten  Satte« 
tiott.  *)on  X/  ^^'^K»)/  ^<^^* 

2)amit  bie  Derlongte  gemifc^te  Function/  bie  nac^  bem  getroffenen 
Uebereinlommen  gleic|)falltö  eine  einbeutige  ^^nction  in  Sejug  auf 
X  fein  wirb/  {einerlei  UnbejKmmt^eit  barbiete/  ifl  unerläßlich ^  ba# 
jebeÄ  @9flem  jufammen^ängenber  3trifc^enwertbe  Don  x,  baS  inner 
jmeien  jufammenge^örenben  ©renjwertben  /  wie  etwa  ai^")  unb 
A<«,  entsaften  ifl,  fämmtlicfee  Swifcfeenwert^e  ber  Übrigen  ß^jleme 
audfd&fieße.  SJiefed  wirb  erreid)t,  wenn  bie  auf erften  ©renjen  biefer 
6Qileme  jufammenge^örenber  3wifd^enwert^e  fötgenben  S^tngun« 
gen  nad^fommen: 

jene  biefer  Sebingungögleidöungen,  bie  bad  Seichen  +  red^tcr^anb 
^abeu/  }eigen  an,  baf  bie  ^niivüdt  linf erlaub  ber  ©lei^beitS« 
)eid)en  pojttiDe  Ba^enwertbe  DorfleUen;  jene  aber  mit  bem  2)oppeU 
jeicfeen  J  beuten  an,  je  nac^bem  nämticfe  baö  obere  +  ober  iai 
untere  0  gilt,  baf  bie  betreffenben  3(uöbrü(fe  linferl)anb  entweber 
angebbare  pofttiDe  2Bertbe  DorfleBen  ober  ber  SluJK  gleich  (inb. 

S)iefed  öorauögefc^irft  feat  man,  nacft  ben  9lrn.  391  unb  393 
bed  Doraudge^enben  ^aragrap{)en,  folgenbe  Seftimmungdgleic^ung 
für  bie  Perlangte  gemif(*te  Function  F(x) : 

•  F(x)  =  ±  f  f  g^^(x')Cos.a(x— xOdx'd« 
n   0   M 


i.  f*/^  <^'(xO  Cos.«(x— xO  dx'  da 
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H-  i.  /*/  g)"(xO  Cos.tt  (X— xO  dx'  da 


n  "0  V 


4        00    A(-> 

H-  ±  f  f  g)<n)(x')  Cos.«  (X— x')  dx'  da  .  (A) 

S)tefe  gemifd^te  S^tictiim  F(x)  entfptic^t  (en  am  (Sinaange  gefiell^ 
ten  9(nfot(erttn3ett/  unt  Hetet  ^{^etMef  nod^  folgende  (Sigettt^um« 
fic^Wten  bor: 

1)  gfltr  x=a  fielKt  feiere  We  ^5lfte  be«  ?03ertM  tet  gunctio« 
i^W/  flIeicftfalKd  fötr  x=a,  bar,  l.  %  matt  &at: 

F(a)  =  fg)(a>. 

2)  Sei  x=A  j&ättgt  bet:  QBert^  bcvfettett  Dott  bcm  gegettfeitigett 
arit^metifd&ett  a3crfeaftctt  bet:  feeibett  3aftletttt>et:t^e  öoti  A  uttb 
a'  ab;  ie  ttad&bcm  matt: 

a'  — Asz:-*-,     ober  a'  — A=:0 

^at/  et:^ält  matt  aud^: 

.    F(A)  =  i-  g;(A)  ,    ober  F(A)  ==  *  gp(A)  +  i  gp'(A)  . 

3)  93oti  bemfetben  gegettfeitigett  artt^metifü^ett  93et:Mten  bet  beibett 
3a^Ietttpett^e  t)ott  A  uttb  a^  ^ättgett  attd^  bie  QBert^e  bet  ge^ 
mifd)tett  guttcHott  F(x)  ab,  tvetttt  iti  berfelbett  x>  A  attge* 
ttommett  tüitb;  bei  bet:  5lnttabme: 

a'  —  A  =  -»- , 

fleüft  folc^e  fötr  atte  ©ett^e  Dott  x,  bie  gröfetr  aW  A  uttb  Hei* 
ttet:  cM  a'  (tttb,  bett  SJluOtvevtft  bar,  uttb  b5t:t  fo.ttad&  för  biefe 
QBert^e  tott  x  eitte  guttcHott  tjon  x  barjujleöett  auf;  bei  ber 
)treitett  ^ittttabme  ^ittgegett,  tt^etttt.  matt  ttämli($: 

a '  —  A  =  0 

^flt/  ge^t  bie  gemifcftte  guttctiott  F(x)  a\xi  bem  3uftanbe  ber 
guttctiott  y(x)  in  bett  ber  guttctiott  gj'(x)  Aber,  uttb  Derbleibt  itt 
bemfelbett  biö  itt  bie  S)Wbe  bed  ®ert§e*  A'  Doo  x. 

4)  S5aöfelbe  gegettfeitige  arit^metifd&e  SJer^alten  ber  beibett  3ab* 
letttt^ert^e  t)Ott  A  uttb  a'  ittfluenjirt  gfeid&faßÄ  ttoc^  auf  bett 
SBertb  ber  gemifij&tett  guttctiott  für  x=.a';  je  ttad&bem  ttÄmli(ft ; 

,  a'  —  A  =:  •*- ,    ober  a'  —  A  =  0 

ifl,  er^Ät  matt  aud^: 
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6)  Sei  bet  9lnttabme,x=A'  ^at  ed  mit  ber  flettiif(|ften  Sftttictioti 
ein  analoged  JSewenbett,  mie  bei  bet  9(mia^e  xsA  in  2); 
je  na^bem  nämtic^  bie  eine  obet  bie  anbete  bet  folgenben  }wei 
®(ei(^ttn0en: 

a"  —  A'  =  -f- ,   9b(¥  a"  -  A'  =  0 
Sieilanb  b<)t/  ^at  man  aud^: 

F(AO  =  f  <3^'(A')  ,   ober  F(A')  =  f  go'CA')  -t-  ^  <p''(AO  . 

6)  SRit  bem  3uflanbe  bet  gemifc^ten  gunction  F(x)  fOt  SSSettfte 
Don  X,  bie  sti^fet  alä  A^  itnb/  bat  ed  ein  ä^nlic^  QJetl^alten 
wie  in  3)* 

7)  SBenn  x=a"  witb,  bann  etfä^tt  man  ba*  ©erfealten  bet  ge« 
mifc^ten  Sunctiim  an^  4);  wenn  bafelbfl  A  unb  a'  tefpectioe 
in  A'  finb  a"  umgetaufd&t  wetben* 

8)  SBitb  enblidö  x=A(»)  gefeftt,  fo  etWlt  man: 

F(A^">>  =  I  9><»>  (A<»>). 

9)  gut  aajett^e  Don  x,  bie  gröfet  aW  Av»)  unb  föt  folcfte,  bie 
Meinet  att  a  (tnb,  flettt  F(x)  feine  5«nction  Don  x  Dot,  unb 
nimmt  föt  aöe  biefe  SBettfte  Don  x  ben  SJluttwettfe  an. 

10)  Untet  bet  SSotaudfe^ung/  fämmt(ici}e  Functionen: 

<3r(x)  ,    qp'(x)  ,  .g)"(x>  ,  .  .  .  .  (p(n)  (x) 

Pnb  innet  ben  ©tcnjwettften  a  unb  A(»>  Don  x  continuitHcfte 
Functionen  Don  x,  welche  SSotauöfe^ung  aden  biö^et  gemac^». 
ten  Sluöfagen  übet  bie  gemifAte  Function  F(x)  ju  ®tunbe 
liegt,  untet  biefet  Sotauöfeftung  nun,  fann  bie  in  SXebe  jle^enbe 
gemifc^te  Function  nut  noc^  enblid^e  2)iäcontinuttdten  eingeben, 
unb  iwat  einaig  in  ben  aWomenten  i^ted  Uebetganged  auö  bem 
einen  Süjtanbe  in  ben  anbetn.  ©o  gebt  biefelbe  bei  x=a  eine 
enblicbe  S)idcontinuitä't  ein,  wenn,  wie  (i\x6  bet  3ufammenflet« 
lung  bet  in  1)  unb  9)  aufgeföbtten  (gigentbflmliibfeiten  betfeU 
ben  betbotgebt,  g>{B)  einen  i>on  SJluK  Detfcbiebenen  93}ettb 
batbietet.  ®ben  fo  tritt,  bei  bet  9lnnabme  a'— A=+,  föt 
x=A  eine  S^i^continuitfit  ein,  wenn  nitbt  g)(A)=0  ijl,  beim  ©tatt» 
baben  biefet  ifi  abet  nodb  bad  (^ntteffen  bet  @Iei(bttng  ^\a^)=0 
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tmerTAflid^/  »<mHt  nic^t  in  tem  SRomettte  ted  tieberganged  »et 
flemift^toi  9ttncti0t)  oitö  (em  BuflimW  bet  StmcttM  ^»(x)  in 
bett  tar  Sttttcttttt  g>\x)  eine  cttbüd^  Z)ticotttiittttUit  eiittrete; 
bfi  bet  tttma^  a^~  A=0  ebet  A=a^  hntn  tittt  kamt  für 
x=:A  ober  a'  eine  enMic^e  2)idcontinttität  umgangen  mtcUn, 
wenn  man  ^(A)  =  ^'(A)  ^t  (&n  gteic^ed  S5ewenben/  nne 
in  bem  eben  betrachteten  ^aUt,  ^ot  ed  mit  ber  gemifc^ten  ^nc» 
tion  F(x)  in  bem  UebetgangÄmomente  berfelben  and  bem  3u* 
ftanbe  ber  guncHon  g?'(x)  in  ben  bon  <p"(x)/  nämlidö,  bei  ber 
9(nna^me  x=A';  eben  fo  ift  bad  Sßer^Hen  berfrfben  bei  ber 
Vnnabme  x=A'',  ober  in  bem  aWomente  ibre*  Uebertritted 
au6  bem  3ujlanbe  bon  g)"(x)  in  bem  oon  g?"'(x)  u.  f,  w.  (EnN 
Ii<^  tritt/  bei  ber  9(nnabmf  x=:A(")  ber  leiste  enMic^e  2>iäcon== 
tinttitätä}ttilanb  ber  gemif(^ten  Function  F(x)  ein,  fattö  man 
nic^t  g)(»)  (Ac»))  =f=  0  bat. 

414.  SBad  bie  gemifd^ten  ^mtetionen  }meier  unb  mehrerer  ?Ba^ 
riabeln  betrifft/  »erben  biefelben  in  ä^nlic^er  SBeife,  wie  bie  ge« 
mifd&ten  Functionen  einer  ajariabeln,  in  9lr.  405,  erfWrt;  baber 
börfte  auc^,  nad)  ben  in  ben  Doraudgefcl)ic(ten  9lcn.  gemacl)ten  aWit=: 
tbeilungen  ober  bie  ^arflettung  gemifc^ter  Functionen  einer  93a« 
riabelU/  unb  mit  3u}iebung  beffen,  fo  im  Dotauäge^enben  tpara« 
grapben  ober  bie  S^avflettungöon  5w«ctionen  jweier  unb  mehrerer 
93ariabe(n  mitgetbei(t  warb,  feine  @c^trierigleit  mebr  ju  gewärtigen 
fein,  gemifc^te  Functionen  }weier  unb  mehrerer  93adabeln  gteic^faSd 
analqtifd)  batiufletten. 

3ttr  Erläuterung  unb  Unterflflljung  biefet  9ludfage  ,legen  wir  un« 
folgenbe  gemif(^te  Function  }weiec  9}ariabe(n  )ur  anal^tifdgen  ^ax^ 
fleUung  bor. 

(&6  fleUe  F(x,y)  eine  Function  oon  x  unb  y  bor,  bie 
mit  ber  F^tnction:    , 

X2  ^   y2 

far  alle  negativen  SBertbe  oon  x  unb  y  übereinflimme; 
für  alle  pofitioen  2Bettbe  oon  x  unbybagegen  foU  bie« 
felbe  Function  mit  ber  folgenben: 

x^  -t-  y^ 

äbereittftimmenb^Olefttttate  barbieten. 
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^itft  gttttctioH  .F(x,y)  tml  eine  gemifc^te  gunction  wn  x  unb 
y  genannt,  }u  beten  SSorfleffung  wir  fofort  ufcerge^e». 

9la(^  bem  in  9lr.  400  mitget^eUten  S^eoreme  fleUt  ber  9(udbrutf : 

L  f*r*f  f  (x'2  -»-  y'2)  Cos.a(x  —  x')  Cos./?(y  -  y')  dx'  dy'  dadß  , 

ber,  butcW  Umftljen  1)0tt  x'a«  —  x'  itnb  Don  y'  in  —  y  unb 
mit  3tt)ie^ung  bet  @lei€&^eit  (7)  9lr.312,  mit  folgenbem: 

4  CS^f^fi^'^  -»■  y'^)  Cos.a(x  +  xO  Cos./?(y  -t-  yO dx'dyMad.^    (a) 
n^  •'o   0   0   0 

glei^bebeutenb  iil/  bie  Function: 

x2  H-  y2  (b) 

för  atte  negativen  9Ber^  Don  x  unb  y,  wie  aiuft  no^  für  x=iO 
unb  y=0  bat;  inbem  bte  ^nction  (b)  für  biefe  lel^tetn  QOSert^e 
Don  X  ttnb  y  in  VlnU  äberge|)t;  wirb  aber  entmebet  x=0  ange^ 
nommen  mit  Seibebaltnng  bec  negatiben  SBertbe  öon  y,  ober  wirb , 
mit  Seibebaltung  ber  negativen  SBert^e  Don  x,  y=o  angenommen, 
fo  (leUt:  in  bem  einen  wie  in  bem  anbern  ^aüt  ber  9(u^bru(t  in 
(a)  nur  bie  Hälfte  ber  gunction  in  (b)  Dor;  berfelbe  9luöbru(f 
in  (a)  geftt  enblidö  jebe6mal  in  SJlutt  über,  wenn  in  bemfelben  eine 
ber  93ariabetn  x  ober  y  ober  aud)  beibe  jualeid^  pofttiDe  SBert^e 
DorjleUen. 

gerner  ftettt  ber  Sluöbrurf : 

4  X*/*/** f%'^  -«-  y'^)  Cos.a(x  -  x')  Cos.ßCy  -  y')  dx'dy'd«  d/J ,    (aO 

bie  Function: 

x3  -F.  y»  (b*) 

fäc  fdlmmtlic^e  po^tiDen  28ertbe  Don  x  unb  y  fowo()(,  aU  aud)  nod^ 
fax  x=0  mib  y=;0  bor;  bei  ber  Slnnö^me  x=0  aber,  füUi  y 
eine  pojttiDe  ®rö|le  oerbleibt,  wie  and^,  wenn  man  y=0  unb  x 
old  pojttiöe  Orftfe  be(>anbelt,  fWttt  ber  9tuöbrud  in  (a')  nur  bie 
^älfte  ber  Function  in  (b')  Dor;  berfelbe  Sntegralauöbrud  in  (a') 
ge^t  enbli^  in  9luO[  über,  wenn  bie  SBariabebt  x  unb  yin  benti* 
felben  negatiDe  SBertbe  öorflettea 

S)iefed  Doraudgefel^t,  fleKt  folgenbe  ®Ieic^ung  bie  S&fung  bed 
und  gefleöten  ?ProbIemd  einer  gemifcftten  gunction  öon  x  unb  y  t)or : 
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F(x,y)  =r  *  J*3Tr(«''*y'*)  Co«.a(x+x')  Co.,/J(y+y')  dx'  dy'  da  iß 

71*    0  0  0  • 

-i-  L  J^yTTf^c'^-t-yV)  Co«.a(x-x')  Co«./?(y-y')  dx'  dy'  da  dß  . 

9lud)  Mefe  9emifd)te  gunction  F(x,y)  gebt  enblid&e  J)tteo«finufc 
täten  ein  —  ttfizni,  bei  bet  %nna[^me'X=0,  fOr  ade  ondebboren 
reeOen  QBettbe  t)on  y  unb  {weitend;  bei  bet  9(nn<ibme  y=0;  menn 
bann  x  itgenb  einen  angebbaren  reeden  SOett^  wxft^Ut.   ' 


§.  III. 


^atflellung  bet  SBett^  bedimmter  Sntegtalien  nailb 
ber  ^ibleitungdmetböbe;  wenn  folcbe  ali  Functionen 
ber  in  benfelben  Dorfontmenben  allgemeinen    ^ 
@r9|en  angefeben  werben. 

415.  9lad)  bent  ®eifte  ber  9(bteitungdmetbobe;  wie  wir  folc^e 
int  erflen  S)anbe  met)rfa(b  }ur  ^nwenbung  gebracht  baben^  gelangt 
man  bei  3ugrunbelegung  einer  ®leicl)bett  burd)  anal^tifcfte  Umfor« 
mungen  berfelben  auf  neue®Iei(bbeiten,  bie  entweber  jur  Äenntni^ 
ber'  SBertbe  nener  3«tegraKen  aber  auf  intereffante  Delationen 
unter  benfelben  fßbren.  3m  oorliegenben  Paragraphen  fott  nun  ge» 
jetgt  werben;  wie;  wenn  ein  beftimmted  Sntegrale  afö  Function 
einer  in  bemfelben  Dortommenben  allgemeinen  ®r5fe  angefeben  unb 
nacb  §♦  I  öortiegenben  JtapiteW  in  ber  gorm  eine«  jwei*  ober  mebr* 
facben  Sntegrald  bargefleUt  wirb;  burd)  ^erunterbringung  biefer 
mebrfacben  Sntegralien  auf  bie  mbgltd){l  fleinfle  ^Injabl  nod)  auä* 
)uftibrenber  3ntegrationdoperationen  Sielationen  berbei  gefubrt  wer« 
ben;  bie  entweber  nod)  nicbt.  ermittelte  3ntegralien  Don  anbern  be« 
reitä  befannten  in  9lbbängigleit  fe|en  unb  baber  erflere  beilimmeu; 
ober;  wenn  biefe  aud)  unbefannt  (tnb;  wenigflenö  Q3ejiebungen  unter 
Sntegralien  t)erfd)iebener  formen  begränben;  tM>n  benen  bei  ®ele« 
genbeit  9tul^en  gejogen  werben  fann. 

416.  Xai  beiltmmte  Sntegrale: 

Je       dx, 

0 
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i(a  nm  bann  einen  enbßAen  9Bert^  barbieten  t<mn,  wenn  x  oB 
poritit}e  ®vi^t  auftritt/  lann  aucft  M  Function  Den  x  ongefeben 
tmb  bemnad^  nacft  bem  in  9lr.  391  begrtinbeten  Zbeorem  für  aUe 
no(6  angebbaren  pofitiben  9Sertbe  Don  x  bargefleOt  werben« 

aRan  f^at  näntlid^  nadb  ber  ©(eidbbeit  (VII)  an  angefahrtem  Orte 
folgenbe: 

r  e      dz  =±  f*Y*  <  f*  e        da  [  Co«.«(x— x')dx'  d«  , 

meld}e  für  ade  po{ttit)en  SBertbe  t)on  x  gleid^fattö  ali  ®(ei(^beit 
©eftanb  bot;  bingeflen  a^bt  ber  9luÄbtutf  red)terbanb  in  ViuU  über, 
wenn  in  bemfelben  x  atö  negative  3ablengrö^e  auftritt. 

S)a  bie  3ntegrationdgren}en  nad)  z,  x  unb  a  jur  Siechten  Dom 
®tei(^beitd)ei(ben  Don  biefen  $Baria6e(n  unabbä'ngig  (!nb/  fo  ifl  auc^* 
bie  Orbnungöfolge  ber  Sntegrationäoerricbtangen  nad)  biefen  breien 
SSariabetn  wilKtubrKd^;  }eigen  wir  biefetben  nad)  ber  Orbnung  ber 
Q3ariabeln  x^  z,  a  an,  fo  bat  man  aud^  bie  @(etd)beit: 

^      dz=:-Lf  f  f   e         Cos.a(x-xOdz'd%dA, 

O  TT  •^O  0    0 

in  ber  bie  3ntegration  nac^  x'  eine  (eicbt  t)oIl()iebbare  ifl.  SRan 
bat  ndmiid): 

c        Go8.a(x-x')dz'»Cos.axr   e        Co8.rix'dx*-jrSinax\    e'       Sin.ax'dx'; 

»  ,0  0 

werben  bie  Sntegrationen  re*terbanb  nacb  ben  GKeicbungen  (53)  in 
9lr.  159  bed  erjlen  SJbeiled  vorgenommen,  fo  bat  mun: 


.-,'»»  x™Co«.«x-«-«Siii.ax 

c         Lo«.a(x— x')dx' =  - 


•  f.     

J  ^  «2-I-Z8« 

0 


wel(be«  (gr^ebniß  in  bie  Dorige  ©leicbbeit  gefegt,  biefelbe  in  folgenbe 
umfeftt: 

2)er  9(u«brucr  )ur  9te(bten  in  biefer  ®(ei(bbeit  gebt/  wie  am 
(Eingange  erwähnt  würbe,  in  ^nU  über,  wenn  x  einen  negatib  reet 
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(en  SaffimmtOf  annimmt;  fblgßd^  leiie^  }ii^eid^  mit  ter  eben  mtf> 
seflelttiti  mtc^  fblgesite  ^leic^eit: 


—  dz  da  , 


a*  •♦-  Z2m 
0      D 


QkxdjfcXid  ßt  fämmtltc^e  pofttiDen  SBert^e  Don  x;  tutc^  ^((ition 
mie  tut(^  <0uf»tto{tiott  liefet  }wei  ©leid^^eiten  enUk^  ergeben  (td^ 
tie  beiden  folgenben: 

0  0        0 

M  CO        «0 


0       0 


tie  ebenfadd  mx  ßt  pofitiDe  SBert^  Don  x  Seitanb  ^abeti. 

3n  biefen  ©leid^beiten  jtnb  fetnet  bie  3ntegtrationen  noc^  z, 
ret^tetbanb  bet  ®Iei(|beitö)ei^en/  leidbt  t>oll(2übbat^  benn  man  ^at: 


a2-*-z2w  ^     a     J 


zttdz 


0 


Uttb 


dz       _   V^    r       dz 

•       0  0 

baber  b^t  man  oermöde  bec  (Sleicbung  (13)  9lt.  141 : 

eo  m 

/z™dz      ^__   \/« 


0  2inCos»-— - 

"  2111 


CO  m 

fmic^  «ebM  bie  obigen  ©MdbMMn  Obei^  te 


2iliSin.-^ 
2in 
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Co».xoc  - 

-= ^    O*! 


$>a6  feejKmmte  Sntegrale  Hnfer^attt  ber  ©leicfe^etWjeid&en  ^aben 
wir  im  crflen  Steile  lutc^  bod  (£uIerTd&e  Sntegrale,  ober  burc|)  bte 
gunction  mit  bcm  5eicfeen  T  borgelleJKt;  folglidö  erfd^einen  bic  j&e^ 
flimmten  Sntegralien  tec^>ter^anb  flIcic^>falKä  befUmmt,  unb  wür  fta« 
ben;  ba  man  näc^  ©Weisung  (35)  9lr.  216  für  aöc  pofttiDen  ?Ber« 
t^e  DOtt  x: 


r— =Tk^(-) 


0  ™V^ 

^ot,  fo(9ente  awei  Sntegcalbefltmmungen: 


f"co«.ax  ^  (s;) 

J'Sin.rfx  ^  ^(li) 


n 

tt^eld^  ffit^  <ltti$  pd^ttt)e«t  Stvt^  tJOtt  ft  «Hb/  t)erfh5se  bet  0&etij(ü^ 
fltjosemti  ^S/^yxn^  (13)  ^  füt  jei^e  pofittoen  QQD^ttibe  iH>it  tube^^ 
fle^tt;  bie  größer  <M  bie  Q^in^ett  jtnb/  weld^e  aber  aud)  noc^fäi; 
111=1  aö  bejle^enb  erfannt  werben. 

%\xi  biefen  jwei  ©leK^l^eiten  n^oKen  nnr  nöit  itt{tte({l  ber  folgen« 
ben  Setrad^tungen  jn^ei  Diet  allgemeinere  3ntegraIbe|Hmmmtgen 
iiet)en. 

fiäft  matt  in  benfelben Dörerjl  m  tn  —  Öbetge^en,  fo  ÄMlt  man: 


m 


r 
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f*x-*  Sin.«  dx  =  i22?  Sin.  ?^  . 

0 

MC/  tote  ani  Itttn  ^Anctxm  ^etDotge^t/  nur  für  jette  pojttiDett 
SBetrtfte  Doti  m  Seflattb  ^abett^  toelc^e  bie  (£ittt)eit  nic^ttibettreffett; 
offettt,  ttrettn  Ux  Untilatib  }ttge}oseit  toirb;  bof  btefelbett  auc^  itt  9e* 
)ug  auf  a,  für  aöe  pojttiDett  2Bertbe  bcrfelben,  aW  ©letö^^eiten  be« 
ftefteti;  fo  fttt'b  ti^it  bie  alKgemeine  ©ultigfeit  biefcr  Stttegtalbeftitn« 
mutigen  ftitr  jebtt^ebett  pojttioett  SBert^  Dott  m  ttttd^}uti^fifen  itn 
©tanbe. 

S)i{ferett){tt  tttatt  ttätnliti^  biefe  ©teic^beiten  n  ntat  ^itttereittatt« 
bet  itt  S5e)Ug  auf  a,  betäctftcljtiget  biebei  fo(gettbe  ©leitib^eitett:     '' 

2  2  2  2  2      •         ' 

Sin.'^==ico..Ö5«)f=.Sin.<=?>^=Co./J2^=Sin.e!^ 

2  2  2  2  2         '      ' 


fo  gelottgt  tttatt  auf: 

r   x"'**-*Cos.axdx  =  in(iii-#-l)(m-i-2).  .  .  (m-»-n— Dn«) 


Cos.----;i 

'     2 

0iirfn 


J*                                                                                               Sin— ^jr 
x'"*"?Sin.axdx  =  m(m-»-l)(m+2)  .  .  .  (m+n— -l)  r (m) ^^ —  ; 

0 

)iei)t  tttatt  tttttt  bie  bie  Sunctiott  r  bef(t)lagettbe  9teIatiott  (/)  in 
9ftr.  S20  Ui  etrfien  Steile«  in  Setra(i)t,  fo  ge^en  biefe  ©teicft^eiten 
in  folgenbe  übet: 

f *x»+-*  Cos.ax  dx  =  'iH^  Cos.  ^^^  . 
I  a"+n  2 

0 

:  J  x"^'  Sin.ax  dx  =  ^S^  Si..  ^=1? ; 

0 

unb  ba  n  iebn^ebe  ganje  unb  pofttiDe  Saijll,  ntitbegtiffen  9lun, 
PotfleUen  lann,  fo  (ledt  m-fn  toai  immer  fät  einen  pojttiDen  3ab« 
lentvettb  wt,  meU^er  burc^  m  potgeflefft  tmb  in  biefe  eben  gett^on» 
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netten  ©letd^^eiten  eingeführt/  tiefe  bann  W  S^ic^tigleit  unferec 
Devisen  Se^auptuttg  bart^un«  (Sä  befielen  tiefem  nad^  folgenbe 
jwei  Sntegral&eilintmungen: 

f%-^Cos.bxdx=il5lco.H 

J  b"  2 


«0 


(O 


X-*  Sin.bx  dx  =:  £1^  Sin.  ""^  , 

b»  2  ' 


fflr  fÄmmrticfee  pofUitjen  OBert^e  Don  a  unt  b.  Uebecbief  entne^^ 
Uten  wir  bieraud,  ba^  bie  in  9lr.  216  Ui  erflen  S^beiled  aufgeileöte 
SntegralbefKntntung  (33)  bann  noc^  Seilanb  f)at,  wenn  ber  aü^t» 
meinen  3ablen3r&f e  m  bafelbfl  audb  bie  imaginäre  Q^inbeit  )u  @runbe 
gelegt  wirb. 

9(uö  biefen  Sntegralbeflimmungen  in  (1)  tbeilen  wir  t^xtt  nod^ 
nac^  ber  „^bleitungdmetbobe^'  einige  Folgerungen  mit 

Saft  man  in  benfelben  bie  3ntegrationdt)ariabIe  x  in  x»  fiber» 
geben  /  fo  Derbleiben  bie  SntegraKonögrenjen  biefelben,  faOd  man 
ncimlid),  c  aW  pojttiöe  @ri5f$  erfWrt;  geben  wir  nun  öon  biefet 

Einnahme  auä  unb  umfe^en  flberbieß  nod)  ac  in  a,  alfo  a  in  — : 
fo  fieOen  ftdb  aud^  folgenbe  }wei  Sntegralbeflimmungen  berau^: 

Jx-^*  Cos.(bx«  )  dx  =  -AiZ.  Co».  ^  , 
2c  * 
'^"     >     (« 

f  x*^^  Sin.Cbx^'jdx  =       yj  Sin.  g  , 

bie  fflr  aOe  pojitioen  OBertbe  ijon  a,  b,  c  ald  ©leic^beiten  be* 
fleben* 

(Eben  fo  gewinnt  man  burd)  fucceffioed  S5ifferenjiren  ber  ©leidb- 
beiten  in  (1)  nadb  ber  attgemeinen ,  iebodb  POfttipen  ®r8ße  a  manche 
beacbtenöwertbe  Sntegralbeftimmung.  eo  bietet  baÄ  (grgebniß  einer 
erflen  SBifferenjiation  bie  folgenben  bar : 
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x*'*Co«.bx  log.x  dx=s 

ri(a)Sin.^-  Ita)  [Sin.^^log.b  -  JCos.^] 


f  x*"*Siii.bxlog.xdx= 


b- 

0 

We,  wie  Me  ©leicfebeiten  In  (1),  für  ötte  pojtHöen  OBertfee  Don  a 
«nb  b  Sejlanb  Nben.  S)urd&  fortgefeljted  S^iffetcnjiren  biefer  Oleic^« 
Reiten  m0)  a  ifl  man  aniij  Me  befHmmten  Sntegtalien: 

f%-*Co».bx(log.x)»dx  ,    rx*-*Sin.bx(log.x)"dx  , 

0  0 

fät  jebeö  san}e  unb  p'ojttit)e  n  ^er}ufle(l(en  in  ber  Sage. 
417*    S)a«  bcfUmmte  Sntegcale: 


X 


Sm.az^_„j^^ 


z 

0 


bad  nur  für  pofitioe  SBett^e  öon  x,  wie  mö)  noc^  fihr  einen  um 
enblidö  Heinwetbenben  SBett^  biefer  ®t6f e  eine  enblidje  ®r5fe  bor^^ 
fleQt;  lönnen  wir  im  Seteid)e  biefet  9Bettt)e  Don  x,  al6  Function 
Don  X  anfe^en  unb  nac^  bem  St)eoteme  in  9lt.  391 ,  wie  folgt; 
batfieöen: 

0  0      0  0 

ober  autti  wie  folgt: 

J*  Si^    ^.„^^  ^  1  j  j  J^-X'X  c^^.^  (^_^,j  Si^  ^^,  j^  ^^ 

0  0      0     0 

S)er  ^udbrutf  )ur  SRec^ten  i(l  nad^  bem  citirten  S^eoreme  ber  9U* 
präfentant  bed  jur  fiinten  für  fämmtlid^e  nod^  angebbaren  unb  poft:« 
tiPen  aajert^e  pon  x,  für  einen  unenblid^  fleinwerbenben  SBertö  Pon 
pon  X  flelllt  erfterer  blof  bie  Hälfte  bed  lefetem  bar,  för  negatiP 
angebbare  2Bert^e  Pon  x  enblic^  ge^t  erfterer  jebe^ntal  in  9lua 
über;  fd^Uefen  wir  ben  unenblid^  fleinwerbenben  SBerti^  pon  x  pon 
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je^er  Setrad&tna^)me  aui  ml  inteflticen'ted&terbattb  naäi  n'  inner 
ben  an()e}eigteii  ®ten)en:  fo  ergeben  itc^^  6ea(^tenb  bie  ®Ietc^uns 
(5)  9lr.  388,  folgenjbe  jwei  ®Ieicl)^eiten : . 

«O       CO 

a          i    C  C  zCos.«x-»-«Sin.ofX     Sin.az    .    - 
Arcung.  J  =  -  J  J    ^^Zi^i •  ^J—  ««*«l«  . 

0      0 

CO      «a 

«=4n 


0      0 

zCos.«x— «Sin.ctx    Sin.az 

0       0 


dz  da 


ani  benen  bie  fotgenben  0e}ogen  merben: 


«e       oo 


Cos.^xSin.az   .     .  •   *     .         a 
^^U^i—  d*  d«  =  f  Arctang.  -  , 


(4) 


J  ««-HZ»         -d^<»«  =  ?  Arcung.-. 

0         0 


bie  für  ade  angebboren  pofttioen  SBert^e  t)on  x  unb  für  fämmtlic^e 
reeUen  SBertt)e  Don  a  Seilanb  ^aben* 

"9lu«  ber  ^erfleren  biefer  ©leic^^eiten  lagt  ftdö  noc^)  ein  intereflan« 
ter  Sufammenftang  jtreier  einfad)en  be(limmten  Sntegralien,  in  fot 
genber  OBeife,  ableiten. 

SBoreril  fleOen  wir  biefelbe;  wie  fo(gt: 

«D  CO  - 

J     \J     '^^  ^*  /  ^®*-^«  da  =  J  Arctang.  | , 

0  0 

bie,  burc^  $Bertattfd)ung  Don  a  mit  x,  in  folgenbe: 

J     (  J  ^  ^*  )  <^"«^  ••*  =  '  Arctang.  ^ 

0  0 

übergebt,  unb  für  alle  angebbaren  pofttiDen  SDBertbe  Don  «  SJejtanb 
bat;  ferner  fleöt  ber  innerhalb  ber  ^arent^efen  linferbanb  Dom 
®leicJ)fteitöjeidöen  enthaltene  9luöbrurf  fflr  fÄmmtlic^e  pofitiDen  ober' 
negatiDen  QQBert^e  Don  x  eine  continuirtic^e  Function  biefer  ®röße 
Dor:  baber  }ieht  man  auA  berfetben  mit  3u)ie^ung  bed  9tu6gang^ 
ber  9lr.  388  begränbeten  S^eoremd  folgenbe  ®leid)&eit: 
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J     Arctang.  -^  Cos.ax  dx  =r  j    ~^  dz, , 

0  0 

in  tet  nott)wettW3  «  Dor  SluÖ  Detfcftieben  gebaut  fein  muf.  Ratten 
wir  nun  tiefe  SBotouöfeftung  fejl  unb  erfeftcn  im  9lu6brtt(fe  jut 
fiinfen 

Arctang.  — •    butd^  -  —  Arclang.  -  , 
X  ~  2  a 

6etä(f  jtcfetigen  ben  Umftanb,  baß  bann 

f^Cos.ax  dx  =  0 

ift;  fo  gelangen  wir  auf  bie  ©feic^fteit: 

OD  CO 

J     Arctang.  ^  Cos.ax  dx  =r  -  J     -^^  dz  , 

0  0 

auö  bet,  wenn  jueril 

a  f n  -r-  ,     «  {n  a  , 

unb  hierauf  bann 

y.  in  az 

Dettaufcfet  wirb,  bie  folgenbe  gejogen  wirb: 


Sin.,-  z 


Arctang.bx  Cos.ax  dx  =  —  —  I     ^  dz 


(5) 


S)iefe  ®Iei(]^ung  btti^  bad  befüntmte  3ntegta(e  linfet^anb  butc^ 
ein  im  etjten  Steile,  in  Sit.  204,  beteiW  ermitteltet  befHmmte  3n=» 
tegrale  auä,  unb  fann  auc^  oXi  complentö're  }ur  ©(eid^ung  (80) 
9lr.  170  bedfelben  Steile«  angefefeen  werben.  8luf  biefelbe  ®Iei* 
d}ung  (5)  gelangt  man  librigenö  aud^,  wenn  ber  eine  ober  ber  an» 
bete  beilimmte  Sntegralaudbrutf  berfelben  na(6  ber  fogenannhn 
t^eilweifen  3ntegration  bet)anbelt  unb  babei  bie  ®ren}glei(l^ungen: 

Lim:  Sin.ax  ^sz  0  ,    Lim:  Cos.ax *:=  0  , 
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iüo  a  mdft  umnUittj  tlemmerbenb  /  x  aber  unentßc^  gtof wetbenb 
tjl,  berüdftdjtiget  wirb.*) 


Lim :  Sin.z  =  0  nttb  Lim :  Cos.x  =  0  9 

bit  tn  6cm  erflen  Steile  oftet«  s«^  Qfntoen&ung  gebracht  lootbcn  ffnb;  ^abcn 
bcn  ^toftcn  iSDibctfptucb  t)on  manc^ct  btad^ttn^rotttf^tn  Stitt  ttfaf)ttn.  3ns 
btm  loir  t)on  unfceet  ®ette  affctbtng^  su^ebcn/  baf  bte  tn  !nt.  151  mttgcs 
t^etUt  SScgt&nbiind  btcfct  ®t(n^gUt(^unden  mcbt  frei  t)i)n  jcbem  C^imoucfc 
ballest;  t)on  unfern  get^tttn  ®t(^ntxn  abtt  gleicbmo^I  bie  iUnerfennund  ges 
mSrttgen,  baf  btc  mittclf!  bfefet  ©reniglcic^ngcn  t)on  und  getoonntnen  butc^s 
aud  richtigen  CFrgebnIfft  mit  aOer  mat^emat^tfc^en  ®ttcnge  unb  o^ne  trgenb 
eine  frembatttge  3uga6e  butc^gefu^tt  n>orbcn  ffnb:  fo  ergreifen  lotr  ben  ge« 
genwMgen  ^nlaf,  befagte  ®rcnjg(etd9ungen  in  t>or(iegenber  ^nmerfung, 
einer  abermaligen  S3egrunbung  ^u  unterbieten.  —  f!f\a^  htm  in  ff\x,  115  bed 
erften  Sbeüed  t>orgefu^rten  6a$e  finb  n>ir  fofgenbe  ^udfage  )u  ma^en  berecb« 
riget.  „9&enn  eine  einbeutige  Function  t>on  x,  bzim  unbeßimmten  unenMid^en 
„SBacbfen  t)on  z  bie  (^igenfc^oft  ber  (Kontinuität  beibehält,  b.  ^.  loeber  eine« 
„unenblt^  grofn^erbenben  fffiert^etf  fa^tg  ifl,  no4  bei  unenblicb  fiemwerbenben 
y,9lenberungen  von  x  enMic^e  ober  gar  unenblic^  grofiperbenbe  ^enberungen 
»,erfa&rr ;  fo  ifl  befagte  Function  hti  jeber  Verfügung  itber  ben  unenbli^  grof s 
,,merbenben  SBert^  t)on  x  tint6  einzigen  unb  DoQig  beflimmtcn  fBttt^ti  fa§ig." 
S>a  nun  bk  Function  e«  .-=  Coa.x  -1-  i  Sin.x  (wo  i  =  y^l  i(!)  fSrnrnt« 
liefen  9lnforberungen  biefer  ^udfage  nad)fmmt,  fo  finb  wir  )ur  Folgerung 
berechtiget,  baf  biz  Functionen  Cos.x  unb  Sin.x,  bti  einem  unbeflimmten^ 
unenblic^en  iSßac^ten  t)on  x,  j'ebe  nur  tint6  einzigen  unb  t)onig  bcs 
flimmten  98trt^ed  fcf^ig  ifi.  —  2>iefed  angegeben,  f^Ot  und  md^t  mebr 
fc^wer,  bie  S^uD  fnr  biefen  einzigen  SSBert^  feü^ufleDcn.  SSB^re  na'miic^  biefer 
einzige  ^ert^,  beffen  Cos.x  ).  S.  f^^ig  ifi,  t)on  9luII  t)erf(l^ieben ,  alfo 
angebbar  ober  enblicb  unb  mit  einem  befttmmten  SSor^eic^en  t)erfel^en;  bamt 
würbe,  na<b  btm  in  !)^r.  116  bed  erflen  Sgeiied' begrünbeten  6a(e,  aud)  tin 
enblic^er  üBert^  für  x  e^ifliren,  bzn  wir,  wie  im  citirten  6ate  gefd^a^,  burc^ 
r  barfleOen  woQen ,  für  welchen  unb  für  afle  nod^  grof ern  bi6  tn*d  Unenblic^e 
wac^fenben  SSBert^e  i9on  x  bit  Srnnction  Cos.x  einerlei  QSor^eicben  btibt^itU; 
für  eine  ununterbrochene  unb  unbeflimmte  9?eige  enbüd^er  iSßert^e  t)on  x 
ifl  biefed  mit  ben  allgemein  befannten  @igenfc^aften  ber  Function  Cos.x 
.  burc^aud  im  SBBiberfpruc^e  —  ba^er  ffnb  wir  aur  tiaii^tn  nod^  möglichen  $Uns 
nabme  Lim:  Cos.x  =  0  bemüftget,  welcbed  )u  geigen  wir  und  t)orgefett« 
®anh  in  cf^nlic^er  SGßetfe  wirb  aucb  Lim:  Sio.x  ==  b  nacbgewiefen  unb  bas 
^er.bie  ®ren5g(et((^ung  Lim:  e»  =z  0,  wo  ba6  (Sren^^eicben  auf  ba^  unbe: 
fiimmte  unenblic^e  SBBad^fen  oon  x  SSe^ug  $at,  gerec^tfertigct. 
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418«    Segen  wir  tmd  fetner  lai  befHmmte  Sntegrale: 

tvtldjti.  wir  im  erjlen  Steile  (Sntegralrec^nung  IV,  Sir.  2Q1,  ®(ei- 
c^ung  17)  bereiW  ermittelt  ^aben,  jur  Umformung  nac^  bem  in 
9lr«  391  begrünbeten  S^eoreme  Dor. 

2)a  in  biefem  beflimmten  3ntegra(e,  bamit  ba^felbe  einen  enb:» 
Hd^en  SS^ert^  julaffe;  bie  allgemeine  @röfe  x  not^menbig  einen  po> 
fttiDen  SBert^  Dorfledt/  fo  bietet  befagteä  X^eorem  folgenbe  ®lei(^^eit 

1  0      0  1 

für  aUt  irgenbwie  nodb  angebbaren  pofttiDen  QS^ert^e  Don  x  bar; 
bebanbelt  man  biefe,  n^ie  bie  analogen  in  ben  beiben  Doraudge^enben 
9lrn.,  fo  ergiebt  ftcft  fär  biefelben  9äJertfee  t)on  x  aud)  fplgenbe: 


M  CO         00 

J  Z  JT  J     J      * 


zCos.axH-«Sin.rtx     dz    , 


«»-♦-z«  z 

0       1 


QBirb  red&ter^anb  Dom  @leicJ)beitöjeid)en 


z  btttcb  — - 

z 

erfe^t/  fo  ^at  man  audb  bie  @lei(i)^eit: 

JOO  00        * 

^M^  ^  J_  C    C   Cos.«x-f-«z  Sin.ofx   ,     , 
Z      "^     TT  J     J  lH-a«z2  *      "  • 

1  0       0- 

fflr  atte  angebbaren  pojttioen  2Bertbe  Don  x;  unb  ba  nad)  bemfelben 
allgemeinen  Sbeoreme  in  9lr.  391  ber  5luöbru(f  rec^terbanb  in 
SluÖ  übergebt,  wenn  in  bemfelben  für  x  irgenb  ein  angebbarer 
negatiDer  QBertb  gefefet  wirb,  fo  beflebt  awl^  bie  ©leicftbeit: 

1 

Cos.ax— az  Sin.ax 


»=^J'/ 


l-l-a^z« 

0        0 


dz  da  , 


gleic^falKd  für  alle  angebbar  pofltiDen  SBert^e  Don  x« 
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SBerten  nun  tiefe  smei  ®(ei(l^^eiten^  W  fOx  btefelben  !S}ertl^ 
t)on  X  befielen  ^  }u  einenget  atMrt  unt  Don  einander  fubtra^rt^ 
fo^er^äft  man: 

0       0  1 

0        0  1 

werben  )ur  fiinlen  ber  ®(ei(^^ettö}eicben  bie  Sntegtaäonen  rndj  z 
t)0ll)03en^  fo  M  ntan  aucf)/  wegen: 
1  1 

0  0 

fblgenbe  awei  ®lei(ft^ten : 

Cos.xa  Arctang.tt =  t    I     ®"""  ■—  i 

0  1 

J     Sin.xa  log. (!-»-««) -^  ^  '^  J     ®"^  T"  » 

0  1 

för  aOe  angebbar  pofttiDen  QQBert^e  t)on  x. 
QJertaufc^t  man  ^ier: 

X  in  a ,  a  In  bx  tmb  lietauf  a  in  -^, 

fo  ge^en  folgenbe  )wei  SntegralbefUmmungen^erDor: 


«0  «o 

I    Arctang.foxGoa.ax —  :=  ?  I     e"""^*—  , 

0  1 

f  log.(l-i.b«x«)Sin.ax~.  =  ^  f  ^'^  ~^ » 


(6) 


inbem  lai  befümmte  Sntegrale  )ur  dte(f)ten  ber  ©leic^beitöaeu^en^ 
wie  am  (Eingänge  bemerlt  würbe  ^  im  erfien  Ißanbe  in  9lt..20l  U^ 
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rei«  ermitteft  »orten  ifr  (5d  befielen  iefeo*  Wefe  ®lci^^eiten  nut 
fttr  ütiCitbbQtt  )>0ittit)e'QS3ertl^e  Don  a  unb  b. 

419.    ^u6  ten  eben  gewonnenen  @Ieicb^eiten  in  (6)  laffen  fld^^ 
(a  bie  Functionen: 

Arctang.bx       .    log.d-f-bgjcg) 

fäc  oKe  SBett^e  ton  3(=0bidx=oo  continuirlid^  t)erMeiben^  }wei 
nicfet  unintereffante  befUmmte  Sniegralien  ermitteln,  bie  tvxt  {)ier 
noc^  mitt^eilen  wotfen. 

SRan  fe^e  in  Mefelben  jlatt  a  ber  fXei(}e  nad^  bie  3a6Ienmevt^e: 

1  ,    5  ,   9 ,    13  ,    17  ,   21  ,    25  ,     .     .     .     . 

fo  bieten  bie  ©ummen  ber  entfptecbenben  unter  benfelben  bie  jwei 
folgenben  bar: 

CO 

I     ^  ^'  ^   (Cos.x  -f*  Cos,5x  -4-  Gos.9x  -*-  Gos.lSx  •■*'...)  dxz^ 

P 

^     f  7  -T  -X  -TT  -'-^  \    d^ 

r=^lle    >»-*-e    i»-*-e    b-*-e     »>-•-.  ..I  , 

I     ^^g*^^^  '^^>  (Sin.x  -*-  Siii.5x  -I-  Sin.9x  Hh  Sin.lSx  -i-  .  .  .)  dx  = 

0 

f  7  ^i.        -.4^        .^        ^"5              \    j^ 
=  ;rlle    b-i-e    »»-i-e    '>-f-e     !»-•-.  ..I ; 

1 

in  biefelben  ©leid^^eiten  (6)  fe|e  man  femer  jlatt  a  ber  SKei^e  nac^ 
bie  3a^(enwert^e : 

3  ,    7  ,    11  ,    15  ,    19  ,    23  ,   27  ,    .     .     . 

unb  übbire  bie  Q^rgebniffe  in  äi)nticlöer  SBeife  wie  bei  ber  Dor^erge^* 
ftenben  5{nna^me  über  a,  fo  werben  fotgenbe  jwei  ©lei^öeiten  er« 
galten: 

CO 

J     ^^^^^^g'^^   (Cos.3x  -f-  Cos.7x  +  Cos.Ux  +  Gos.l5x  -f-  .  . .)  dx  == 

r7  ~    -~    -—    -—       \  dz 
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f  ^Qg'(^^^^^^)  (Sin.Sx  +  Siii.7ic  -^  Sin.llx  -4-  Sin.  I5x  -4-  .  .  .)  dx  — 

0 

=  ;rlie    J»-f-e    b-i-e     i»-i-e     >»-•-..  .1  —  ; 

wirb  nun  bte  etfle  biefer  jut  erften  ber  oor^etgeftenben  iwei  ®Ieicb» 
Reiten  abbirt/  bie  }meite  biefer  f)ittgeaen  \>on  ber  }weiten  ber  obigen 

fubtrafeirt:  fo  gewinnen  wir,  wenn  flberbiefl  naä)  b  in -i-  umgefeljt 

wirb,  folgenbe  jwei  ©leid&feeiten: 

/*  Arctang.-r- 
(Go8.x-t-Go8.3x-4-Go8.5x-4-. .  .-4-Gos.(2k^l)x)dx=r 

0 

flO 

1 

p-  log.(l-f.p) 
J     — ^-^-^ ^(Siii.x-Sin.3x-i-Sin.5x-~...-f-(-l)"Sin.(2k-l)x)dx  = 

0 

=  ;r  J  (e-'»-e-»'''+e-«'«-...-f-(.l)'-*e-(*-*>N^  , 

1 

ober  oud^,  wenn  bie  inner  ben  klammem  befinbtic^en  ^ttöbräde 
fummirt  werben,  folgenbe: 

^    f"Arctang.|.    g^^^^        ^  ^  f"e-'''(l-e-^'-'--)    dz 
^  J  X  Sin.x    ^^  -  7  J  iIJ=^2^I  r  ' 

^rlWren  wir  in  biefen  ©leicftungen,  bie  för  oKe  angebbar  po^» 
(ttiDen  aOBert^e.  Don  b  ibentifcfe  befielen,  bie  ganje  unb  pofttitje  3abl 
k,  ate  unenblidö  groflwerbenb;  fo  gefeen  biefelben,  mit  3ttjie^ung 
ber  Oleic^ung  (89)  9lr.  178  unb  ber  ©leic^ung  (96)  9lr.  179  be« 
erflen  Sanbed,  in  fotgenbe  über: 
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1 
=2£--{ Arctong.y-f  Arctaiig.-^H-|Arctang.-^-;l.Arctang.Yt . .  j  . 

Ji  dz    ^ 

^b.^^-b.    X     - 


905itfc  ^iet  femer: 


X 


z  in  —  un5  b  In  4  bm 


in 

umgefel^t^  fo  erf^It  man  bie  folsenten  angetünbisten  jroei  Snte» 
gtalbefUmmutigen: 


b  b 


dx 

X 


:jij--.|.{fArctang.^.iArctang.^-».iArct.ng.^-...|  ,  (7) 


Me  fax  Ode  angebbat  pofltiten  SOSettbe  Don  m  unb  ßt  alle  ongeb« 
baten  pDfttit)en  fowobi  atö  negativen  SBettf)e  Don  b  $5eflanb  ^aben. 
S)utcb  ^Ibbition  betfe(ben  erhält  man  auc^  folgenbe  Sntestatbe« 
fUmmung: 


OB 


b 

eT*  dx 


^bx  _  ^-bK  X 


*4t4'-(4)l-*-.Hä)>»'^[-(S)]-!.(»'   ; 

Jbie  ftit  biefe(ben  9Bett^e  t>on  a  nnb  b^  ali  bie  beiben  ootauäge:» 
^enben  Seflanb  ^at  | 
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S)af  Me  ofttie  ®nbe  fotrtaufenbeti  Steigen  in  tiefen  Sefltmmutt« 
gen  ju  fcen  cottöetgenten  geboren,  entnimmt  man  ani  Uv  W>wt<f)i^ 
lang  (er  3etcben  ibrer  ©Heber,  bie  jute^t  o^ne  (Snbe  abnehmen 
(Sntegralrecftnung  IV  91r.  191). 

420.  S)ie  bld  iel^t  im  Dorliegenben  ^Paragraphen  be^anbelten 
befonbern  ^äUt  (önnen  auc^  alä  Folgerungen  Ui  nun  mitjut^eilenben 
allgemeinen  ^aded  angefe^en  merben. 

gOBenn  q){z)  eine  ^wnctlDn  Don  z  DcrfleDt,  ton  ber  Sefc^affeu:* 
^eit/  baf  bad  beflimmte  integrale: 

a 

für  pofttiDe  SBert^e  ton  x  nocfe  ©egenflanb  einer  anal^tifc^en  Un» 
terfu^ung  fein  fann  (9lr.  105  tinb  106  be6  erflen  S^eileö),  b.  &. 
ba^  bie  unbejlimmte  Sntegralfunction  ber  Ziffer enjiatformel: 

g){z)  e~**  dz  , 

bei  ber  ^Inna^me  x  fei  pofttit),  für  alle  9aBertl>e  tjon  2=a  biö  z=b 
continuirlic^  Derbleibt;  bann  fönnen  wir  biefeö  bejlimmte  Sntegrale 
ate  Function  Don  x  anfel)en  unb  folc^eö,  nad^  bem  in  9lr.  391  be^» 
grönbeten  Sl)eoreme,  für  fimmtlic^e  angebbar  pofttiDen  SQBertfee 
Don  X  burdö  folgenbe  ©lei^^eit  barUeÖen: 

fq(z)  e-"  dz  =  ^  ff(  f  q>(z)  e"*'^  dz)  Cos.«  (x  -  x^  dx'  da  , 

ober  aucf),  wenn  nämlid^  a  unb  b  Don  ben  SntegrationdDariabeln  un» 
abhängig  itnb,bur^  folgenbe: 

f  g)(z)  e-"  dz  =:  JL  f*f  /*g<z)  e^*'*  Cos.«  (x  — x')  dx'  dz  da  . 

a  Ä  "Ö     a    •X) 

aSottjiefet  man  rec^tö  Doin  ©leidöfeeitöjeic^en  bie  Sntegration  nacfe  x' 
innerhalb  ber  ange3eigten  ©renjen  0  unb  oo ,  fo  gel)t  biefe  QUidi^ 
beit  ober  in: 

b  «  b 

//  \    -x»j          ^     C  C    2it]os.ax-#-aSin,ax     ,  v  ,    j  ,.. 

<fi(z)  e   "  dz  =  -j^   I    I     -j-j-g q>{L)  dz  da  ,        ( A) 

«  Ca. 

weld^e  für  alle  angebbaren  pofttiDen  SBert^e  Don  x  Seflanb  i^at\  ftir 
negatiD  angebbare  QBert^  Don  x  hingegen  ge^t  ber  9(udbtu(f  recf):» 
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ttxi)<mi  in  9luII  übtt,  nämttc^^  iugleic^  mit  (iefer  Nfle^t  andi  foU 
gcnte  ®leicfe{)eit: 

A  ^    C     C   zCos.ax— aSin.ax     ,  .  .     , 

0         a    . 

tie,  wie  bie  t)orl)er9e^enbe,  glei^faffd  föt  offe  angebbaten  pofttiDein 
QQBett^e  ijon  x  Seflanl)  l)at 

S)urc^  SitWticn  unb  ©ubttaltion  tiefer  ©teid^^eiten  ergeben  (td^ 
bie  jwei  fotgenben: 

«  b  b        . 

/  J  -^S"  Cos.x«dzda  =  f  J  ^(z)e-^  dz  , 

0       a  a  ,  ^ 

Ca  a 

bie  gleic^faÜÄ  für  aKe  noc^  angebbaren  pojttitjen  SOBertbe  t)on  x  ®tatt 
feaben.  S)ie  erfle  biefer  ®Ieid)beiten  befielt  fogar  no^  für  x=:0 
ober  =(0,  wo  (o  eine  unenbUd^  Keinwerbenbe  Oröße  repräfentirt, 
wenn  man  nämlicf)  ben  Umflanb  in  Setracfet  jiebt,  baß,  bei  ber  3ln» 
nabme  x=0,  ber  5{uöbruct  jur  9lecf)ten  in  ®Ieid)beit  (A)  nur  bie 
^Älfte  bed  jur  fiinfen  berfelben  ©leid^beit  barjleöt;  b.  t),  tä  beflebt 
aud^  folgenbe  ®Iei^mig: 

0        a  a 

alÄ  Folgerung  ber  erflen  ber  ©lei^beiten  in  (I). 

aSertaufd^t  man  ferner  in  ben  ®Ieid&^eiten  in  (I)  «  mit  x  unb  fe|t 
folc^e  bann,  wie  folgt: 

0  a  a         . 

4)  a  a 

fo  bot  man ,  ba  bie  inner  ben  ^arentfeefen  jur  Sinftn  ber  ©(eidb* 
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^eitöjeidöett  ettt^altetten  befHmmtett  Sntegtalten,  oö  continuirlicfee 
Functionen  ton  x  fofort  erfannt  werten ,  mit  Sujieftung  bet  in  ien 
9lrn.  388  unb  389  begrunbeten  &ä%t  aud^  fotgenbe  }n)ei  ®teicb« 
l^eiten: 

J  J  ^W  e~«'  COS.X«  dz  d«  =  J  ^^  dz  , 
J"  J  «"C*)  e-«'  Sin.x«  d*  d«  =  J  ^|-  dz  , 

0       a  a  . 

wel^e  für  aKe  pofttiöen  QOBert^e  öon  x  jwar  abgeleitet,  jeboc^  nodf) 
fiir  oCe  benfbaren  reellen  SBertfte  biefet  affgemeinen  ©röfe  fe^t 
leicftt  ju  Deriflciten  ftnb» 

9luö  biefen  in  (I)  unb  (III)  jufammengeflefften  ©rgebniffen  fönnen, 
unter  t)erfcl)iebenen  93erfögungen  ober  bie  Function  g)(z),  fä'mmtlid&e 
SntegralbefHmmungen  unb  fXelationen  ber  Dorauögeftenben  91rn.  gejo^ 
gen  werben.  5lu6  ber  ©leic^ung  (II)  laffen  ftd)  no^  einige  intereflante 
Seflimmungen  unb  ^Relationen  jiet)en,  bie  wir  in  ben  folgenben 
9lrn.  mitt^eilen  werben. 

421.  9limmt  man,  mit  einem  einfachen  gaff  ben  9(nfang  ju 
machen , 

g>W  =  -. 

Ott/  fo  gefet  bie  affgemeine  ©leicfeung  (II)  tjorangefeenber  9lr.  in 
folgenbe  Aber: 

«D       >>  h 

Je  zdzd«  ^  jt    C        dz 

J     (a2^z2)|/l^=^  ""  '^  J      VT^^' 

0         a  a 

wirb  l>ier,  jur  Sinfen  Dom  ®leicl)^eitdjeiclöcn,  z^  in  z  umgefefet,  fo 
^at  man  a,u^: 

(  { ^J^SL^  =  ,  (  -^-  («) 

J     J      (a2+i)l/l-z  J     |/l_z» 

0       aC  ■ 

9la(^  ©teicfeung  (30)  9lr.  46  beö  erflen  Steile«  f)at  man:' 
^^  -.      ^      log  ^tWttg-z--2f^ri?^yT=^\ 

(a2-+-z)  |/l-z         |/lW  \  a^-f-z  /' 
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obet: 

f  — ^^==  =  -7^=  log.  (yjE^^yj^Y 

foIgKc^  J^at  man: 


ht 


/ 


dz  _        7,        ,       (|/l-i-fx2-|/l— b2)V^a«-*-a2 


:  log. 


at 

tiefe  @(eid^un3  ifl  -aber  auc^  mit  ter  folgenben  gleic^beteutenb : 


f   ^^-7==  =  -7=^  log.-! 


tafeer  jie^t  man  a\xi  ber  ©umme  biefet  beiben  @leid)un9en  andc^ 
folgenbe: 


J_Jl_  =  _i_io   /  V ' t^^Hh  y  l~ag\/  ^i+r.g.^  |/  i.b A 

at 

bie  wir  bei  ber  Ermittelung   jweier   beflimmten  Stttesrafien  ju 
®rmtbe  legen. 

Slimmt  man,  erflend,  a  =  0  unb  b  S^  1  öit,  fo  M  man: 


Jdz  __       1  /|^l-i-«gH-l\/v7T^— |^i~b2\ 

0 

woburcfe  bie  obige  ©leic^ung.  («),  unter  berfelben  Serfügung  über  a 
unb  b,  in  folgenbe  übergebt: 

0  0  0 

Wirt  feiet  b=i  gefegt,  fo  feat  man: 


0  0 

baVt  erhält  man  auö  ber  Dor^etge^enben  3ntegralglei^ung  folgenbe: 

Digitized  by  VjOOQIC 

^^ 


Stttegtalred^nuttg.  VIIL  421.  415 


1 . 


0  b 

aui  Itt  tttUidi,  mm  namentlid)  bie  ®(ei^f)eit: 

Aresin.  b  •+•  Aresin.  ^1— b«  =  J   - 

berfldltd&tiget  wirb,  We  erfte  bet  tyov1)xn  erwäftttten  SntegralbefHm« 
ntungen  gejogen  wirb,  nämtic^ : 

log.  (i— = —  1-7= =  n  Arcsm.   Vi— b^.  (y) 

\  f^  1-HX2-  f^  l-bV  V  l-f-x2  ^ 

0         •  ' 

SBirb  in  berfclbe«  ©leic^ung  (/3),  j weitend,  a  =  1  unb  b^i 
angenommen,  fo  lleKt  ftc^  foIc{}e  }unä^fl,  wie  folgt,  bor: 

log. 
1 

unb  ba  wir  b^l  angenommen  ^aben,  gebt  folcfee  ober  in: 
b« 


Jdz 1__  f^l-t-gg-l/l— b« 


ober  aucf)  in: 
bt 

I    -^-^ — ^"^ =  ~  ^^===  Arctang. 


dz  2»^— 1    ^     ^         |/b»-l 
'  , =  ~  —-===:  Arctang.  \ 


Dermöge  biefed  (grgebniffed  nun  ge^t  bie  obige  ©leid&ung  («)  in 
fotgenbe : 

-  2  V^   f  Lctang.^  -i^  =  .  f '-i|=  , 
J  V^i+a«  vT?;;?  J   V'l-.z« 

0  1 

ober  andi  in : 

f"  Arctang.  -^  -^l^  =  ?  f  ^=^^ 

0  1 

ober;  öoöjie^t  man  enblicfe  bie  Sntegration  jur  Ked^ten,  fo  flefft 
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ftc^  folgenbe  }weite  angeMnbigte  SntegralbefKmntung  ^erauö: 


JArctang.  ^yJ=4  "7^=  =  f  log.(b^V-i-*'h^)  •         CS) 

0 

göt  b=l  bietet  tiefe  fowo^/  aW  Me  ©leid^ung  (y)  bie  ibentifd^e 
©leic^ung  0=0  bar. 

9{ud  ben  ©teid^ungen  (;')  unb  (^)  jieW  tti<w  aucfe  folgenbe  3nte« 
gralbeflimmungen : 

Jlog.  (  — =^^— ?  )     .-JL-l:  =  «  Aresin.  a  , 

!      (10) 
J   Arctang.  (-^^)  ^^  =  ?  log.  (a^l/nP^  ; 

0 

etjlete  flnbet  für  jene  reellen  SBert^e  ton  a  ©tatt,  bie  nimtetifc^ 
bie  ©in^eit  nid^t  ober  treffen,  le^tere  hingegen  für  aöe  nur  benfba* 
ren  reeffen  2Bertl)e  Don  a. 

aSertaufc^t  man  in  biefen  SefKmmungen  x  in  Taog.x,  fo  er^ 
ftält  tnan  folgenbe: 

? 

J,        /l-^aCos.x\      dx 
log- 1  z Fi I  7^ =  ^  Arcsm.  a 
^  ^1— aCos.x^  Cos.x 

0 
T 

Jdx  , 

Arctang.  (a  Cos.x)  ^ —  f  log.  (a  -f-  y  l-^a^)  , 

0 

bie  für  biefelben  2Bertt)e  ton  a,  wie  bie  entfprecfeenben  in  (10)  iben* 
tifdö  beflel)en- 

QBirb  ferner  in  biefen  Sin.x  burd^  x  erfe^t,  fo  ^at  man  auc^: 


Jlog.  I ^-^-^ ^  I  T— ö  =  ^  Aresin.  a  , 

f  Arctang.  (a  vT^^)  — ^^  =  f  log.(a-#-|/l+a2)  J 

0 

bie  wie  bie  entfprec^enben  in  (10)  ober  in  (11)  bejüglicft  auf  a  befielen. 
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aOBirt  enMic^  in  tiefen  x  burcft  Cos.x  etfel^t,  fo  ergeben  (id^ 
Qudj  folgende  SntegralbejUmmunflen: 

jr  \ 

7 


0 

?  ^^  

I   Arctang«  (aSia.x)  -g: —  =  *  log.(a-i-  V'l-i-a«)  ,| 


0 

t)on  benen  ein  @Iei(^ed  in  9$e}ug  auf  a^  wai  Don  ben  analogen  t)ot> 
auöge^enten  gilt. 

422.  ^uc^  man^ev  beac^tendwett^e  3ttfammen^ang  unter  be« 
(Hmmten  Sntegralien  wirb  aud  ber  allgemeinen  ®leid)ung  (II)  in 
9lr.  420  erjiett,  wie  wir  foId)ed  in  öortiegenber  unb  in  ben  barauf 
folgenben  ®cl)Iufnummern  biefed  Paragraphen  jeigen  werben* 

Umformen  wir  juerft  befagte  ®leid)ung  (II) ,  inbem  wir  bie  in 
berfetben  öorfommenbe  5^nction  ^(z),  a(d  Function  üon  z«  erfW* 
ren^  nämlid),  feigen  wir: 

fo  nimmt  foId)e  junäcfeft  folgenbe  gorm  an: 

0      a  a  , 

wirb  bier  im  S)oppeKntegrataudbrurfe  tinferbanb  z»  burc^  z  erfefet, 
fo  erbält  man  bie  affgemeine  ®Ieid}ung: 

0        at  a 

bie  wir,  flatt  ber  ©leicftung  (II),  bei  ben  folgenben  Unterfuc^ungen 
ju  ®runbe  legen* 

93Jirb  in  biefer  affgemeinen  ®leicfeung  bie  ^»«ction  %l^{z)  folgen» 
berma^en  angenommen: 

ip(z)  =     -. J =  » 

V^l— ZV1~C2Z 

fo  W  man: 
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bs  1» 


0       at 


9lacb  ©leic^uttfl  (30)  9lt.  46  fced  etften  Steile«  ifl: 
dz _ 

(«2t|-z)  y^r^Vl— c2z   "" 


2  •    1 

:l0g 


\  l/a^-^z  / 


aud  metc^et  folgende  geiogen  mitt): 

b2 

dz 

(«2-4-z)  l/l  — Zl/l  — C^Z 
at 


2 (  j/j^i^/l-cgbg  — |/lHhcgftg  /i-bg)V«gfag 


unb  to  biefe  auc^  mit  folgenbec  gleic^bebeutenb  iii : 


b» 

dz 

(a2-f-z)  ^i^ 


(a2-f-z)^l— zl/l-c?z 


"" |/l-i-a2f^i-»-c2«2        *  ( |/l-^«2 Vl--^2b2+  Vl-i-c«««!^!^  VaHa«  ' 

fo  eti)ält  man  nacf)  ooQioaener  ^bbition  berfeI6en  folgenbe: 
b« 


/ 


dz 


Vl-*"«^l^l-*-c«a2 


a« 

/  |/iT^|/iiPbg—  |/THhcg^y'iibg"\  ] 


2)iefe  ©lei^ung  moden   mit  nun  unter  jmei  SSetfägungen   tibet 
a  unb  b  mit  ber  obigen  (aO  combiniren^  tooiixvä)  andti  jmei  9te(a^ 
tionen  unter  befümmten  Sntegralien  (td)  ergeben  werben, 
SOBirb  juerfl: 

b  =  lM«bO<a-Sl 


Digitized 


by  Google 


3nteara(te(^nuit3«  VIIL   422«  419 

totaudgefel^t,  fo  bietet  eine  QJerbintung  tiefer  ©leic^ungen  («')  mi    - 

(ß*),  wenn  bann  «  fowo^I  atö  z  burd^  x>etfel&t  wetben,  fDlgenbe 

@teid)un8  bar: 
^        1 

0  ■ 

WO  wir,  jur  93ermeibun9  imaginärer  gormen,  bie  bid  jefet^unbe« 
fUmmt  gefaffene  3a{)Icn9röße  c  numerifd)  Keiner  aW  bie  ©inbeit 
t)oraudfeften. 

QQBirb  jweitenö  in  ber  Oleicfeung  iß')  folgenbe  Slnna^me  getroffen: 

a=rrl,b>i«ndbc<l, 

fo  bat  man: 

1 

biefeö  ©rgebniß  in  (a')  gefegt,  erhält  man,  wenn  aucfe  gegenwärtig 
a  unb  z  burd)  x  erfefet  werben,  folgenbe  jweite  ber  angeftfnbigten 
9lelationdg(eid)ungen : 

0       -  1 

bie  mit  ber  folgehben  gleicftbebeutenb  i(l: 

0  ,1 

in  welcher,  gleichwie  in  (/O^  bie  3aWengrftfe  c  nuraerifc^  Heiner  atö 
bie  (ginfeeit  oorauögefel^t  oerbleibt 

%\xi  biefen  beiben  fXelatibnen  in  (/)  unb  {^0  ifl  [nocft  manche 
intereffante  Folgerung  ju  jie^en,  wie  awi  bem  golgenben  wirb  ent* 
nommen  werben. 

I.  ^ie  ©leic^ung  (^^O  fann  juncl^jl  audö  fofgenbermafen  ge* 
jlettt  werben: 

^1+C2x2 


I' 


y   I^a2c2j/     l+x2  T  dx />  dx  

V  l-a2c2|/    l+x2 
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obet>  wenn 

ö^rtoufc^t  wirb,  wie  folgt: 


mit  a 


J\l+a 
log.; — 
h-a 


V 


witb  in  bem  befUmmten  Sntegrale  )ut  fiinfen 

in  bem  jur  SKecfeten  aber 

X  bur«  iZ-in^ 
K    1-k;2x« 

ecfe^t,  fo  gebt  biefe  ©teicftung  in  folgenbe  übet: 

J       ^  \l_a  |/1-(I.C2)X2  /»^l-X«  V^l-(1.C«)X2  J   |/1-X2»^1— C»X2 

0  *  0 

wirb  ^ier  enblid)  c  in   1^1 —c«  umgefe^t:  fo  fleöt  ft(^  fblgenber 
Sufammenbong  bar: 

p;      /iH.aVi=^\  dx  ^     rV  dx 

J  \l-a»^i-c2x2/f^l-x2f^l-C?x2  J    VTÜi«  f^l.(l.c2)X« 

0  0 

welcher  för  äffe  reeöen  3öblenwertbe  Don  a,  bie  numerifc^  bie  ®in« 
beit  nic^t  fibertreffen  unb,  wie  man  fic^  febr  balb  liberjeugt,  auc^ 
ffir  biefelben  2Bertbe  Don  c  Seflanb  bot. 
QBirb  ferner  im  be jUmmten  Sntegrale  jur  fiinfen  biefer  ©leicftung  (14) 


X  burcb  l/-ir^' 

V    1— c 


-c'x^ 

erfel^t,  wo  atfo  notbwenbig  c  terfcfeieben  üon  1  fein  muf ,  fo  gebt 
folcfte  ober  in:  ' 


J     *\l/lIcV— a|/l-c2/l/l-x«l/l-c2x«         J  l/iZix»  Vl-(l.c«)x2* 

0  0 

wirb  ^ier: 
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a|/i— c«  5ur(|^  a',    dfo  a  5ur(|^  — 

erfej^t:  bann  flettt  ftc^  auc^  folgender  3ufammen^ang  begrünbet  htxava: 

a 


VTT^ 


J  \f^l-c2x2  -a/l/l-x2  f^il-c2x«  J   V'l-X2  |/ l.(l-c2)x» 

0  .  0 

in  bem  wir  öermöge  ber  eben  getroffenen  Umformung  mit  a,  wie  öud) 
jur  aSermeibüng  imaginärer  formen,  a  <  l^l— c«  feflfletten,  wo* 
bei  c  ber  Ungleidjbeit  c^  <  l  not()wenbig  entfprecften  muf- 

II.  9(rtaIoge  }u  biefen  in  (14)  unb  (15)  aufgefleöten  ^Relationen 
laffen  fi^  aucfe  aud  ber  in  (^')  ikt^m. 

2Birb  öorerfl  jur  SJecfeten  Dom  ©leic^beitdjeid^en  in  (^0 

X  bttrcb  —  — 

l/i-.(i-.c»)x2 

erfefet,  fo  W  man:  

.     b  V   l-c2 


-•C2)x2 
0 

fel^t  man  ^ier 


1— C2b2 

fo  ijl  a,  beac^tenb  bad  getroffene  Uebereinfommen  über  bie  Se* 
fc^affenfeeit  Don  b  unb  c,  jebed  reeffen  3aWenwertöeö  Don  —  <x> 
h\i  +  Qo  fäbig/  nnb  bie^  ^u(el^t  aufgestellte   9te(atton  ge^t  in  fot 
genbe  über: 


Vl-f-a« 

J  \V       1+X2  ,^|/ltx2  Vltc2x2  J   l/l-x2V'l:(l.c2;x2 

0  0 

in  wetdö^^  fonadi  a  jebed  reellen  3aWenwert()ed  unb ,  wie  man  fid) 
fet)r  balb  fiberjeugt,  bie  ®rb^e  c  aller  3aWenwertbe,  bie  nic^tmi« 
merifdö  bie  (Jin^eit  übertreffen,  fÄ^ig  ifl. 
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aBtrb  ferner  jur  ßtniett  öom  ®leicl)()eittjeic^ett  Wefer  ®U\6ihtit 

umgefel^t;  ml  ()terauf  bann  äberaU 

c  fn  Vi^^ : 
fo  flettt  jtd)  folgende  t^tvmi: 


Vl-«-a2 


0  0 

bie  eine  (inologe  ju  (14)  in  I  ift  unb  für  biefelben  ©ert^e  öon  a 
unb  c  ate  bie  Dor^er3e()enbe,  b.  fe.  för  atte  reellen  93Jertl)e  oona 
unb  für  bie  reeden  SBertbe  Don  c,  bie  ber  Sebingung  c*  "S  1  ent« 
fpred|)en;  SSefianb  tiat 

3n  di()nKcber  .SBeife,  wie  aud  ber  ®Ieicl)beit  (14)  bie  in  (15) 
abgeleitet  würbe,  jiefet  man  aucfe  ani  biefer  (16)  eine  ®Iei^t)eit,  welche 
mit  biefer  öerbunben,  auf  einen  interefianten  3ufammen^ang  unter 
beflimmten  SntegraKen  ber  S^ifferenjiatfunction : 

dx 


Vi— X^l— C2x2 

fuhren.  Umfel^t  man  nämlid)  }ur  Sinlen  Dom  ®(eid)Mtd)ei(i)en  in  (16) 


fo  jlefft  jtcl)  unmittelbar  folgenber  3ufammen^ang  bar: 


t-x^ 

=*X2 


J  Vl-C^X«   /f^l— X2y  1  -  C2x2  J  y  1— X2  |/l— C^X« 

0  0 

wirb  nod)  ^ier 

aKl--c2 

umgefe^t;  fo  fteUt  üc^  folgenbe  )u  (15)  analoge  9lelation  bar: 
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1 


1                                                                                yi^a2(l^c2) 
f  Aretang Y-.=L^\  ^         ^^  =  ^  f  '" (17) 

0  0 

in  ber  a  flleid&wte  in  (15)  ititi  reetten  Sabtenwertfee^  fa^g,  c  ^in«: 
gegen  nunme()r  betr  SJebingung  c2<  1  nad)fommen  muß;  benn  föt 
0^  =  1  b9rt  boö  befKmmte  Sntegrale  )ut  Steckten  auf;  @egenflanb 
mat^emotifci)et  Setraci)tung  )u  fein. 

^uxd)  SIbbition  biefet  in  (16)  unb  (17)  aufgeftettten  (grgebnifie 
erhält  mon;  m^  SBeglaifung  bed  gemeinfc^oftlic^en  ^aftord  ^, 
ben  oben  angelünbigten  interefianten  3ufammen^ang,  ben  folgenbe 
Oleid&ung  barflettt: 

^  a  1 

ylTifi                             |/l-i-a2(l-c2)                   1 
dx    '  /•  dx _    /• dx 

|/nÖJ|/l-.c2x«    .       J    l/r^^^l-c2x2     ""   J    1/I^li2|/1— C2x2    ' 
0  0  0 

b.  t),  ttion  tjüt: 

aßt 
/• dx^^ /• dx /• dx 

0  0  *  0 

wo  bie  pojttitjen  Oröf en  «  unb  ß,  öon  benen  iebe  Meiner  ober  ^öcft« 
flenö  gleich  bet  Sin^eit  ifi;  burd)  folgenbe  ©(eid^ungi 

«2  -t-  /82  =   1   -f-  c»««/?«  ,  (19) 

Detbunben  ftnb;  unb  wo  not^wenbig  <^<i  angenommen  werben 
muj. 

423.  ?Birb  ferner  in  ber  affgemeinen  ®teid)ung  (II')  t)oran= 
gebenber  9lr.  folgenbe  9lnnal)me  ober  bie  Function  ip{z)  getroffen: 


^^  1-C2Z    K    1-.C2Z  ' 


wo  wir  jur  SJermeibung  imaginärer  gormen,  Dor  ber  ^anb,  c2<l. 
Dorau^fel^en ;  fo  ftefft  ftd)  folgenbe  ©(eid^ung  beraub: 
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Um  )ut  Sinfen  Dorn  ®{eict)^eitö}etd)en  ixt  Sntegtation  nad^  z  ju 
Wüiitf^m,  betöctitc{}tise  man  bie  ®(eid)^eit: 

J  (««-Hz)(i-c2z  V 1-^  "^^  =  J  (««-•-zXi-c^*)  yr^yiz:^  * 
bie  mit  fo(genber  9letcf)bebeutenb  tfi: 

l-i-«^    /• dz 

nun  ^nt  man: 

(1— C2Z)V1-ZV1-*C2Z  1-c'    K     1— C2Z    • 

bafeer  fledt  jlcft  mit  Sujie^ung  bet  Oleicftung  (/30  ootangefeenbet 
9lt.  folgenbe  Sntegtalbeftimmung  bat: 

J  («2H-zXi-c2z)  l/r:^  "**  = 

(  V    1— c^b^  K    l-c^a»  i 


2 
i-f-c2a2 


yi-f-a« 


(l+c2a2)yi+c2a2  ]  /l/l+«yi-c2a2H-V^ 


(/?") 


9)e^anbe(n  mir  biefeä  Srgebnif  unter  benfelben  }wei  ^nna^men 
täber  a  unb  b,  wie  bad  in  ®Ieidl)un9  G3')  Dorangefeenber  9lr.  bar=^ 
gefleOtte  analoge;  oerbinben  bann  bie  ftd)  ergebenben  fKefuItate  mit 
ber  oben  aufgeftettten  ®feicl)ung  in  («");  fo  fteden  ftcb  bie  folgenben 
)U  (yO  unb  (^')  ber  öorangebenben  9lr,  analogen  SKelationen  bor: 

0 

•  1       


Itx» 
i+c«x«  ■ 

dx 

l+c«x» 

'   1-x» 

dx 
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0 

1 

in  mlditn  bie  Oröf  cn  a,  b,  c  betfelbett  ©ertf)e  faWfl/  aK  fotd^e  in 
ben  analogen  ju  benfelben,  in  (yO  unb  (a')  bcr  öotfeergebenben  9lr., 
feflgefieUt  mocben  itnb/  unb  bie  wir  auc^  ä^n(ict)en  Umformungen 
wie  biefe  unterjie^ett  werben. 

h    aßirb  nämKc^  in  (/')  ' 

ViS^  ^«^*  • 

erfel^t/  bann  im  biefUmmten  Sntegrale  jut  fiinlen 

X 


X'tn 


Vi— x2 
unb  in  bem  jur  9lec^ten  Dom  ©leid&^eitöaeic^en 


"I/t 


— X2 


-C2x2 

umgefel^t;  bann  ge^t  folc^e  in  folgenbe  ä6er: 


J       /i-f-af^l— (l-cg)xg\ dx 

0 


wirb  J)ier  nod)  c  in  l^l—c«  umgefeftt,  fo  ge^t  folgenbe  analoge 
Delation  }u  (14)  ber  t)orangebenben  9lr.  ^ert)or: 

p     /i-ai/in^n ^'  = 

J     "\1— aVl— c^xV    (1— c^x^*)!/!— x^Vl— c2x2 

0 

=^W^4=-.-  f  ''^»-       V   (20) 
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bte  ftüt  aUt  teeUen  Ba^Ientvert^e  oon  a,  bie  numerifc^  bie  (Sin^ett 
mcl)t  übertreffen  unb  fflr  äffe  reeffen  3af)lenwertbe  öon  c,  bie  nu* 
merifd)  f (einer  a(ä  bie  (Einheit  ftnb^  9)efionb  t^at 

©erfahrt  man  mit  biefer  SRelation  (20)  ganj  in  gleicijer  2Beife, 
wie  in  ber  Dorange^enben  9lr.  mit  ber  in  (14) ,  fo  gewinnt  man 
fotgenbe  analoge  ju  (15)  berfelben  Sir. : 


/"«•(fti^:]v/^-= 


x2dx  \ 

(21) 


V  J     |/l-.Xyi--(l-C»)x2/ 


in  ber  man: 

a  <  Vl-c«    unb  c«  <  i 

II.    2Birb  mit  ber  iit  (*")  aufgeftefften  Relation  ganj  in  ber^ 
felben  QBeife  Derfal)ren,  wie  mit  ber  in  (*')  Dorangel)enber  91r., 
fo  flefft  flc^  bie  analoge  ju  (16)  berfelben  9lr,  folgenbermafen  bar: 
1 

JArctang.(a|/l— cV) , =  = 

(1— c2x2)Vl-x2yi— C2x2 
0 


v^ 


-4-a'^ 


=  ^  /       '"         -    f  ^^^^, ^        f22) 

'"Vl/l-C«  J      (1— xVl-x2yi-c2x2  /   ' 

0 

welc{}e  für  äffe  reeffen  2Bert^e  Don  a  unb  für  bie  reeffen  SBert^e 
t)on  c  SJeflanb  tjat,  bie  numerifd)  Heiner  aK  bie  (Jin^eit  ftnb. 
aOBenn  feier  enblicft 

l-x« 


X  btttcb 


1-C2x2 


unb  hierauf  bann  aVl— c«  burdö  a  erfefet  wirb,  fo  ge^t  folgenbe 
9lelation  ^eroor: 
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«H»  \ 

(23) 
( 1  — x-^;^^  1— x»y  I — c*x'^  / 

0 

Me  für  üUt  reeUen  SBert^e  Don  a  mi  aüt  betsleid^en  QQBettfte  Don 
c,  bie  aber  numertfd)  bie  ®in^ett  nid)»  über  treffen,  SJeflanb  ftat 
SetöcfftcljHget  man  nod)  bie  @Ieicl)beit: 

Arctang.u  -•-  Arctang. —  =  -—  , 

fo  jte^t  man  Mi  ben  eben  aufge<ieaten  ^Relationen  (22)  unb  (23) 

aud)  bie  jwei  folgenben: 

1 

dx 


J Arctang./ — ,        ■      \  


C2X2)V1— X^l— C^X« 

a 


|/l-i-a2 


'^{"f^i-C«     J    (1-C«x2)l/I.xyi-C2x«   J    (1-X2)yi.x2f^l-C2x2|    ' 
0  0 


1       ^a2-f-l— c« 

^1         J  K    i-x«  ^J  (i.x»)yi.x«yiTS55J  '    <^^> 

0  0 

bie  für  biefe(ben  933ertf)e  Don  a  unb  c,  aU  bie  refpectioen  benfelben 
}U  @runbe  Hegenben/  (22)  unb  (23);  befielen. 

424.  S)urd)  SS^rbinbung  ^er  (Ergebniffe  beiber  Doraudge^enben 
9lrn.  gelangt  man  auf  eine  Heine  Vn}ai)t  Don  fKelationdgleic^ungen, 
bie  biefe  (£rgebniffe  fomo^I;  wie  aud}  nod^  Diele  anbere,  ali  fpecieUe 
Satte  barbieten. 

Um  'ieboc^  bie  Snbergebniffe  in  ben  m^gliti^fl  einf<id)en  formen 
iebeömal  bargefleUt  )u  erhalten ,  laffen  mir  noc^  einige  fKebuctiond^ 
g(eid}ungen  Doraudge^en« 
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Da  matt  iwcöi  etttfati^e  S)iffeten}iaHott  folgeitbe  ©(etd^^eit  t)at: 


Vi— C2x2  yi— C2X^  (1— C2X2)V1— X2  l/l^C^X« 

ixt  ttttt  folgettbcr: 


.     xyi— X«  yi— X«    .         1— c»  dx 

d  .   ■  =      .  , =QX    ■ 


Vi— C2x2     "■     i/ill.'52i2"  C2        |/lIIJ5|/l_c2x2  * 

i — cg  dx 

C«         (1— c2x2)Vr^|/l— C2x«    * 

obetr  ertblt^  titit  folgertbet: 


xT/i— xg_  1  |/i— e^xg     _l:::r^ ^5 

gletdbbeteutenb  tft;  fo  jie^t  tttatt,  burc^  Stttegratiort  biefer,  fbtgeitbe 
erfte  9lebuctionÄ3fetd)Uttg :  '      ^ 

dx _       i       r  |/lrCgx2 C2      Xl/Tx» 

2Bitb  fertter  folgettber  Sluäbrucf: 

X|/l— C«X2 


yi-x2 

bifferenjirt,  unb  öetf^^tt  ittan  wie  itt  bem  fo  ebett  befeartbeften  gaffe ; 
fo  gelattgt  tttan  auf  folgenbe  jtt^ei  Slebuctiottägleic^uttgett : 


dx ^r  dx 1     /*yi-c2xg  t    x|/i-cgx» 

(i.x2)i/i:iy iiiPi«  j  i/i^  i/rn?  "^  i-c2  yj:]^« ' 

x^dx 1_  ryTcä^  Jl_  xyi-c2x2 


|/l^ 


.X 


2>tefe  brei  SlebuctionSgleicfeurtflett  werben  uttä  wefentticfte  2)ienfle 
bei  bet  Q3eteinfad)un9  ber  cotttbinitten  Stsebniffe  beibet  Dorau^ge« 
^enbm  9lttt.  leiflett ,  ju  betett  SWittfeeWuttg  wir  fofort  übergeben. 

aWultiplicirt  man  bie  ®leid)un9  in  (14)  mit  A  unb  bie  in  (20) 
mit  B,  nimmt  hierauf  beren  ©umme,  biDibirt  bann  bie  (grgebnifl* 
8lei(l)un9  burdö  A  +  B  unb  erfel&t  enbtid) 

j^  butcb  A  ,    folflltd^  j-^  burd^  c^-A  ; 
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n    la(c«-A) 


fo  geW  folgenbe  SXcIation  ^etDbr: 

J/  t-HaVi~c«x«  \    1— Ax« _ 

f       A-^(c«-A)x'  \ 

0 

weld&e,  je  nacftbem  man  A=c2  ober  A=0  annimmt,  We  SRelafion 

(14)  ober  bte  (20)  crfel&t,  unb  überbief  noä^  fiit  jebe  anbete  aJei> 
fttgung  aber  A  Seflanb  i)at  ^te  ®r6f en  a  unb  c  itnb  bm  iUldti» 
nne  in  ben  eben  citirten  ©leid^un^en  alKer  reellen  3a^(enmett^ 
fä^ig;  bie  numerifc^  bie  (Einheit  nicf)t  äbettreffen. 

SS^etben;  }weitend;  gan)  in  berfelben  SBeife  bie  ^Relationen  in 

(15)  unb  (21)  öetbunben,  unb  erfel&t  man  hierauf 

Bc*  Ac' 

j—^  butcb  A  ,    fo(g(t(b  j-:^  bwtd)  c*— A  ; 

fo  ge^t  folgenbe  Slefation  ^eroor: 


flog. (y^^^±^\    ^-Ax»  ^  ^  ^ 


yt-c« 


Je«— A-^A(1— c«)x« 
V'l— xVl— (1— c«)x« 


=  5"^^-*-  \  :7==^^;===^  ^-\  ^  f27) 


welche;  je  nad&bem  man  A=0  ober  A=c^  annimmt^  bie  SRela» 
«onen  in  (15)  unb  (21)  erfefet,  unb  au^etbem  audö  noc^  für  jeben 
anbetn  SBert^  Don  A  afö  ©leic^feeit  SJejlanb  bat,  wenn  man  nur 
c»  <  1  unb  a«  <  1  —  c«  annimmt. 

ajerbinbet  man,  brittenö,  bie  SKelationen  in  (16)  unb  (22)  in 
berfelben  95Jeife,  erfel&t  hierauf 

Ac'  Bc* 

j-j^  hux^  A,    fMfiKc^  j—^  bur*  c«— A, 

fo  er^Ält  man.  unmittelbar  folgenbe  SKelation: 
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1 

JArctang.(aVl— cV)  ^=4^^-r==  dx  ::= 

a 

0 

.Me  föt  A  =  c«  unb  för  A  =  0  tefpectibe  bic  SKelationen  in  (16) 

unb  (22)  erfel^t  unb  au4)  für  jeben  fDnfiisen  OBerti)  oon  A  befielt, 

mobei  a  reeül  unb  c^  <  i  oetbleibt;  nntb  nun  bad  befiimmte  3nte« 

gtale  }ut  9{ed)i:en  mit  ^ülfe  ber  oben  aufsefleKten  SXebuctionäglev» 

c^unsen  {ß)  unb  (p^)  umgeformt^  fo  fttüt  fic^  fblgenbe  Stebuctiondstei« 

d}ung  ^erauö : 
1 

J/— —                     l^Ax* 
Arctang.CaVl— c«x«)  .    .^ dx  = 


a 


f^l-f-a*  yi-*-a« 

i      \ 

(28) 


_  TT  (a(c*-A)/    vi^(i-c>«\       f__J^L_+£!:^  CVi'^x^    ) 

0  0 

bie  fi'tr  äffe  95Jert^e  t)on  A,  för  äffe  teeffen  QBert^e  öon  a  unb  für 
jene  teeffen  95Jettfte  Don  c  befielt,  für  bie  man  c«  <  i  bat. 

2Bitb,  t)ierten«,  in  ber  Delation  (17)  a  in  —  umgefel&t,  öecbin« 

bet  biefelbe  hierauf,  wie  in  Ijen  btei  Docaudgefctjicften  gä'ffen,  mit 
bet  9le(ation  in  (23);  umfel^t  bann 

Bc*  Ac* 

^-j-g  tn  A  unb  folgltd^  j^^  In  c«— A  , 

fo  ecb^lt  man: 

f ArctangY— ^=\  ^^iT^fL^^  dx  = 


Va«^l— c« 
^JLJaA-.    f       -'-A-0-^A)e«x«         ^    ) 
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Me  für  aöc  ffiert^e  Don  A  SJejlani  hat  ml  flbetbief  für  A  =  0 
uitb  A=f  tefpectioe  We  Äctattonen  in  (17)  mi  (23)  frfefet;  um« 
formt  man  nun  bad  befltmmte  Sntegrale  rec^ter^unb  mittelfl  bet 
9(ebuctiondgIei4}unsen  in  (/1)  unb  (;');  fo  W  man  auc^  folgenbe: 


(29) 


2c*  ^       \     |/a«tl-cV  I  l/lli*|/l-c*x«        I     f/l-x«       ) 

0  0 

wtldjt  SKelation  für  äffe  ffierfte  Don  A,  für  äffe  reeffen  95Jett^e 
Don  a  unb  für  jene  reeffen  QBert^e  Don  c  Seftanb  ftat,  bie  ber 
Ungfeiäöfteit  c«  <  1  nad&f ommen. 

Som6initt  man  aber /  fünften^;  bie  unDetänberte  ^Relation  in 
(17)  mit  ber  in  (24),  erfefet  hierauf 

Ac*  Bc' 

j-j-g  bur*  A  ,   folgli*  ^^;^  butd)  c«  —  A  , 

fo  ergiebt  jtcft  unmittelbar  folgenbed  SXefultat: 

JArctangJ  i ^  dx  = 

^  \a|/l— c*x«  /  (1— c«x«Vl— X«  1^1— c«x* 


TT  (C«-A) 


l/a*-i-l-c« 
i—        a         ^       A       p  dx 


»^l-f-a«  t 

J\^ x«dx ^  /• dx  ^ 

(1— X«)  y  1^15?  1^1— cv  "*"  J  (i-cV)  |/ii?"|/r^  ^ 

0      .  .   .  0  ^ 

baä  für  bie  9lnnaf)men  A=c2  unb  A  =  0  bie  combinirten  Slelationen 
felbfl  erfefet;  wirb  aber  badfelbe  mitteljl  ber  JRebuctiondgleic^ungen 
(a)  unb  (y)  umgeformt,  fo  f)at  man  ouc^: 
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0  

|/i— c«\     v'i-c*  vT5^/ 


7r(c>-A); 


ya«-i-l— c«  1 


c*— A  I  |/l— x'Vl-cV      i—c«  I     y|_x* 


^  (30) 


0  a^ 

FS- 


l/i+S« 

bie  ftit  alle  QQBett^e  Don  A;  für  ade  reellen  QS^ert^e  Don  a  unb 
für  Me  reffen  ffierf ^e  Don  c  befielt ,  tie  numerifcft  Heiner  äli  bie 
(ginfeeit  finb. 

QSerbtnbet  nmn  enblic^  bie  fXelation  in  (16);  nad)bem  man  in  itt^ 

fetten  a  in  —  Dertaufcftt  ^at,  mit  ber  in  (25),  erfefet  hierauf 

Bc*  Ac* 

-j^-j-g  burc^  A  ,    folglich  j-^  burc^  c\- A  , 

fo  ^at  man : 


\-aA-H(c«-~A)  f  -; %--= 


2c«< 


ya«+l-c 


Jx«dx  ^  /»Vi-cV  ,    1 

0  0 

umfor'mt  man  aud)  biefe  mittelfl  ber  SKebucHondgleic^una  in  (y),  fo 
l)at  man: 

f  ArctangYl^iE£^\  ^-^^'^  dx  = 

J  \        a        /  »/l-x«F^i-c*x« 


Digitized  by 


Googk 


3ntedta(re(^nuttd.  VIII.  425.  433 


|/a2tl-c2 

weltfte  9leIotion  für  ieben  95Jertb  bott  A,  för  atte  reellen  95Jctt^e 
öon  a  unD  für  ixt  veetKen  5Bett^e  Don  c  0tatt  W ,  We  numerifc^ 
bie  «inbeit  nicbt  übertreffen. 

!l)iefe  JRefationögleic^ungen  leiftett  bei  ber  Seflimmung  Don  jwei* 
unb  mebrfac{}en  Sntegralien  }weier  unb  mehrerer  93artabeln  wefent« 
lidbe  ^ienfle^  wie  wir  folc^eä  im  folgenben  ^aragrapben^  in  9lr«  431/ 
eiflenä  jeigen  werben. 


§•  IV. 


lieber  jwei=  unb  mebrfad)e  Sntegralten  mit  Dariabetn 
SntegrationSgrenjen. 

i25.  3m  jweiten  Paragraphen  ber  Sntegratrec^nung  VI,  na* 
mentUcfe  in  ben  9lrn.  312—335,  attwo  wir  ganj  auSfd)HegIi(ft  jwei* 
unb  breifad&e  Sntegralien  jweier  unb  breier  ^Öarlabetn  be^anbelt 
^aben,  feilten  wir  bie  Sntegrationögrenjen  unabIjÄngig  Dön  ben  3n^ 
tegration^Dariabeln  ober  ald  conflattte  ®riJ^en  Dorauä;  jur  93er* 
DoBftättbigung  biefed  S^eitcö  ber  Sntegratrec^nung  erübriget  und 
fonacft,  jene  gdtfe  gIeid)faJKö  nocft  in  Setrac^t  ju.  jie^en,  in  benen 
biefe  Sntegrationdgrenjen  ate  Functionen  ber  SntegrationöDariabetn 
unb  fonad)  ate  ^SJariable  auftreten.  Sl^ie  Q3orfüörung  folcfeer 
'Sä'tte  nun,  unb  bie  9lebuction  becfelben  auf  jene  ber  juerjl  erwähn* 
ten  9(rt  wirb  ben  Sn^alt  beö  Dorliegenben  <Scl)Iugparagrapben  ber 
erften  5lbt^eUung  ber  Sutegratred^nung  mit  mehreren  aJariabefn 
audmad^en,  wo  wir,  wie  fotd^ed  i\6  jel^t  befiänbig  gefdja^,  mit 
ben  eittfacbften  %Sßim  beginnen,  unb  nad)  unb  nad)  jufammenge^ 
festere  gäöe  in  ben  Äreid  unferer  Setrad&tungen  jieben  werben. 

fftaaU,  ^9.  u.  3nt.  {Ked^nung.  n.  28 


Digiti 


zedby  Google 


434  Stitegtaltecfenung.   VIII.  426. 

426.  ä)er  einfacl)fte  gaU  eine«  2)oppeUnte9taW  jweiet  SBatta' 
bellt  mit  Dariateln  ®renjen  ift  fofgenber*  . 

OBettn  X  unb  X'  beUebigc  Functionen  t)on  x  öot- 
(teilen,  foU  iai  ä)oppelinte9rale: 

juerjl  partiell  na*  y,  Don  y=X  bid  y=X'unb  bierauf 
nadö  X,  Don  x=a  bid  x=A  Dolljogen'wetben,  wo  a  unb 
A  conjlante  Ovbfen  jtnb. 

2Benn  bet  SBertb  biefeä  SDoppetintegtaW  butdö  u  angebeutet 
wirb,  fo  bat  man: 

u  =  J  /  gc(x.y)dydx;  (1) 

a      X 

unb  "wir  baben  nun  iai  S^oppelintegrale  jur  SKecftten  in  ein  mit 
conftanten  Sntegration^grenjen  begabted  umjufefeen.  —  2)a  wÄbtenb 
ber  Sntegration  nadb  y  bie  jweite  Sntegrationöüariable ,  x,  aW 
Sonftante  ju  bebanbetn  ifl,  fo  ift  man  für  y  jebe  Function  Don  y 
unb  ber  nunmebr  ali  Sonfiante  )U  bebanbelnben  @r5^e  x  }u  feigen 
berecljtiget;  wöblt  man  biefe  Function  Don  y  unb  x  bergeftalt,  baf 
bie  nunmebr  auf  y  Sejug  böbenben  Sntejirationgrenjen  inbepenbent 
t)on  X  beroorgeben,  fo  b<)t'man  bie  verlangte  Umformung  t)on  u 
evjielt,^  unb  ia6  vorgelegte  ä)oppelintegrale  faßt  in  bie  Älafie  jener, 
beren  am  ©ingange  ber  Dorangebenben  9lr.  ©rwa'bnung  gefcbab. 
S)ie  einfac^fle  Function  mit  ber  bad  eben  erwä'bnte  3iel  erreicht 
wirb  r  ifl  folgenbe: 

f(X'-f-X)  -f-  |(X-X)y, 

b.  b*/  wenn  in  bie  obige  u  bariteOfenbe  @leicl)ung  biefe  Function  an 
bie  ©teile  ber  Sntegrationdoariabeln  y,  folglid) 

f  (X'  -  X}  dy 

ftatt  dy  gefegt  wirb,  bann  geben  bie  Sntegrationögrenjen  Don  y  in 
—  1  unb  +  1,  alfo  in  confiante  ®riJßen  über;  fo  baf  nunmebr 
ftatt  ber  ©lei^ung  (l)  aud)  folgenbe: 

nz^tSY^iflx,  ^(XH-X)  +  ^(X'-X)yj(X-X)dydx, 

bie  mit  folgenber  gleid^bebeutenb  ijl: 
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u  =f  X^'/g)}x,  i{X'-^X)  ^  ^-(X'-X)y}  (X'^X)dxdy  ,      (2) 
-1  • 

jur  Seflimmung  Don  u  untctteat  werben  laxf.  —  Äcnnt  man  fonod) 
jene  gunction  Don  x  unt>  y,  bie  burcft  F(x,y)  borgeftefft  fein  mog, 
bie  jmeimal  nacfe  einonber  partieff  bifferenjirt,  etnmol  noc^  %  unb 
nad)  y,  fofgenbe  gunction  Don  x  unb  y: 

icf\x,  |(X'-hXJ  -h  i;(X'-X)y  }(X'-X) 

aö  S)ifferen}iaIquoHenten  bntbietet,  b*  fe.  bat  man: 

-^^ML    ^   K^,i(X'-^X)  +  |(X'-X)y}(X^~X); 

bann  bietet  bie  in  9lr.  310  aufgefteßte  ©teic^ung  (8),  auf  ben  Dor* 
liegenben  gaff  angeroanbt,  ben  SBettb  öon  u  bat.  (£ben  fo  finben 
fä'mmtlidbe  in  ben  9ltn.  309— 324  aufgejlefften  ©leidbungen  6tatt, 
wenn  In  benf^Iben  b=  — l,  B  =  +l  angenommen,  unb 

<p(x,y)  butib  ^gp}x,  f(X'-*-X)  -♦-  4.(X'-X)yj(X'-X) 

etfefttwitb«  SÜlan  wirb  fonacfe  alled  bafelbfl  SJlitgetbeitte 
jur^  Sludmittelung  beö  fraglid)en  S^oppelintegralä  in 
(1),  nad)  bem  man  folcfteä.mittelfr  ber  ®Ieid)ung  (2) 
umgeformt  ^aben  wirb,  in  ^nfprud)  nehmen  unb  jur 
ISenu^ungbringen  tonnen. 

427.  3ur  Seleud)tung  ber  affgemein  gebaltenen  SWittbeifung 
Dorbetge()enber  9lr.  legen  wir  und  bier  noc^  }wei  befonbere  gäffe  jur 
Umformung  por- 

I.    ®ei  ber  3(nnabme: 

(f  (X,  y)  dy  dx  , 

ittUt  ftd)  nad)  ber  @Ieid)ung  (2)  folgenbe  SefHmmungdgleic^ung 
fiir  u  beraub: 

u  =  X^ /""gCx,  y  yc2:^2)  y72=T2  dx  dy  . 

.1  .c 

9Birb  öberbief  nod)  folgenbe  SJeftimmung  über  bie  gunction  gD(x,y) 
getroffen: 

(3r(x,y)  =  >/a2— x«-y2, 

fo  b<)t  man: 


t-c  +1 
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+1  +c 
.1    .c 

weld)e  ®Iei<l)uti9  mit  folgenber  gleicfebrteutenb  tft: 


u  =  /   /Vh2-x2— (c2— x2)y2  V^^zUr«  dxdy  , 


1     o 


u  =  4  J  X  |/a2— x2-(c«— x2)y«  f^c2-x»  dxdy  ; 


0     0 


iaä  bejHmmte  S^oppelintegtale  in  tiefet  ©leic^ung  f^cbm  wir  in 
Sit.  322,  l,  trandformirt.unb  beftimmt:  folglicl)  gilt  biefelbe  9Je« 
ftimmutifl  aud)  für  iai  mit  ben  Patiabelti  Sntegtationägtenjen  \>tt^ 
febene  S)appeUnte9taIe: 


+c  +yc2-x2 

r  f     >/S?iri2-:yi2  dy  dx  , 

wenn  bie  am  cititten  Orte  gewonnene  SefHmmung  mit  4  multip- 
licirt  wirb. 

II.    0ei  ferner  für  eine  jweite  befonbere  Slnnabme: 

'**=//     gp(x»y)dydx,  do 

0     0- 

fo  bietet  bie  allgemeine  @(eic^ung  (2)  folgenbe  SefUmmung  fär  u  bar : 

-1     0 

erfel^t  man  biet: 

X  buvcb  ax  tinb  y  burcb  2y— l  , 
fo  ergiebt  ftd)  folgenbe  einfachere  Seflimmungögleic^ung: 

11  -11 

u  =  ab  /  /  <p  { ax  ,  by(i— x")  "  j  (1— x")«  dx  dy  ,  (20 

0     0 

WO  biefe  ©leidbungen  (!')  unb  (2').  refpectioe  bie  analogen  ju  ben 
affgemeinen  (1)  unb  (2)  (tnb. 

trifft  man  bier  noel&  folgenbe  befonbere  Verfügung  über  bie 
Function  ^(x,y): 

qc(x,y)  =  x^'Y^^  f 

fo  gebt  bie  ©leid&ung  (2')  aber  in: 
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u  =  aV  /  /  x^'-^Cl-x-) »  y^-*dx  dy  , 

0     0 

ixt  mit  /olgenber  gleidöbebeutenb  ifl : 

u  =  aV  /   y^-*dy.f  x«-*(l-x»)  »  dx  , 
0  ''o 


ober  aud^/  megett: 
{  y^-^  dy  = 
mit  folgenber: 


^  y^-*  <>y  =  J  «n^  J[*x«-\l-x-)  "  dx  =  i-  ^*x«  '(l-x)"  dx  , 


""-^"^^Z^  S^  ^"      (l-x)»dx; 

bod  beiUmmte  Sntegräte  red^ter^attb  ^aben  wir  im  erfiett  Sbeile 
bucc^  bie  Function  r  au^gebructt:  fotdtid)  (leUt  fld)  ttac^  ®(eici)tut9 
(37)  9lt*  217  bafelbft  fofgenbe  aejUmmungdgleit^ung  ^eraud: 

\       in     n/ 

Ober  aud^  tveden: 
folgenbe : 

b.  fe,  man  M^  , 

0     0  \       m       n/ 

wetd^ed  JKefultat  öon  S)irid^Iet  juerfl  mit9et()ei(t  wUrbe  unb  mit 
Erfolg  ba}u  benu^t  werben  tarn,  bie  ®rö^e  u  aud  ©(eid^uns  (10/ 
nad^  bem  man  bie  Function  ^(x^y)  in  berfelben  nad)  auffleigenben 
^oten}en  Don  x  unb  y  aufgel^dt  ^at,  burc^  eine  9lei^e  Don  ®(ie« 


a** 
u  = 

inn 


(«) 
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bern,  Me  fämmttic^  bie  Function  r  impticiren,  barjufteöen-  %i  be« 
(let)t  biefe  Seflimmungögteictjung  (a),  vermöge  ter  berfetben  ju 
©tunbe  'gelegten  ©leicbung  (37)  in  91r.  217,  für  fämmtHcfee  reeüen 
pofttiDen  aSJertbe  üon  « ,  /J ,  m  unb  d. 

428.  ^uf  ben  ganj  aUgemem  gehaltenen  ^ctXi  ber  }weitDorf)er' 
get)enben  9lr.  ifl  ber  fotgenbe,  in  ben  ?lnwenbungen  ber  SntegraU 
tecbnung  am  Wuflgften  borfommenbe  gaö,  jebeömal  jutütf  ju  bringen. 
--  3n  ben  9lm.  313  —  315  ^aben  wir  nämlid)  gejeigt,  baf  jebe^ö 
S)oppeIintegraIe  JKepri'fentant  einer  Doppelfumnte  fei,  bie  äffe  inner 
gewiffen  ®renjen  ber  93ariabeln  betrejfenben  QQBertfee  ber  S^ifferen* 
jiatfunction  umfaßt;  bie  ©renaen  biefer  boppelten  0umme  jtnb 
ieboc^  bafetbfl,  g(eict)n>ie  bie  beä  entfpred^enben  2)oppelintegraB, 
unter  ben  aöereinfad)(len  formen  feftgefeßt  worben,  nämlicfe,  bie 
6ummation6^  ober  Sntegration^grenjen  ber  einen  93ariabe(n  x  flnb 
unabhängig  Pon  benen  ber  )meiten  93ariabe(n  y,  unb  untgete()rt, 
angenommen  worben.  S)er  gaff  nun,  wo  biefed  ni^t  me{>r  ©tatt 
finbet  unb  ber,  wie  fd&on  oben  erwähnt  würbe,  am  l)äuf{g(ten  Por« 
fömmt,  ift  folgenber: 

S)aö  2)oppeUntegraIe: 

/  /  ^(*«  y)  ^y  <**  • 
ald  S)oppelfumme  aufgefaßt,  fotl  über  jene  2Bertfte 
pon  X  unb  yaudgebe^nt  werben,  bie  einer  Porgelegten 
Function  Pon  x  unb  y,  wetcl)e  burcfe  f(*>y)  Porgefledt 
fein  mag,  Slefultate  mit  pofitipen  3eicl>en  beilegen, 
ben  Slullwert^  mitbegriffen;  ober  auc&  umgefeftrt, 
baäfelbe2)4)ppelintegra(e,  a(d  £)oppe(fumme  aufgefaßt, 
beNe  man  über  jene  28er tbe  Pon  x  unb  y  aud,  bie  ber- 
felben  gunction  f(x,y),  mitbegriffen  ben  Slullwert^, 
fXefultate  mit  negatipen  Seid^en  beilegen. 

2Bie  biefer  gaff,  in  bem  erfleren  ober  in  bem  lefeteren  0inne 
aufgefaßt,  auf  bem  in  ber  jweitPorange^enber  9lr.  be&anbelten 
jurücf  JU  bringen  fei,  werben  wir  in  ben  fotgenben  9lrn.  bei  einigen 
fpecie(i(en  93erfügungen  über  bie  ®efc^affen()eit  ber  gunction  f(x,  y) 
jeigen. 

429.  anan  beflimme  bad  2)oppeIintegra(e: 

/  /  <if^(x,y)dydx 
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becsefialt  ali  £)oppe(fumme/  (a$  (ie  f&atiaf>tln  x  un^ 
y  in  g>(x,y)  fämmtlidöe  reellen  QQBert^e  feurd^löttfen.,  bie 
iergunction: 

negattüeaBert^ebeilegen/benSluItwert^  mit  begriffen 
S)a  tie  reeöen  QBevt^e  Don  x  unb  y  folgenber  SeMngung: 

x"  V* 

nadöjnlommen  {>aben,  uni  ba  {>ierauö  entwebet: 

gejogen  wirt;  fo  folgt,  wegen  bed  JKeeöfeind  Don  x  unb  y,  baf 
man  fowo^I: 

^  ^  1  ,     ar*  Oll*  -J  <  1  (y) 

t)aben  muf>  b,  b.  bie  9SariabeIn  y  unb  x  flnb  jun^'djfl  an  beftimm* 
Jen  ©reniwertben  gebunben,  etflete  fann  nämUc^  nie  größer   ali 
b,  unb  leljtere  nie  größer  alä  a  fein, 

3ur  genauem  gipirung  ber  bie  93ariabe(n  x  unb  y  betreffenben 
,3ntegrationdgrenjen  faffen  wir  eine  ber  in  (ß)  aufgefte%n  Sebin« 
gungen,   augteid)  aber   aud)  bie  berfelben   entfpred^^nbe  auä  (y) 
inö  3luge: 

9ladö  ber  jweiten  Sebingung  in  (ß)  feat  man: 

unb  jugleic^  mit  biefer  bie  enfjprecfeenbe  aud  (y),  nämlid^: 

X»  <  a*  , 

welche  leistete  Sebingung  für  x  irgenb  einen  ber  innerfeatb  —  a 
unb  +  a  entt)attenen  9QBertfte,  mitbegriffen  biefe  ©renjwertfte,  an^» 
june^men  gemattet,  ©tetten  wir  fonad^  einen  biefer  2Bertt)e  für  x 
burd^  xi  Dor,  fo  ijl  man,  nac^  ber  Dor^erge^enben  Sebingung,  für  y 
leben  2Bet:tt)  aniunel)men  berect)tiget,  ber  innerhalb  ber  ®renjen: 

-.i^FW«"»-i/'F?) 
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ju  liegen  »mmt  ober  mit  einer  berfelben  jufammenfSttt,  >•  &•,  man 
ifl  föt  y  ieben  2Bfttt>  öon  unb  mit: 


y/^I^  et*  ttn5  mit  +  b  |/^ 


jtt'  fe^en  berechtiget  2)er  fleflettten  ^Inforberung  gemäf  börfen  wir 
aber  feinen  biefer  QQBert^e  t)on  y,  wie  feinen  ber  iwifc^en  —  a  unb 
+  a  ent{>altenen  QQBert^e  öon  x,  biefe  ©ren^wert^e  mitbegrijfen, 
auöfdjlief en ;  bafeer  wirb  biefer  geboppelten  SInforberung  nur  aW» 
bann  ein  ©enöge  gef^el^en,  wenn  baö  öorgetegte  S^oppefintegrale. 
juerfl  in  Sejug  auf  y, 


t)on 


y=-^|/^«*y  =  *b|/i-J. 


unb  4)ierauf  lai  gewonnene  (Srgebnif  nac^  x, 

t)OII  X  ==:  —  a  61*  X  =  -i-  a  , 

integrirt  wirb.    S^iefem  nadö  ft^ttt  ber  5luöbru(f : 


I    I       v(x,  y)  dy  dx , 


(«5) 


"  -y^^ 


ber  nad)  91r.  426  (®teicl^.  (1)  unb  (2))  mit    folgenber  gleic^be* 
beutenb  ifl: 

+1  +• 

bj  ^  q>(x  ,   by|/l— ^)  l/^-?"  ^^^y  »  (A) 

—1  — • 

ben  SBert^  ber  ^ier  verlangten  S^oppetfumme,  ober  bed  S^oppeliu:» 
tegrate  unter  ber  geftelKten  5lnforberung  bar, 

430.    5tir  bie  befonbere  5lnnafeme  ber  gunction  ^(x,y)  por«» 
ange^enber  9lr*,  nÄmtid),  für  bie  5lnna^me: 

<3P(x,y)  =  1, 

gebt  ber  allgemeine  5ludbrucf  (A)  bafetbjl,  wenn  beffen  9Bert^  ber 
^tirje  wegen  burd^  u  angebeutet  wirb/  in  folgenben  über: 

+1      +•         +a       +1  

-1  -«  -.11  .1 
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S^iefet  S3$ett^  t)on  u  fleOt  ben  ted  S^oppelintegtatö: 

öor,  wenn  in  teflen  S)lffevenjiaIfuncHon  fät  x  unt  y  aöe  jene  9Bettl)e 
gefeftt  werten,  We  Uv  Sebingung: 

entfptedjen,  unb  hierauf  fummirt  werten.  Sefanntlidö  ftellft  taö 
(forgebnif  biefer  ©ummation  ten  JWt^eninbatt  einet  ®(l(ip|5p  Dor, 
beten  ®(ei(6ung,  auf  tec^tointelige  Soottinatenac^fen  bejogen^folgenbe: 

X«  y* 

ifi;  ba^et  fleUt  anc^  bet  SBett^  k)on  u,  aud  obiget  ®Ietci)ung  ge« 
fbtgett,  ben  ^töd^enin^alt  biefet  (Sdipfe  bat« 

aßitb  nun  im  S)oppelintegta{e,  bad  u  Dotfleöt,  juetft  bie  3n» 
tegtotion  nad^  y  innet  ben  angejeigten  ©tenji^n  Dottjogen,  fö  et» 
f)ält  man: 

+• 


«  =  2bJ]/i-Jd.; 


biefe  ®lei(^ung  ifl  mit  folgenbet  gteidjbebeutenb : 

u  =  4ab  f  |/r=öJdx, 

biefe  mit  folgenbet : 

u  =  4  ab  I      ^  —    4ab  I  ■  , 

0  0 

biefe  enWid^  mit: 

u  =  2  ab  I    — ==■  , 

0  . 

ani  weld)et  föfott 

u  =  ab;r 

gejogen  witb;  weld&ed  ®nbtefu(tat  mit  bem  alKgemein  belannten 
^(udbtucte  bed  ^äci)enge^a(ted  einet  (SQipfe  in  oöSfiget  Uebetein* 
fümmung  ifi* 
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431.    Sei  einet  {weiten  befonbeirn  9Cnnaftme  übet  bie  S)efd)af« 
fen^eit  ber  Function  y(x,y)  ani  9lt.  429,  nä'mlic^  bei  ber: 


^  /        a'^c«  X«         b*>c*  y« 
()c(x,y)=:    ! -^ , 

^at  man,  wenn  aud^  biet  burd^  u  bet  QSett^  bed  S^oppeKntegtaB : 

/  /  (f(x,y)dydx, 

untet  ber  burc^  («)  eben  citttten  9lr.  audgefproc^enen  Sebingung 
porgejleöt  wirb,  fotgenbe  Seftimmungdgteit^ung  biefer  Otftfe 

+J     +a 


-1     -a 


Ober  andif  wenn  x  in  ax  umgefel^t  wirb,  fotgenbe: 


n  +1 


uz^abj    J    |/l--^x«--^(i-x«;y«yj=. 


-1    -1 


S^iefer  QQBert^  Don  u  boppett  genommen,  (teOt  bie  Oberfläd^e  eineö 
eHipfoibd  bar,  beffen  Steigung: 


X«  y«  ^*   _  , 

a«    "*"  "F  ■*"    c«    -  * 


ift,  unb  beffen  burd)  bie  Soorbinatenebne  ber  x,y  gebitbeter  ®(l(ip* 
fenfdbftitt  bie  ®{eid)ung : 

X«  y« 

a"  b* 

^at 

0te(l(t  man  burd^  O  bie  Oberfliädje  beö  eben  etwÄljnten  i£flip=' 
foibd  Dor,  fo  ergiebt  (tc^  nac^  einigen  JKebuctionen: 

ober,  wenn  bad  einfa(f)e  befHmmte  Sntegrate  burc^  ^  erfel^t,  mtb 
im  beflimmten  2)oppelitttegra{e  bie  Sntegration  nac&  x  üoöjogen 
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bie  bel)Ufd  weiterer  Slebuction,  wie  folgt,  geftelKt  werben  fann: 
1  

stellen  wir  nun  unter  ben  btö  jel^t  unbeflimmt  gehaltenen  ©riefen 
a,  b,  c  folgenbe  Ungleidj^eitenfefl: 

a  >    b  >  c, 

bann  ift  ba«  ()eflimmte  Sntegrale  jur  SKedjt^n,  Derm^ge  ber  nun« 
me^r  befle^enben  Un^Ieic^^eit: 


a* 


einer  SKebuction  fä^ig,  welche  bie  2)arfleffung  beö  ®ef>alteö  ber 
Obnfiädjt  eined  breiac^ftgen  ©ttipfolbd  unter  ben  befanntern  gor* 
men  möglich  mad)t. 

3tt  ber  S^at  wirb  in  ber  9lebuetiondgtei(l)ung  (31)  ber  9lr,  424 


^  -  -fr 

a  tn   — — "  ,    c2  In  ^  unb  A  tn  1  —  -^ 


V?^'' 


umgefeftt,  fo  (lefft  ber  3(uöbrud  3ur  ßinfen  Dom  ®Ieid)f)eieöjeic^ett 
bafelbfl  genau  bad  beftimmte  Sntegrale  in  ber  julel^t  aufgeflefften 
Seftimmungögleicftung  für  O  bar;  mit  Seacfttung  ferner  beö  burct)  bie 
eben  angebeutete  Umfefeung  (td)  ^erauöjleffertben  (Srgebnifleö  jur 
Siechten  Dom  ®leict)^eitöieidöen  in  (31)  ergiebt  ftd)  nunmehr  auc^ 
folgenbe  Sejlimmung  för  O: 


Digitized 


byGoogk 


444  Sntegralred&nurig.  VIIL  431 


'-S 


rx       ou.  2bc2  /•  dy 

O  =  2h*2T  -«-       ■  TT  '     ^ 


0 


1 


H-2bVa2=F«   TT  I  -^^^ _  "     ""^ —  dy.  (a) 

a 

S)iefc  öejlimmungdgleidöung  ifl  mit  Sujie^ywng  bec  ©leic^ungcn 
(18)  unb  (19)  in  9lr.  422  aucft  mit  bec   fotgenben  flleid^bebeutenb : 


Jl/,        a«    b».c2  , 


-*-  2b|>V--c»  ;r  I     r  b^^    a^-c^-     jy  ^  ^^.j 


in  miditt  iebod)  not^wenbiflerweift  bie  Sebirtgung  ober  bie  Un* 

dleic{}()eit: 

ag    b«— c«       . 

tealifttt  werben  mu$,  ba  bie  ^öl^gleicfeungen  (18)  unb  (19),  bie 
toix  ^ier  )U  @runbe  gelegt;  nur  mtter  biefer  Sefc^ränlung  Seflanb 
^öben;  iebe  ©peciaHflrung  fona^  bie  biefer  Ungleichheit  wiberfpric^t, 
wie  etwa  bie: 

a  =  b  , 

ruft  audö  eine  irrige  Sejttmmung  fflr  O  herbei« 

3ur  ©erijtcirung  biefer  ergebniffe,  nehmen  wir  juerfl  in  ber 
©teid^ung  (a)  bie  ©peciofiftrung  a  =  b  oor,  fo  wirb  bann  O  bie 
Oberflädje  eined  abgeplatteten  SKotationdettipfoibd  porjleöen  unb 
buvc^  folgenben  5ludbrucf  bejlimmt  fein: 


2  a2;r  +   ^^^  n  log.  /a+jAi2-cg_\       '  ^ 
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trifft  mo«  jweitend  in  ber  ®teicJ)un9  (a')  Me  Serfögung  b  =  c,  fo 
fo  fledt  bann  O  ixt  Obtvflädit  eined  verlängerten  fKotationMipfoibd 
wt,  unt  nnrb  hntdj  folgenben  9(udtrtt(t  beiUmmt: 

2  c%  H ^  n^  Aresin.  f  1/  4 L.  |  /K'\ 

ffienn  atfo  eine  (Elipfe,  beren  ^albacl)fen  a  unb  c  |tnb,  wo 
a  >  c  ifl,  burdö  JKotation  um  eine  i^rer  5lcl)fen  eine  SKebolutiond»^ 
ftÄc^e  erjeugt;  fo  (teflt  entweber  ber  3luöbrurf  in  (b)  ober  ber  in 
(b')  bie  OberftÄd^e  biefed  SKotationdförperd  üor,  je  nad^bem  bie 
JKotation  um  bie  Heine  ober  um  bie  grofe  9Id)fe  ber  ®Öipfe 
etatt  flnbet, 

SQ5irb  enblic^  in  einem  ber  3luöbrfl(fe  (b)  ober  (b')  bie  3lnna^me 

a  -r  c  obct  beffet  a  =  c  +  cw 

getroffen,  fo  gebt  jeber  berfetben  in 

über,  weld^er  9(udbru({/  wie  befannt;  bie  Oberfläd^e  einer  :^uge( 
pon  «^Ibmeffer  c  repräfentirt. 

432*  2)0  wir  für  bie  SefHmmung  ber  Sntegrationögrenien 
eineö  2)oppeHntegrate,  wenn  baöfelbe  einer  in  9lr,  428  gefjeöten  3ln» 
forberung  nact)}Ulommen  bot;  feine  und  befriebigenbe  attgemeine' 
fiöfUng  fennen;  fo  erachten  wir  ed  um  fo  notbwenbiger  bem  in  9lr. 
429  poöjlänbig  gelösten  befonbem  Jatte  nod^  einige  äbntic^e  gäde, 
fammt  beren  Söfung  beizugeben,  um  bei  ber  anal^tifcften  Sebanb:« 
lung  unb  Söfung  anberer  berortigen  Probleme  etweCc^en  9(n^att 
)u  baben. 

(Siner  biefer  befonbem  ^&Ut,  ben  man  gewiffermafen  di  <gr« 
gÄnjung  ju  bem  in  9lr.  429  bebanbelten  anfeben  fann,  umfaßt  fot 
genbe«  ä!>oppelprobIem. 

SDad  S)oppe(integra(e: 

/  /  <;p(x.y)  dy  <lx  , 

foU  in  ben  jwei  folgenben,  gegenfeitig  fic^  audfc^Ue=« 

.  fenben  aßeifen,  at«  S)oppelfumme  auftreten:  3tt  ber 

Function  ^(x,y)  burc^laufen,  erjlend,  bie  SJariabeln  x 

unb  y  fämmtlic^e  reeHen  QQBertbe,  bie  in  bie  Function: 
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gefeftt,  terfelbeit,  mitbegtiffen  ben  9luIIwett^,  je^^ 
tedmql  pofitiöe  fXefuItate  beiCegcn;  jwcitend,  bie  93a« 
tiabeltt  x  unb  y  in  Function  <3p(x,y)  burc^taufen  bie 
ttod^  äbrigett  reellen  SBett^e  Donxunbyntit  SeibeNI« 
tung  jener,  bie  bie  Function  f(x,y)  in  9lutl  umfel^en/ 
b.  ^.^  biefetben  nehmen  alle  reelleit  2Bertl)e  Don  x  unb 
y  an,  bie  in  bie  gunction: 

gefegt,  mitbegriffen  ben  Slullwert^,  JRefuItate  mit 
negatiöen  3eid)en  l)erüorrufen. 

I.    X'xt  fiöfung  beö  erften  S^eiled  biefed  S^oppelproblemö  Per« 
.  langt  bie  9Ingabe  jener  93Jert^e  üon  x  «nb  y,  wie  aud)  noc^  bie 
Äuferflen  ®renjen  berfelben,  bie  folgenber  Sebingung: 

m(i)t  tmberfpred^en;  biefe  Sebingung  ijl  mit  folgenber  gleid)bebeutenb: 

unb  ba  wir  a  unb  b  afö  reelle  Sa^lengröfe  feftjleffen:  fo  folgern 
wir  }unäc^fl,  baf  jum  dleeOfein  pon  y  bie  93ariable  x  folgenber 
Sebingung : 

x2  >  a« 

naci)}u(ommen  bat,  weldbed  fo  Piel  fagen  wiO  atö,  bie  numerifc^en 
ffiert^e  Pon  x  erftreden  ftd)  über  aöe  QQBert^e  Pon: 

a  6td  a  +  k  , 

WO  k  gleidben  3eiclbend  mit  a  unb  wie  biefe  jebe«  reellen  2Bertbeö 
fäbig  ifi/  ober  aud),  bie  pofltiPen  fowo^l  ali  bie  negatiPen  QSertbe 
Pon  X  baben  bie  numerifc^en  @ren}en  a  unb  a  +  k.  eiteSt  nun 
ai  einen  biefer  9QBertbe  Pon  x  por,  fo  bietet,  för  biefe  9{nnabme,  bie 
obige  ©ebingung  folgenbe  ©renjen  för  y  bar : 
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i.  b*/  6et  Ht  3lttnö^me  x  =  xi  ifl  y  oOer  tecffen  2Bert()c  fc(l)t9, 
bie  innerhalb  tiefer  ©renjen,  tiefe  mitbegriffen,  )U  tiegen  {ommen* 
3iel)t  man  nun  fÄmmttic^e  9QBettbe,  beren  xi  fdibig  ifl,  in  Se* 
ttad^t,  fo  ergiebt  ft(^  folgende  £i>fung  für  ben  erflen  Xt}zü  unfereö 
S^oippetproblemö.  S)ad  üotgeCegte  S)oppe(ititegraIe  integrite  man 
juetfi  partiell  m^^y,  Don: 

We  nunmehr  ftdb  ergebende,  bloß  x  implicirenbe  S^ifferenjiolfunction 
integrire  man  bt^^^uf  nad)  x ,  unb  jwar  bebne  man  biefe  Sntegra* 
Hon  aber  jene  pofttiben  unb  negatioen  SBertbe  Don  x  a\x6,  bie  in* 
nerbatb  ber  3ablenwertbe  a  unb  a  +  k  j«  Hegen  fommen. 

©teffen  wir  nun  burd)  a  unb  k  nur  voftHöe  3ablengrbf en  Por, 
unb  bejeic^nen  ber  Äörjc  wegen  ben  SBertb  bt*  ^oppeHntegrate  > 
wie  fotcfted  im  PorHegenben  galKe  aufjufaflen  ijl,  burd^  u;  fo  ftefft 
ftc^  junÄ(l)|l  folgenbe  Seflimmungägleic^ung  für  u  berauö : 


+C«+k)       +b1^i!_i  +a     +bV^-l 

aS  «4 

=    1  r      qp(x,y)  dy  dx  —  r     r     y(x,y)  dy  dx 

-(a+k)         -b  V^~l  -«     -l»  V^LIT 


aS 


auä  welcher/  beadjtenb  bie  ©leidbung: 


.+(a+k)  -a  +a  a+fc 

J        t/;(x)  dx  =  f     i/;(x)  dx  -«-   f    ipU)  dx  +  J    t/;(x)  dx  , 

~(a+k)  -(a+k)  -a  a 


wie  aud^  bie: 


/  "     ^p(x)  dx  -  f  V— X)  dx  . 


in  benen  i/^(x)  irgenb  eine  guncHon  t)on  x  üorjleöt,  folgenbe  Se^: 
(Hmmungdgleic^ung  für  u  gefolgert  wirb : 


•+k  ^hV^ZT 

at 


n  =  j      T     I  q:(x,j)  ■*■  ipi—x,y)  (  dy  dx  ; 


U) 


a* 
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wirb  enWidö  bet  StuÄbrurf  jut  SKed^ten  nacfe  9lr.  426  «mgeformt, 
fc  crgieM  fldö : 

+t     a+k  

—1       a 

3n  biefer  ©leidöung  fttib  wir  für  k  jebeit  enblid^en  fowoW/  <iW 
auc^  einen  unenblid)  fltofwerbenben  ®ett^  ju  feften  berechtiget, 
wenn  wir  folc^en  nur  jebedmal  po|ttiö  unb  reett  ücraudfelfeen.  ©tettt 
man  ^ier  k  aö  reette,  pofttiDe  unenblic^  großwerbenbe  ®r6fe  fefl, 
bann  bietet  ber  ^(udbrud  rec^ter^anb  Dom  ®Ieid^()eitö}eicl^en  ben 
QBertfe  itd  J^oppelintegrate  /  /  g)(x,  y)  dy  dx  in  ber  nad^  bem 
erden  S^ei(e  bed  S)oppeIproblemd  t}er(an3ten  SBeife  bar.  9(uf  bem 
Jaffe  aber,  wenn  k  enblid)  Derbleibt,  werben  wir  erft  in  ber  fot 
genben  9lr.  )u  fprec^en  fommen. 

II.  S)er  jweite  Xf)til  bed  ^ier  vorgelegten  S^oppelproblem«  Der«» 
(angt  bie  9(ngale  ber  SBertbe  Don  x  unb  y,  bie  ber  ISebingung; 

welche  mit  fblgenber  gfei(l)bebeutenb  ift: 

a2     =-   ^    ^     b«  ' 

nacftfommen.  —  ffiä^renb  wir  in  I.  aöe  inner  ben  ®renjen  —  a 
unb  +  a  fadfenben  SBert^e  ber  3ntegrationdDariabe(n  x  audjufc^lie:^ 
fen  angewiefen  waren,  fä'fft  gegenwärtig  auc^  biefe  S&efd)ränfung 
weg;  ti  ifl  nämUc^  biefer  eben  aufgefleUten  Sebingung  bei  jeber 
reelKen  SJerfflgung  über  x,  wie  bei  jeber  ober  y  refpectiDe  burcJ)  reette 
SBert^e  Don  y,  wie  burc^  bergleic^en  SBert^e  Don  x  jebeämal  }u 
entfpredÖ^tt  möglid^.  SBirb  biefem  nac^  burc^  yi  irgenb  eine  reette 
@r8fe  DorgefteÖt,  bann  ift  man  für  x  jeben  9Bertfe  Don: 

ju  feigen  bered^Hget  unb,  nadö  ^^t  ©teöung  bed  Dorliegenben  ^rob* 
lern«,  bieju  aud)  bemflfiget.  aWan  ^atalfo  jur  Doffftinbigen  ßöfung 
biefed  ^robtemd  bai  Dorgelegte  2)oppeantegrate  auerjl  partiett  nac^ 
X,  Don: 
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ju  integriren,  unb  pon  itx  nunmehr  ftd^  fterauöfteaenben  2)iffeten» 
2tatfuncKon  oon  y  ^at  man  bann  bie  Sntegration,  uon: 

y  =  —  k'  bi6  y  =  -»-  k'  , 

jtt  öoöjieben,  wo  k'  jcbe  poßttoe  reeffc  3aJ)Ien9t^i>f e  oorftelKen  fann. 

Sejeic^net  man  fonad)  burc^  u^  ben  SBertt)  bed  früglid^en  £)op« 

pelintefltate  nac^  bec  gegenwärtig  gefleUten  3lnf6tberung,  fo  ftat  man : 


«'   =    j       I         <3pf 3c,  y)  dx  dy  , 


{*0 


ober,  nad)  9lt.  426^ 

+1  +k'  

n'zraj        J      gf  (ax  ^  1 -f- ^  ,    y)  j/ 1  ■*- >^  dy  dx  .     (B') 

welcfte  ©teid^ung  bie  fiöfung  beö  jweiten  S;i)eiIeÄ  bed  und  gefeilten 
S5oppeIproMemd  barftettt,  in  bet  k'  pofttio,  reett  «nb  babei  cnbHd) 
ober  unenbUdö  grofroerbenb  fein  fann,  9QBirb  ^ier  k'  unenblid) 
gro^werbenb,  pofttiö  unb  teeff  Porauägefelt  gebacftt,  bann  bietet  bet 
^(uäbtutf  red)tett)anb  bie  PoUflänbige  ^lufTöfung  bed  jweiten  ZtftxUd 
poriiegenben  S)oppelptoMemä  bar;  bie  Sebeutung  biefer  ©leid&ung 
aber,  wenn  k'  enblid)  Perbleibt,  wie  beren  3ufammen^ang  mit  ber 
obigen  (B),  fattd  in  berfelben  k  enbtid^  i(t,  werben  wir  gleic^fatKd 
in  ber  folgenben  9lr,  ju  ©prad&e  bringen. 

.433.  2)ie  Oieid^ungen  (B)  unb  (B')  in  porange^enber  9lr., 
wenn  in  benfetben  k  unb  k^  enblid^e  unb  }war  pofttipe  reelle  SBert^e 
porflelKen,  fonnen,  nac^  ben  gemad^tcn  9Witt{>eilungen  biefer  9^r., 
folgenbermaßen  gebeutet  werben. 

S)ie  Oröße  u  in  ©teic^ung  (B)  flettt  ben  SBertfe  U6  ©oppetin« 
tegrald  X/^(x,y)  dy  dx,  afö  S^pppelfumme  aufgefaßt,  für  jene 
reeöen  SBert^e  Pon  x  unb  y  bar,  bie  ber  Function: 

X2  V« 


a»  b« 

Koa^e,  SXtf.  «•  dat.  Ste^bmnui^  n. 
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mitbegriffen  ben  9luffwert^,  nur  pofttiDe  fXefuftate  beilegen;  babei 
warfen  obec  biefe  SBert^e  Don  x  unb  y  nic^t  ind  UnbefKmmte, 
fonbern  weil  k  nunmehr  aU  enbtidö^  Oröfe  auftreten  foff,  erreicht 
X  ben  größten  numcrifd)en  SBert^  a  +  k,  unb  ba  man  gegenwärtig 

b2     =    a2 

bat,  erreid^t  aud)  y  einen  numerifcft  gröf ten .2Bert(),  nämlic^  ben: 

—  |/2ak-«-k5?. 
a 

S)ie  SBertbe  Don  x  unb  y  alfo,  bie  ber  Function  in 
(f)  fowo^t  pofitioe  Söertfee  beilegen;  alö  auc^  biefelbe  in 
9luII  umfelen,  finb  refpectiüe  an  bie  äußerflen  ©renj» 
irert^e:  .  "^     ' 


a  H-  k  ,    |/2ak-*-k2 

a 

gebunben. 

(Ebenfo  ftelKt  nad)  ben  SWitt^eilungen  ber  Dorangefeenben  9lr. 
bie  ®röße  u'  in  ber  ®Ieid)Urtg  (B')  ben  QQBertb  beöfelben  SDoppet 
integratö;  gleid^faQä  atö  £)op'pe(fumme  aufgefaßt,  tiber  jene  Q03ert()e 
Don  X  unb  y  audgebe^nt  bar,  bie  ber  Function  in  (f),  mitbegriffen 
im  ^luQwertt),  negative  SBert^e  beilegen;  wobei  jeboc^,  ba  wir 
aud^  k^  nunmehr  enblic^  Porauöfe^en,  bie  SBert^e  Pon  y  nid^t  nte^r 
ind  Unenblic^e  wa(i)fen,  fonbern  an  biefen  enbli(l)en  @renjwertb 
k'  gebunben  ftnb-  SBerfldftdjtiget  man  bie  nunmeljr  geflettte  3lnfor» 
berung  betreffenb  bie  SBert^e  Pon  x  unb  y,  fo  wirb  aut^bie  93a» 

riable  x  ben  enbticften  @renjwertl)  ^V^TTf^  nid&t  flberfleigen. 

©onac^  finb  auc^  im  Porliegenben  galle  bie  ©ertM 
oon  X  unb  y,  bie  ber  Function  in  (f),  mitbegriffen  ben 
9luUwertb;  nur  negatipe  JXefuItate  beilegen,  unb  über 
bie  bie  iDoppelfumme  fid)  erjlredt,  nid)t  mebr  inö  Un* 
enblic^e  wa(l)fenb  anjunefemen;  fonbern  bie  numeri« 
fd)en  2Bertbe  berfelben  finb  an  beflimmte  ©renjen  ge» 
bunben,  bie  refpectipe: 


n 


Hn\>. 
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9QBirb  nun  feHgeflettt,  baf  Me  äuferflen  9QBertl)e  ter  Sntegra» 
tionöbariabeln  x  tinb  y  in  ten  betten  fo  eben  befprod^enen  gälKen 
flieid)  groß  feien,  nämlid),  baf  ber  gröfte  numerifct)e  SBertfe  Don 
X  in  bem  erften  gaöe,  bem  önalogen  in  bem  jweiten  galKe  gleich 
werbe,  unb  baß  eä  ein  gleicfeed  Sewenben  mit  ben  größten  nume^ 
rifdjen  2Bertt)en  üon  y  t^abt ;  bann  fleöt  ia6  (Summenergebniß  Don 
u  unb  u'  ber  beiben  ®Ieid)ungen  (B)  unb  (B')  öorangel)enber  9lr. 
ben  aßert^  bed  2)oppeIintegrate  /  /  ^(x,y)  dy  dx,  gleid)faaö  aö 
S^oppelfumme  aufgefaßt,  über  jeite  2öert^e  öon  x  unb  y  aiiögebet)nt 
bar,  bie  in  Seiie^ung  auf  x  inner  ben  folgenben  (Srenjen: 

—  (a  -4-  k)  unb  •*■  (a  -i-  k) 

unb  in  Sejie^ung  auf  y  inner  biefen: 

'  -  k'  tinb  -*•  k' 
enthalten  pnb;  b.  ^,,  man  ^at  bei  3ugrunbe{egung  ber  ®Ieid)ungen: 


a  -#-  k  =  ^   Vb«  H-  k  2 


(v) 


k'  =  —     V'2ak  -#-  k2  , 


Don  benen  jebe,  wie  man  jtd)  fe^r  balb  überjeugt,  eine  5oIge  ber 
anbern  ijl,  folgenben  Sufammenbang: 

«•^«'=X  J      qr(x,y)dydx,  (,^) 

-(.+k)    ^k' 

WO  u  unb  u'  andren  ®leicl)ungen  (B)  unb  (B')  ber  öor^erge^en= 
ben  9lr.  ju  bejlimmen  flnb, 

95on  biefer  ©leic^ung  wirb  in  befonbern  ga'tten  ©ebrauc^  ge= 
mad)t,  um  bie  für  u  unb  u'  nad)  ben  ©leicftungen  (B)  unb  (B') 
gewonnenen  f  rgebniffe  ju  Derificiren,  wie  wir  fotcbeö  auc^  in  ber 
folgenben  9Xt.  bei  einem  befonbern  gaöe  jeigen  werben;  außerbem 
fü^rt  biefelbe  noc^  auf  einen  intereffanten  3ufammen^ang  unter  jwci 
beftimmten  S)opperintegraIien,  ben  wir  noc^  in  Portiegenber  9lr. 
entwicfelnb  mitt{)eUen  woIKen. 

SBerüdftc^tiget  man  tiämlitt)  bie  folgenben  awei  ®(eicl)ungen : 

j  gr(x,y)dx=r  |  gr(x,y) -♦■  gp(-x,  y)  t  dx  , 
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+(«+k)    +k'  a+k        +k' 

/  /        ^(^*  y)  dy  dx  =  /        /         { <p(x,  y)  -f-  y(~x,  y) }  dy  dx  , 

—(a+k)     — k'  0  — k' 

fo  fä^rt  bie  ©leid^ung  (h),  mm  tie  QBert^e  Don  u  ml  u',  (tatt 
oud  ben  ®Ieid)Utt9en  (B)  mi  (B'),  au«  ben  ©leic^ungen  (e)  unb  («') 
ber  bot^etge^ettben  9lr.  eitt9efüt)tt  werben,  unb  bann 

gr(x,y)  -f-  gr(-x,y)  5ut;(^  f(x,y) 

erfeljt  wirb,  ouf  folaenben  Sufammen^ang : 

a+k        +k' 

J-        J-      f(x,y)dydx  = 
*(J  -k' 

a+k         +bV*4^1  +k'        ^^^^ 

=    r        r         f(x,y)dydx^r       r  f(x,y)dxdy; 

aS 

fetnet  befreien  ou^  fotgenbe  ©letc^ungen: 

+k'  k' 

/    f(x,y)  dy  =  /     }f(x,y)  +  f(x,  -  y)j  dy  , 

_k'  0 


f  f(x,  y)  dy  =   J"  j  f(x,  y)  i-  £(x,  -  y)  j  dy  , ; 

f      f       £(x.  y)  dx  dy  =     r    f         j  f(x,  y)  +  f(x,  -y)  j  dx  dy 

.k'      0  0        0 

bn^>er  ge^t  ber  auleftt  aufgefteffte  Sufaitimertfeang,  wenn  man.: 

f(x,  y)  -♦-  f(x,  -  y)  butiS^  F(x,y) 

erfeljt/  in  folgenben  aber: 

a+k      k' 

J-      J    F(x,y)dydx  = 

0  0 

.+k  b^'jF  k'  .Vi";g" 

-ff         F(x,y)dydx+   f    f  F(x,y)dxdy, 

•  0  0        0 
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mi  Um  aud)  folgenbe  ©(ei^ttng  gejogen  wirb: 

k'       a-t-k  »+k        l>y^-i 

f    C  F(x,y)dxdy=      f       f  F(x,y)dydx, 

in  welcher  F(x,y)  traenb  eine  Function  oon  x  un^  y  üorfleßt,  »nfc 
bie  ©ro^en  k  unb  k'  burd)  eine  ber  ©leic^urigen  in  (17)  üetbun^ 
ben  (tnb. 

®Iiminitt  man  nun  mi  biefer  bie  ®töfe  k,  fo  (teöt  ben  oben 
nngefünbigten  3ufammen^ang  bie  folgenbe  ®(ei({)un9  bar: 

•      r     f  F(x,y)dxdy=     f  f  F(x,y)dydx,     (l) 

wo  k'  jebeö  poptiDen  reetten,  enblidöen  ober  unenbti^en  gro^wer^» 
benben  aBertl)ed  fä^ig  ift.  60  gelangt  man  bei  ber  9lnna^me 
k'=  00  auf  bie  ©leic^ung: 


C      C  F(x,y)dxdy=      f      f  F(x,y)dydx. 


(II) 


'-II- 


bie  für  a  =  0 ,  wie  aud)  für  b  =  00  in  eine  ibentifcfte  flbergeW. 

4.34./  Um  einen  befonbern  gaß  ber  ^rgebniffe  beiber  Dorfeer« 
ge{)enben  9lrn.,  namentlid)  wenn  k  unb  k'  enblicl)e  QQBert^e  Dor» 
fteöen  unb  burd)  eine  @leid)ung  (v)  Derbunben  (tnb,  Dorjuffl^ren, 
erflä'ren  wir  bie  Function  ^(x,V)  in  ben  ®leid)ungen  (B)  unb  (B') 
ber  Politiken  (Einheit  g(ei^*  @ö  bieten  alöbann  biefe  jwei  @Iei»  . 
cftungen  folgenbe  SBefHmmungen  für  u  unb  u'  bar: 

+1  «+k  


-1 

+1        +k' 


"'  =  "/  J  l/**-p-«'y<ix; 


^1      -k' 
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unb  wenn  Me  3ntegtattonen  bodiogen  werben/  ergeben  ftd)  fo(genbe 
Seftimmungen : 

^iefe  gewonnenen  Sejlimmungen  für  u  unb  u'  (leffen  bie  3nf)afte 
t)on  glä'cftenjlijrfen  t)or,  bie  t)on  ©eraben  unb  einer  ^^perbel,  be^. 
ren  ®Ieicl)un9: 

a2  b2    ""  * 

ift,  begrenjt  (tnb,  (grjlere,  u,  mi^t  bie  burd&  bie  Äueracftfe  2a 
getrennten  feofelen  gWcl)en(liicte  biefer  ^^perbel/  welche  jwei  ^öb« 
langen  burd)  jwei  auf  biefelbe  jCluerad)fe  geführten  ^erpenbifel, 
jebeö  in  bemfelben  5(bftanbe  k  Dom  jugeWrigen  ©cfeeitelpunfte  ge» 
jogen,  begrenjt  (inb;  le^t^re,  u',  ftettt  bad  aWaU  beö  jufammen-' 
^ängenben  biconoepen  ^läd)mMätd  biefer  ^Qperbel  bar  ^  baö  t)oti 
jwei  ju  beiben  (Seiten  ber  jClueracl)fe  mit  berfelben  paraöelllen  ©e*» 
raben  begrenjt  ijl,  bie  beibe  ben  gleid^en  9lbftanb  k'  mit  ber  Äuerac^fe 
eingeben. 

ßaffen  wir  nun  bie  enbftd)  gebadeten  ©rö^en  k  unb  k'  ben  burc^ 
eine  ber  ©teidöungen  (17)  auögebräcften  3ufammen^ang  eingeben, 
bann  tjat  man  nad)  ber  ©Ieici)ung  {^): 

u  -f-  u'  =r  f  f      dy  dx  =  4  k'(a  H-  k) , 

ein  Srgebnif/  auf  bad  aud)  bie  obigen  u  unb  u^  barfiedenben  @(et« 
d)ungen  fähren/  wenn  man  gleic^fadd  bie  ©(eic^ungen  in  (17)  in 
Setrac^t  iktit 

435.  3ur  fernem  Uebung  in  ber  ©eftimmung  ber  Sntegra* 
tionögrenjen  Pon  2)oppeIintegrafien;  faöö  folc^e  afd  ^oppelfummen, 
wie  in  9lr.  428  auögefprocben  warb/  auftreten,  befaffen  wir  und 
nod)  mit  ber  ßöfung  bed  folgenben  ^oppelproblemi. 

aSon  bem  S)oppeIintegraIe : 

SS  ^(^>y)^y<i^ 

wirb  perlangt: 
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1)  foll  taäfel^e  ali  S)oppeIfumnie  in  9$e)U9  auf  xunt 
y  in  ^er  QQBcife  nuftteteti/  baf  fämmtlicftc  reellen 
QBert^e  öon  x  unt  y  ber  Function: 

f(x,y)  =  y*  — px, 

mitbegriffen  ben  SluHwertfe,  nur  negatiüe  SBertfee 
beilegen; 
2)  trete  iaiftlbt  Si^oppelintegrale  ali  S)oppeIfumme 
nur  jener  reellen  QBertbe  Don  xunbyauf,  bie  ber= 
felben  fo  eben  feftgejlellten  Function  f(x,y)  blo§  po= 
fitiPe  JKcfuitate,  mitbeariffen  ben  Slullwertfe, 
betlegen. 

I.    9l(ic^  ber  juerfl  flefleöten  ^Inforberung  biefed  Si^oppelprob^ 
lemd  ^at  man  fotgenber  Sebingung: 

y«  <  pi 

ein  ©enufle  ju  tfeun.  ©e§en  wir  nun  ben  ffoefficienten  p  alö  po= 
fttipe  unb  reeöe  3aMc«8t6§e  Poraud,  fo  fann  ber  gefteöten  9lnfor* 
berung,  für  x  unb  y  reeöe  3a^Ienwert^e  ju  erjielen,  nur  bann 
entfprocften  werben,  wenn  negatipe  3aWenwert^e  für  x  gerabeju 
aud9efd)loffen  werben;  unb  ba  ber  Sluttwert^,  wie  aud)  jeber  po= 
(ttipe  2Bertb  ffir  x  in  feinerlei  SBiberfprud)  ju  ber  aufgefteUten  Se=' 
bingung  flefet:  fo  erfe^en  wir  porer (l,  ba§  x  aOer  poptipen  SBertbe 
pon  0  biö  k  fa'big  ift,  wo  k  irgenb  eine  po|ttipe.  3a^lengröfe  re= 
prä'fentirt  ffiirb  burd)  xi  einer  biefer  SBertfee  Pon  x  Porgeflettt, " 
fo  entfpridöt  bemfelben  jeber  QBert^  Pon  y,  ber  inner  ben  ©renjen: 

—  Vpxi  unb  -I-  Vp^9 

mitbegriffen  biefe  ®ren)en/  ju  liegen  f&mmt;  unb  wir  folgein  nun^ 
mefer,  baf  bad  Porgelegte  S)oppeltntegrale  juerft  nacft  y, 

von  y  =  —  V^px  btd  y  =  -4-  Vpx 
unb  l)ierauf  bann  nad)  x , 

t>on  X  =:  0   btd  X  =  k 

)U  integriren  ift.    ©teöt  nun  u  ben  QBertt)  biefeä  S)oppelintegralö 
por,  fo  feat  man: 

°  =  J    /        g:(x,y)dydx,  (i) 

0       -V7x 
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oi)er  au4)  nacfe  9lr.  426: 

41     k 
-1    0 

anit  (er  ®t5^e  k  ^at  ed  in  t)iefer  ©(eic^ung  ein  analoge^  ^e^ 
wenben,  wie  mit  berfelben  ®röße  in  itv  ©leicbung  (B)  in  9lr.  432* 
SDiefelbe  ift  m(kj  Um  eigentlichen  QBortlaute  beö  Dorliegenben  erjlen 
Si)ei(ed  iti  2)oppe(problenid  eine  unenDIic^  gro^merbente  pofttiDe 
©töfe;  Wft  man  folcbe  aber  eine  enWicfec  ®röfe  fein,  bann  fteflt 
biefe  ©leic^ung  bie  fiöfung  bed  gteidjen  ^robtemd,  mit  ber  öe« 
fcbrÄnfung  jebocft  Dor,  baß  biefe  enblic^e  ®r6pe  k  ben  flröften 
ffiertt)  Don  x  unb  biefem  jufolge  aud)  nunmet)r  Vpk  ben  größten 
aBerti)  Don  y  Dorftefft;  —  fo  baß  bie  2)oppeIfumme  nur  jene  SBertfte 
Don  X  unb  y  nod)  befdbWgt/  bie  refpectiöe  nici)t  größer  aö  k  unb 
Vpk  ftnb,  unb  ber  Sebingung  y^  <  px  genügen. 

II.  2)ie  jweite  5(nforberung  beö  gegenwärtigen  2)oppelprobIemd 
Derlangt  bie  Eingabe  jener  reetten  SBert^e  Don  x  unb  y,  bie  foU 
genber  Sebingung: 

-y2  %  px 

ein  ®eniige  t^un,  weldje,  wenn,  wie  in  bem  Doraudge()enben  ^aUe^ 
P  pofttiD  Dorauögefe^t  wirb,  baö  9lxiöfd)Iießen  fämmtUcber  nega:» 
tiPen  2Bertt)e  für  x  jur  golge  f)at.  ©tetlt  man  biefe  Sebingung 
folgenbermaßen  bar: 

fo  erjte^t  man  junä'döft/  baß  y  fämmtlicfeer  pofitiDen  unb  negatiDen 
reetten  QBert^e,  wie  aud)  nodö  beö  Sluttwertfeed  faWg  ijl.  ^SBenn 
bemnad)  yi  einen  biefer  reetten  2Bertt)e  reprä'fentirt ,  fo  ift  x  atter 
®ertt)e: 

\>on  ö  bt6  —  yi^ 

unb  yi  fa'mmtli^er  QSSertbe: 

von  —  k'  bii  -*-  k' 

fäfeig,  wo  k'  einen  beliebig  reetten  pofttioen  3aWenwertft  Dorftettt 

S)ad  Dorgelegte  SBoppelintegrale,  wie  gegenwärtig  Dertangt  wirb, 
atö  ^oppelfumme  bargeftettt  ju  erhalten,  integrire  man  fo{d}ed  )u« 
erft  partiett  nad)  x, 
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utit)  hierauf  bann  nad)  y/ 

»on  y  =3  —  k'    6tÄ  y  =  -t-  k' . 

@teöt  man  burd)  u'  ben  SBett^  biefed  ^Joppelintegrate  bar,  fo  feat 
man,  bem  eben  aWitget^eilten  )u  golae,  folgenbe  ©fei^ung: 

u'=:/      /        (3r(x,y)dxdy.  (O 

Ober  aucfe  fotgenbe: 

u'  =  1 J  J   (yCJ3^y^  y)y^  <iy  ^^ »  (C) 

0         -k' 

wt),  wie  wir  fejlfleftelKt  baben,  p  eine  reette  poptiDe  3aM  Dorjleöt, 
unb  über  k'  ein  Sle^nlicfeeg,  waö  in  bem  uorl)in  betra^teten  5aöe 
über  k,  auögefagt  werben  fann.  ®ö  wirb  nämlic^  k'  eine  an* 
enb(ic^  grofwerbenbe  @r5fe  DorfleOen,  bamit  bem  }weiten  %f)tilt 
beö  öorliegenben  S)oppelprobIemd  in  aöer  ©trenge  entfprod^en  werbe; 
(tebt  man  aber  biefelbe  aU  eine  enblidöe  ®röf  e  an,  bann  löfen  gleicft:» 
fattö  nocft  bie  eine  ober  bie  anbere  ber  teßtern  jwei  ©teic^ungen 
benfelben  Sbeil  bed  2)oppefproMem6 ,  mit  ber  93efcl)ränfung  iebod), 
ba^  bie  S)oppeIfumme  beö  ^oppelintegrate  feinen  SBertl)  Don  y  be* 
fct}(c[gt,  ber  gri)f er  al6  k^  ijl  unb  fonad)  aud)  {einen  SBert^  Don  x, 

ber  bie  enblidje  ®rö|le  -^  k'«  äbertrijft. 

0e§en  wir  nun  bie  größten  ffiert^e  t)on  x  unb  y,  in  bem  wir 
folc^e  enblid)  Doraudfel^en ,  in  ben  beiben  Sbeilen  bed  Dorliegenben 
S)8ppeIprobIemö  refpectioe  gleid)  groß  Doraud ;  fo  (tettt  bie  ©umme 
öon  u  unb  u'  ben  QOBertl)  beö  S)oppeIintegrate : 
.X  /  9>(x,y)  dy  dx  , 

gleidbfallte  afö  S)oppeIfumme  aufgefaft,  über  jene  Wtxttit  Don  x 
unb  y  audgebe^nt  bar,  bie  inner  ben  ©renjen  0  unb  k  für  x  unb 
inner  ben  —  k'  unb  +  k'  für  y,  bie  Orenjwertbe  mitbegriffen, 
enthalten  ftnb,  b.  i.  man  l)at,  bei  geftfleBung  ber  ©leicftungen: 

k  =  -i  k'2  unb  k'  =  |/pk  ,  (x) 
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wo  Ut  eine  eine  golge  ber  anbern  ifl,  fofgenbe  ®Ieict)ung: 

.u  -H  u'  =  /  /  cp{x,y)  dy  dx  ,  (X) 

0     -k' 

bie  analog  jur  ©leicfeung  (Sr)  Str.  433  unb  iUiö^mt  Mefe  jur  9(uf= 
fleöung  einiget  SKelatlontn;  wie  fofcl)eö  in  ber  folgenden  9lr.  wirb 
gejeigt  werben,  wie  aucl&  jur  93erificirung  ber  für  u  unb  u'  jebeö* 
mal  ftd)  berauöftettenben  Srgebniffe  unterlegt  werben  fann. 

436.  Serif(f(icl)tiget  man  bie  aäejlimmungen  Don  u  unb  u'  nad) 
ben  ®leic{)ungen  (i)  unb  (^')  Dor^erge^enber  9lr.,  fo  ge^t  bie  ©lei^^ 
cfeung  (X)  bafetbft  in  fotgenbe  über: 

k     +Vrx  +k'-pr*  +k'     k 

SS    ^(x»y)<^ydx-+-/  /    gf(x,y)dxdy=:  /    J"  gr(x,  y)  dx  dy  ,  (^) 

auä  ber  wir,  wie  folc^eö  auc^  not^wenbig  ifl,  unter  ber  9(nna^me 
beö  Seflanb{)abenö  einer  ber  @leici)ungen  in  (x)  Dor^ergel^enber 
9lr.  einige  Folgerungen  mitt^eilen  werben. 

I.     SJringt  man  bad  j weite  2)oppeIintegrale  Hnfer()anb   uom 
©leid^^eitöjeicfeen  auf  bie  entgegengefel^te  @eite,  fo  erhält  man: 
k    +v7x  +k'  k 

J*    S       ^(^^y^  ^y  dx  =  /      /        gr(x,y)  dx  dy  ; 
0     .y^,  -k^      i-y. 

bert[ictftct)tiget  man  nun  bie  folgenben  jwei  ©feid^^eiten : 
S     <y(x»  y)  dy  =  /     }  q^(x»  y)  -»•  ^C^»  -y)  I  ^y , 

+k'      k  '  k'       k 

S      S      <)P(x»  y)  dx  dy   =   /    /       {'^(x,y)  -^  g^(x,  -y)  j  dx  dy  , 

r  p 

ünb  erfe^t  man 

<)P(x,y)  -I-  (7(x,  -y)   bu«*'F(x,y)  ,. 

fo  ge^t  bie  Dorige  ®Ieicl)ung  in  folgenbe  über : 

/  J-    '  F(x,y)  dy  dx  =  /  /     FCx,  y)  dx  dy  , 

Ol)  Ol 

in  welcl)er  F(x,y)  irgenb  eine  innerhalb  ber  Sntegrationögrenjen 
continuirlid^e  Function  Don  x  unb  y  porflettt,  unb  in  ber  bie  pofttiüen 
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Conjlanten  k  unb  k'  burcfe  eine  Ux  ®Ieid)Utt9en  in  (x)  Derbunben 
(tnb.  aWcrn  ett)ÄIt  foncid),  je  nad)bem  bie  etfte  ober  bie  imeite  biefct 
Conftanten  eliminitt  wirb,  bie  erfte  ober  jweite  bet  nun  folgenben 
jwei  ©leic^ungen: 

/      X      F(x,y)  dy  dx  zr  /    /      F(x,y)dxdy,| 
J-    /      F(x,y)dydx  =  /        /    F(x.y)dxdy,| 

0       0  0  1    . 

in  benen  nunmehr  k  unb  k'  beliebifle  pofitiüe  reellle  2Bett&e  DOt« 
fteöen. 

SBirb  nun  in  etfierer  k^  ober  in  (elfterer  k  aB  unenblid^  gro^« 
werbenbe  ®rö^e  oorauögefe^t,  fo  ergiebt  (td)  au(ö  folgenbe  9teIoHon 

jr*  jr    '  F(x.  y)  dy  dx  =:  Jf*  j;^'    F{x,  y)  dx  dy  ,  (IV) 

bie  ibentifd)  realiftrt  mfrb/  menn  man  p  afö  eine  unenbKd)  sco^^ 
werbenbe  pofttoe  (Sv^t  borauöfeljt 

II.  ffiirb  ferner  in  ber  am  Eingänge  dufgeflelllten  SRelaKon  (^) 
eine  ber  Oröfen  k  unb  k'  unenblid^  gro^tperbenb  Dorauögefe^t,  bann 
wirb  fold^ed  aud)  vermöge  ber  ©leic^ungen  (x)  bie  anbere,  unb  man  ^at: 

S   S    <)^(3f»y)  dy  dx  =  /    J      g>(x,  y)dxdy  -#-  /  J      <y>(x,y)  dy  dx  ; 

wirb  ^ier  über  bie  guncKon  g)(x,y),  wie  folgenbe  ©feic^ung  jeigt, 
verfügt: 

g)(x,  y)  =  F(y)  Cos.x(z-y)  , 

WO  alfo  F(y)  eine  für  aöe  reeüen  fflBertfte  üon  y  continuirficfte 
Function  biefer  ®röfe  Dorfiettt;  bann  t^at  man^  nad^  ©leic^ung 
(IX)  ber  mr.  392, 

F(^)  =  4  I*  /*  ^Cy)  Cos.x(z  -  y)  dy  dx  , 

unb  bie  Dorige  ©leid^ung  nimmt  nunmehr  fotgenbe  Jorm  an: 
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F(z)  =  -^r    rF(y)Cos.x(z-y)dxdy-f-~  ff  F(y)Cos.x(z-y)dydx; 

t)0llljiel)t  man  no^  im  erjlen  ^^oppelintegrale  recfttetfxmb  We  ange* 
jeigte  partiette  Sntegtation  nad)  x;  —  fo  ergiebt  ftdb  enMid^: 

t-       SinX(z-y)  ^   ^-J"^^ 

F(z)  =  ^  I  F(y)         ^P^ dy  +  -j    j  F(y)Co«.x(^-y)dydx ,  (V) 

Me/  o'^nlid)  bec  t)ot{)in  citirten  ®Iei(l)un9,  jete  för  Me  reellen 
aBertöe  tet  allgemeinen  ®tö$e  continuivlid&e  ^«ttction  Wefer  aöge» 
meinen  ®röße  burd)  beflimmte  Sntegralien  repräfentirt,  unb  bei  ber 
5(nnat)me  p  =  oo  fogdr  mit  biefet  citirten  ®leicf)ung  jufammenfällt. 

437.  SJeöot  wir  bie  S5oppelintegralien  Derlaffen,  machen  wir 
nod)  in  ber  Dorliegenben  9lr/eine  aWittbeilung/  bie  für  bie  rein 
anat^tifd^e  ?(uffaffung  unb  95et)anblung  Don  ^oppelintegralien  nic^t 
o^ne  9luljen  fein  bürfte. 

3u  einem  £)oppetintegrate  ^  wie  etwa  fblgenbeä: 

•    »ny 

J   J     P^(x,  y)  dx  dy  .  (v) 

0     0 

wo  a  unb  m  Sonjlante  ftnb,  fann,  inbem  man  auf  ben  Urfprung 
beöfelben  jurücf  ge^t,  ein  aequiüalenteö ,  ber  gorm  nac^  aber  Der- 
fcl)iebeneö,  ^oppelintegrale  t)erge(lellt  werben  /  baö  ju  biefem  in 
einer  äi()nlid)en  Se)iet)ung  ilef^t/  ald  ed  bie  ^oppelintegratien  in  (e) 
unb  UO  ber  9lr.  432,  ober  bie  in  W  unb  (^')  ber  SHr.  435  ju 
einanber  ftnb. 

SDa  biefed  vorgelegte  2)oppelintegrate,  wenn  nä'mlid)  baöfetbe 
aW  SDoppelfumme  aufgefaßt  wirb,  über  fämmtlic^e  QSSert^e  Don  x 
Pd)  erflrecft,  bie  Heiner  unb  ^öcfeflend  nod)  gleid)  my  (tnb,  wo  y 
f^mmtlidbe  pon  0  bid  unb  mit  a  entbaltenen  SBertt)e  burc^lciuft;  unb 
biefeö  fomel  bebeutet  alö,  baö  ^oppelintegrale: 

/  /  9>(x,  y)  dx  dy  ,  (I) 

ald  S5oppelfumme  aufgefaßt,  foll  fa*mmtlicl)e  ©ert^e  Pon  x  unb  y 
befi^tagen,  bie  ber  gwtt^rton: 
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X  —  my  ,  (o) 

mitbegtiffen  t)en 'SluBwert^,  nur  negaKi^e  QBettbe  bettegen,  wobei 
man  iebod)  bcn  numerifd^  größten  SBettJ)  Don  y  burd)  a  fijrirt;  —  fo  ift 
andi  bie  genau  entgegengefeljte  3(nfotbetung  ju  (letten  möglid)/  na'mlidö, 
baöfelbe  SDoppelintegtafe  (J),  gfeicfefaöd  alä  ^oppeffumme  aufgefaßt, 
foö  über  jene  QBectbe  Don  x  unb  y  auögebebnt  werben/  bie  berfeU 
ben  guncHon  in  (o),  mitbegriffen  ben  9luffroert^,  nur  poftrtPe  QBer» 
t^e  beilegen« 

2)ie  fiöfung  biefeg  entgegengefel^ten  gaöed  Perlangt  bie  JRealif!* 
rung  folgenber  SBetiingung: 

•^  m 

ettüt  man  nun  ben  größten  ^tvtt),   ben  x  gegenwärtig  annefe=» 

men  foö,  burc^  b,  folglich  ben  analogen  pon  y  burc^  —b,  por;  fo 

wirb  man;  bamit  teftterer  mit  bem  größten  OBert^e  Pon  y  in  (v) 
übereinflimme ,  bie  9teIation: 

a  =  —  b  ,    obet  b  =  ma 
m 

^aben,  unb  folgenbed  bejlimmte^  S)oppeIintegraIe: 

ma        m 

X       /       (f(^y  y)  dy  dx  , 

0  0 

wirb  bie  fiöfung  beg  juleljt  erwähnten  entgegengefe^ten  gatteä  Por* 
fietten.  9(ud  ©riinben,  äf^nttdö  benen,  fo  auf  bie  ©leic^ung  (Sr)  in 
9lr.  433  ober  auf  bie  ©leid^ung  (l)  9lr.  435  gefül)rt,  wirb  man 
aucfe  folgenbe  ©leic^ung  ^aben: 


■     my    .  ma   m  ma    « 

/  X   gr;(x,y)dxdy  -«-  /    f  (3pfx,y)dydx  =  X    J  ()p(x,y)dydx,      (;r) 

0      0  Q     Ji  0      0 

mitteljl  ber  bie  oben  angebeutete  Umfe^ung  bed  porgefegten  S)oppet 
integrate  in  {v)  bewirft  werben  fann. 

ffiirb  nämlic^  bad  jweite  ®lieb  Hnfer()anb  auf  bie  entgegengefeftte 
@eite  gebrad&t,  fo  ^at  man: 

a    my  ma     a 

^  ^    qr(x,y)  dx  dy  =  /^    J    ^(x.y)  dy  dx  ,  (VI) 

m 

weldöe  bie  Perl(^gte  ©teic^ung  ifl. 


Digiti 


zedby  Google 


462  3nte9talttcl)ttun8*  VIII.  437. 

Quitte  mit  Mefet  gleic^bebeutenbe  ©leic^ung  et^c((t  man/  menn 
in  ter  Dor^etge^enben  ©teidönng  (;i)  bciö  etfle  ©lieb  linfct^anb  auf 
We  entgegenflefeftte  ©eite  gebraffet,  unb  in  bcm  2)oppeHnte8rale 
recfeterfeanb  bie  Otbnungöfofge  bet  partietten  Sntegrationen  pcrtaufcfet 
wirb.  S)iere  ijl: 

ff  <p(x,  y)  dy  dx  =  /  J-"'<^(x,  y)  dx  dy  .  (VII) 

0       0  0      my 

9(ud  betf^lben  ©leicfeung  (n)  jiefet  man  aucfe  eine  jur  ^arfteöung 
continuirU^er  Functionen  einet  allgemeinen  ®röfe  butcf)  bejlimmte 
S)oppelintegtalien.  —  ffiitb  nämlicfe  in  berfelben  a  unenblid)  gro^* 
werbenb  feflgejleöt,  fo  erbält  man:   . 

1  X 

Mk      CA  IM      yny  0^       m 

X  /    «3t(x,y)dydx  =  J  J    gc(x,  y)dxdy  -i- /   J    g(x,y)dydx 

*X)      0  (0     0  0      0 

in  welcher  m  notbwenbig  eine  reelle  poptipe  3abl  Porfleflt;  trifft 
man  bier  bie  5(nnabme: 

(f(x,  y)  =  F(y)  Cos.x(z  —  y)  , 

fo  bot  man,  nad)  ©leicfeung  (VII)  ber  9lr.  391,  bie  ©leicfebeit: 


F(z)  =  4-  /^  X    ^C'y)  Cos.x(z  --y)  dy  dx  , 

für  alle  angebbaren  pojttiPen  93Bertbe  Pon  z,  wenn  nämlid)  bie 
Function  F(z)  für  biefelben  QBertfee  Pon  z  continuirlid)  ijl;  bi«9^* 
gen  bat  man  nadb  ben  ®leicl)ungen  (VIII)  berfelben  citirten  9lr., 
für  z  =  0,  bie  Seftimmungögleicfeung: 

F(0)  =  JJ  C  r  F(y)  CoÄ.xy  dy  dx  . 

•^  "^0    0 

S)iefei  porauögefe^t,  erboilt  man  folgenbe  brei  ©leid^ungen: 

J'^*)  =  l-  X"j*"'F(y)Cos.x(r-y)dxdy-«-4  /°/F(y)Cos.x(r-y)dydx, 


F(0)  =  ±  X7°"F(y)  Cos.  xy  dx  dy  -»-  4  /"/"^Cy)  Cos.xy  dy  dx  , 

■'*      0     0  '•       0    0 

X 

0  =       J*"/"'F(y) Cos.x(z+y)  dx  dy  +  /■Y'F(y)Cos.x(zty)dydx, 

0     0  0     0 
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wo  Me  ®t&f e  z  in  (er  etfieti  fotoo^I  atö  in  bet  teilten  mit  pofitibe 
unb  Don  9lu(ll  öerfd&iebene  QBett^e  oorftetten  barf. 

93oa}ie^t  man  in  ben  erflen  St)etlen  }ut  9led)ten  ber  ©leid}« 
6ettö)ei(I}en  bie  Integrationen  nad)  x,  fo  erhält  man  auc^: 


*         CO  eo       »" 

F(z)  =  i  J  F(y)  Si°my(z-^y)  ^y  ^  L  ^  ^  F(y)Cos.x(z.y)dydx  , 


F(0)  =  i.  r  F(y)     ^'"''"y^     dy   -•-    i.    f    f  F(y)Cos.xy  dy  dx  , 
n  J  J  TT    J    J 

0  0       0 

CO  CO       n> 

0  =     r  F(y)  Sin.myjzH-y)  dy  +    f    f    F(y)Cos.x(z+y),dy  dx  , 

0    "  0      0 

bie,  wie  bie  Dorfeergefeenben,  für  pofttioe  nicfttSluö  werbenbe  2Ber« 
tbe  Don  z  ibentifc^  befielen,  unb  in  weld)en  für  m  jeber  reefle  nicf)t 
neflatiDe  Safefenwertfe  gefegt  werben  barf ;  für  m  =  0  werben  biefe 
^(Brgebniffe  burc^  lai  in  3^r.  391  aufgeflettte  unb  begrönbete  Sfeeo* 
rem  Derificirt 

438.  SBir  wenben  ung  nunmehr  ben  breifadien  Sntegratien 
breier  93ariabeln  ju,  bie  wir  in  Dortiegenber  unb  ben  folgenben 
9ltn.  analogen  8etracl)tungen  unter jie{)en  werben,  ate  wir  folcfted 
bid  an^er  mit  ben  J)oppelintegraIien  getl)an. 

QBenn  im  breifad)en  Sntegratauöbrude : 

SS  S  qr(x.  y,  z)  dz  dy  dx 

)uerfi  bie  Integration  partied  nad)  z  innerhalb  Deriabler  ®ren)en 
DoCjogen  werben  fofl,  j*  S. 

t)on  z  r=  f(x,y)  61^  z  —  •f(x,y) , 

wo  f(x,y)  unb  f  (x,y)  beliebige  Functionen  Don  x  unb  y  Dorftetten ; 
wenn  hierauf  \>a6  fo  gewonnene  ®rgebni$  partieß  nac^  y ,  gleicfe» 
faßg  innerhalb  Dariabler  ©renjen,  j.  95. 

Don  y  =  X  bi$  y  =  X'  , 

WO  X  unb  X'  beliebige  Functionen  Don  x  Dorftetten,  integrirt 
werben  fod;  wenn  enblic^  Don  biefem  (£rgebnif{e,  bad  nod)  eine 
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S:)tfferenjidfunctiOtt  üon  x  fein  wirt,  Me  SntegralfuncHon  innere 
balb  conjlanter  Otenjcn,  j.  S&.  , 

^  betjujleöett  ift,  l.  ft.  wenn  man  eine  ®tö$e  u  aug  fofgen^er  ©feic^ung : 

A      X'V{x,y) 

ju  beflimmeti  l)at;  —  fo  fann  man  Me  Datiabeln  Sntegrationdätenjett, 
burd)  3(enberutt9  ber  S)ifferenjiatfunction,  in  c.onjlante  umfeften, 
wobutd)  bie  SSejlimmung  üort  u  auf  Me  eineö  in  ben  9lrn.  325—335 
bebanbelten  breifad)en  Sntegralaudtructed  juttictgebrad^t;  unb  auf  mel« 
d)en  bann  aüt  bafe(b{l  gemad)ten  anitt^eilungen  i^re  un9efct)mä(ette 
Slnwenbung  finben. 

(Sine  ^rt  befagte  Umfe^ung  }U  bemetfiledigen  i(l  f6(genbe. 

3ueril  erfelje  man 

z  butcb  i  \  f'(x,  j)  -#-  ffx,  y) }  +  i  { f'(x,  y)  --  f(x,  y) }  z  , 

unb  folglicf) 

dz  butcb  i  {f'(x,y)  -  f(x,y)}  dz  ; 

fübtt  man  ttun  jur  SSereinfad^ung  bec  S)ar(teaung  bie  ©letd^un« 
gen  ein: 

ipix.y)  =  f'(x,y)  —  f(x,y), 
i/;'(x,y)  =  f(x,y)  -•-  f(x,y), 

fo  fledt  ftct}  )uncid}il  aud)  folgenbe  SefUntmungögleidbung  ftit  u 
beraud : 

A    X'  fl 

"  =  *  X  J"  /  <3^  { ^'  y»  *  V^'C^»  y)  ■*■  *  V;(x,y)z  jt/;(x,  y)  dz  dy  dx  , 

a     X     .1 

ani  itt,  ba  nunmehr  bie  auf  z  Se)ug  t)abenben  3ntegvationd» 
gten)en  eonfiant  unb^  wie  fc^on  bid  je^t  Doraudgefe^t  wati,  bie  auf 
y  be)tigKci)en  3ntegtationdgren)en  Don  z  unabhängig  ftnb;  bie  foU 
genbe  ge)ogen  wirb : 

A    t'  X' 

«  =  */  X   X   gp{x,y,^i/;'(x,y)-#-4.|/;(x,y)z}i/;(x,y)dydzdx, 

a    ^-1     X 

Me  au(^  mit  bet  folgenben  gleic^bebeutenb  ijl : 
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+1    A     X' 

u  =r  i  /   J  /    gp|x,y,^i/;'(x,y)-i-|t/;(x,y)z{i/;{x,y)dydxdz. 

-1     a     X 

9)e^anbe(t  man  nun  tad  S)oppeIintegr(i(e  in  Se^ug  auf  y  unD  x^ 
nä'mlic^: 

A     X' 

/    J"    <)p|x»y»i-»/^'(x,y)-*-i-«/(x,y)z}  i^(x,  y)dydx, 
•     X 

gleichwie  iai  analoge  in  (1)  l)er  91r.  426,  b.  f).  W^t  man  feiet 

y  m  J(X'^X)-+-^(X'-X)y 

öbergefeen ;  bann  erfeält  man  auct)  für  baöfelbe  eine,  mit  bet  in  ®Iei* 
cfeung  (2)  biefec  citirten  9^r.  bargcflefltenv  ganj  analoge  Umfot- 
mung,  weldfee  in  bie  Dotfein  für  u  aufgeflettte  Seftimmungögfeicfeung 
eingcfel^t,  tiefe  ©töfe  u  Don  ber  3luömittelung  eineö  bteifacfeen 
Sntegvald  ber  gocm: 

/'/'/F(^.y''')dxdydz 

-1     -1     a 

abhängig  feerauöflettt,  baö,  wie  wir  unö  Dorgefel^t,  in  Sejug  auf 
fämmtlicl)e  Sntegrationöbariabefn  mit  conftanten  Sntegrationdgrenaen 
t)erfe()en  ift. 

439.  3ur  Erläuterung  beö  in  Dorfeergefeenber  9lr.  mitgetfeeilten 
oßgemeinen  93erfaferend  legen  wir  und  fotgenben  breifadfeen  Snte* 
gralauäbruct: 

u  =    I       I  I  g^(x,y,z)  dz  dy  dx 

0         0  0 

jur  Umformung  in  einen  mit  conjlanten  Sntegrationdgrenjen  Der= 
fel)enen  aequiDalenten  unb  analogen  üor* 

93ergleici)t  man  biefen  Sntegralauöbrucf  mit  bem  allgemeinen 
Dorfeergefeenber  91r.,  fo  bat  man  bafelbjl: 

j_ 

a  burc^  0  ,    A  bntd)  a  ,    X  buxd)  0 ,  X'  burc^  b  [i— (-r)"']"  » 

f(x,  y)  burc^  0   unb  f (x,  y)  buxd)  c  [l  -  (f )"  -(^ )"]  p 
ju  erfeljen;  baburd)  aefet  eine  ber  bafelbft  aufgefleßten  ©leicfeungen 

Staate,  S)iff.  u.  3nt.  dicd^nung.  D.  30 
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in  folgende  über: 


-n^-'-*''H'i^r-(i)j\HrH)7'''' 


V  dz  , 
-1 

WO  man: 

0      0 

ftflt  Sel)(inl)eft  man  ben  tej^tern  S^oppettntegroIauiJbruc!  nadö  91r* 
427,  II,,  fü^rt  bie  fo  fflr  v  gemonnene  Seftimmung  in  bie  Dorauö« 
geftenbe  ü  barftettcnbe  ®Ieid)Utt9  ein,  erfe^t  bonn  enbtid)  z  burcfe 
2z  —  i ;  fo  etgiebt  |tc^  fofgenbe  Seflimmungögleic^ung  für  u : 

111 

u  =  abc  /  /  J   F(x,  y,  z)  dx  dy  dz  , 

0     0     0 

wo  man: 

F(x,y ,  z)  =  gp  {ax,  byd-x»)»  ,  cz(l-x")P  (l-y-)  v\  (l-x-)'^rnp(i.y»)r 

QBirb  feiet  nod)  bie  befonbere  SSetfögung: 
^(x,y,z)  =  x^-Y^'zy-' 
getroffen,  foifl: 

"0 


tt  =  a«b/^cy  /x«-*  (1-x")»    P  dx 

1  ^ 

X  fy'^-*(l-y-)r  dy 


X   fz^-^dz; 

0 

DotKjiefet  man  bie  angejeigten  Sntegrationen  wie  bei  bem  analogen 
Saöe  in  Vlv.  427,  IL,  fo  ergiebt  (tc^  al^atb: 

\      m      n      p/ 

t.  ^.  man  tvitSit  folgende  SntegrattejHmmung : 
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C    C  C  x«-^  /-^  z^-^  dz  dy  dx  = 


B%V       nm)  ^U)  ^(f ) 
\        m        n         p/ 


fijt  oöe  teeöen  pofttiben  ffiert^e  öon  «,  /?,  ;/,  m,  n  unb  p;  weld^c 
©teicfeung  ju  bet  in  (a)  9lr.  427  analog  unb,  ^leic^wie  Wefe,  jur  S:)ar= 
ftettung  Ui  am  ©inflange  oovgetegten  bvcifac^cn  Sntegcalauöbrucfeö 
benuftt  werben  fann,  wenn  bie  gunction  ^(x,y,z)  bafelbfl  eine  @nt» 
wicfelung  nacfe  auffteigenben  ^otenjen  Don  x,  y,  z  gemattet. 

440.  2(uf  bveifac^e  SntegraKen  breier  93ariabeln  mit  Dariabeln 
Sntegrationögrenjen  ^at  man  jene  "^Probleme  jebeömal  juräcfäubrin:» 
gen,  bie  benen  auf  jwei  Sariabeln  bejüglicfeen ,  in  9lr.  428  na'^er 
bejeid^net  worbenen,  ganj  analog  (tnb.  SWit  ber  S8orfuf)rung  unb  2ö= 
fung  eineö  folcfeen  ^roblemö,  wie  aud^  mit  ber  fKebuction  beä  babei 
(tdö  ergebenben  breifacl)cn  Sntegratö  in  ein  aequiDalented  mit  con= 
ftanten  Sntegrationögrenjen  berfebeneö,  befaffen  wir  unö  noc^  in 
oorliegenber  9lr. 

aWan  beftimme  baö  breifacfee  Sntegrale: 
/  /  /  g^(x,y,Ä)  dzdydx  , 
ali  breifad^e  0umme  jener  reellen  SOBert^e  öon  x,  y 
unb  z,  bie  in  bie  Function: 

x2  y2  z2 

gefegt,  berfelben,  9luII  mitbegriffen,  reelle  9leful* 
täte  mit  negativen  3eicfeen  beilegen. 

S)ie  fiöfung  biefeö  ^roblemö  »erlangt  bie  Eingabe  jener  VeeKen 
2Bert^e  t)on  x,  y  unb  z,  bie  folgenber  Ungfeict)beit  unb  ©leic^^eit: 

x'^  y2  z2  ^  ^ 


welche  mit  folgenber  gleid&bebeutenb  ift: 

^2     ^ X2_ 


7.2     ^  X2  y2 

^  1   -  ^   -^  TT  >  (^) 
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genügen,  ©el^en  wit  and)  bte   Sucftjlabenato^en  a,  b,  c  teett 

öotauö,  fo  fann  ber  eben  geftettten  Slnforberung  nur  bonn  ent 

fpto(I)en  werben,  wenn  bie  SJoriabeln  x  unb  y  folgenber  9{nfor* 
berung : 

,  «iL«.  iL^o 
bie  mit  folgenber: 

IT  -  -fr  -  ^  ^  ö  (-> 

gleid)bebeutenb  ift,  nad^fomnten;  nun  ^aben  wir  in  9lr.  429  bie 
QBert^e  öon  x  unb  y  bereitd  fipirt,  bie  biefer  le|tern  5(nforberung 
entfprecf)en,  nämlid^  bie  Don  x  erftrecfen  ftcfe  über  aöe,  fo  innere 
t}aV)  ber  ©renjen: 

—  a  unb  -•-  a , 

biefe  mitbegriffen,  enthalten  (tnb,  unb  bie  Don  y  umfaffen  alle  inner* 
Mb  ber  Orenjen: 


-bj/i-^unb-i-b^i^^ 

entJxiItenen  SBert^e,  biefelben  mitbegriffen,  bie  iebem  ber  eben  filr 
X  flpirten  ffiert^e  entfpred^en:  ba^er  wirb,  wenn  burdö  xi  unb  yi 
ein  ber  Slnforberung  in  (a)  entfpred&enbe^  jufammengebörenbed 
QBert^enpaar  t)on  x  unb  y  porgeflettt  wirb,  ber  und  gefegten  9ln= 
forberung  in  ((>)  entfproc^en,  wenn  man  ber  SJariobeln  z  fcimmt= 
lic^e  2Bertbe  öon  unb  mit: 


beilegt  —  S)iefeö  Dorauögefel^t,  flellt  ^d)  folgenbe  fiöfung  be«  und 
gefegten  ^roblemd  tjttaui:  2)ie  93ariable  z  umfaßt  fc[mmtlict)e 
aOBert^e: 

tie  Satiable  y  bef^Iägt  in  btefen  ^udbtäcfen  fämmtlic^e  SSßert^e: 
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in  meieren  etiMic^  Me  Q}attab(e  x  fcfmmt(i(i}e  SBect^e: 

turd^ta'uft;  b.  I).  iaß  öorgelegte  breifadbe  Sntegrale  ift  juerfl  pat* 
tieö  nac^  z  innerhalb  berr  für  z  ongewiefcnen  ©renjen  ju  integcu 
ren,  hierauf  i(l  bad  Srgebniß  partiell  nacf)  y  flleic^faHä  innerhalb  bcr 
eben  für  biefe  SJoriable  feflgeflettten  ©renjen  ju  integriren/  worauf 
bann  enbli(^  bie  Sntegration  nad^  x  Don  x  =  —  a  bid  x  =  +  a 
ju  t)olljiel)en  ifl,  ©tettt  man  fonac^  bie  Derlangte  breifad)e  ©umme 
burcfe  u  t)or,  fo  ^at  man: 

u  =   I       I  r  <fi^*  y.  3&)  dz  dy  dx  ,        (r) 

'TT  "^    ""TT     b« 

welche  ©leicfeung  bie  ßöfung  bed  mi  gefegten  Problem*  Don  ber 
eined  breifac^en  Sntegrafö  mit  Dariabefn  Sntegrationdgrenjen  ab» 
gängig  ()erattäflell[t 

3ur  Umformung  biefeä  breifad^en  Sntegratd  in  ein  analoge* 
unb  aequioalented,  aber  mit  conflanten  Sntegration^grenjen  Der» 
fe^ened;  Derfal)ren  wir  nadb  ben  allgemein  gehaltenen  SRitt^eilungen 
ber  jweitDorange^enben  9lr.  —  2Btrb  juerft 


t/  x2  y2 


umgefefet,  fo  erhalten  wir: 


tbl^I- 


tl       fa        '     '    -     a« 


witi  t)W  fernec: 


-1.1^1-4 

a« 


y  bnxd)  ^yy^  —  ^y 


unb  l>ierauf  bann  x  burdö  ax  erfel^t;  —  fo  flettt  ftcft  juleftt  folgenbe 
S5eflimmungägleic^ung  für  u  ^eraud: 
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u  =  abc  f  f   f  ^(ax,byyi-1^2,czVlüi2|/r^(l-x2)l/r^dxdydz,(D) 
-1-1-1 

tie  bic  DoÖfl^nbige  fiiJfung  bed  unö  om  (Eingänge  g^f^feten  ^rob^ 
lemd  i^orftcttt 

441.  93on  ben  (Srgebnifien  ber  botaudgebtnben  9lr,  woöert  wir 
l)icr  nocfe  einige  Sirtwenbungen,  unter  befonbern  93erfügungen  über 
bie  Slatur  ber  gunction  ^(x,  y,  z),  mitt^eilen. 

I.  gür  bie  erfte  befonbere  Slnnafeme: 

cp{x,  y,  z)  =  rxyz)0  --  i  ^ 

bietet  bie  ottgemeine  ©teid&ung  (D)  folgenbe  Seflimmung  ftfr  u  bur : 

u  =  abc   I       I       I     (1— x2)  |/l— y^  dx  dy  dz  ; 
-1      -I     -1 

üoCIjie^t  man  bie  Sntegration  jur  Weckten,  fo  erhält  man; 

u  =r  -—  abc  n  , 

weld^er  Sluöbrucf  ber  räumliche  Oe^ott  eined  breiac^igen  (Jöipfoib^ 
Dorflettt,  beffen  brei  Slc^fen  burc^: 

2a  ,    2b  ,    2c 

DorgefleQt  finb. 

II.  gör  eine  jweite  befonbere  Stnnabme,  fei: 

gD(x,  y,  z)  ==  ax2  -h  /Jy«  -I-  yz»  , 

WO  a,  /3,  y  conjlonte  Orößen  ftnb. 

S)ie  attgemeine  ©leic^ung  (D)  ge^t  in  folgenbe  über: 

I       I       Uf  1— x2)  |/l— y2  dx  dy  dz  , 

,1      ^1     ,1 
WO  wir: 

U  =  aa2x2  -I-  /?b2(l-— x2)y2  -i-  yc«  (1  —  x^J  f  1  —  y2)z2 

gefeilt  ftobem    S:)iefe  Seftimmungägleidbwng  für  u  ift  oud)  mit  foU 
genber  gleidbbebeutenb : 


1.  X  X 

—  8abc  I       I      J       U(l— x2)  Vi^  dz  dx  dy  ; 


0  0  0 

integrirt  man  ^ier  nacfe  z,  fo  ^at  man: 
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1     1 

u  =  8  aa%c   I      j     »»(l  ^  x«)  Vi— y?  dx  dy 

0        0 

1      1 
H-  8^ab*c   I      I     (1  —  x2)2y2  1^1— y^  dx  dy 

0         0 

1      1 
-I-  I  y  abc3  I      I     (1— x2)2  (1— y2)  V^^I^dx  dy  ; 


0        0 

wirb  tjitx  fernei:  Md)  x  integrirt,  fo  ergiebt  (tcfe  Vit  SelWmmungd« 
gleic^ung : 

u  =  -i-aa^bc   I     |/i— y^  ^^  "*"  7?  ^"^^^   I    ^^  »^^— Y^  ^7 

0  0 

1 
^  IJ  y  abc3  J    (l-y2)  y  r=^  dy  , 

0 

ixt  mit  fotgenbet  gleicfebebcutenb  ifl: 

u  =  —  abc  (aa2  h-  ^b»  -f-  yc»)    I      l/l— y«    dy  ; 

0 

üottiie^t  man  ettbKc^  bie  Integration  nad^  y:  fo  flellft  (id^  folgenbe 
Seflimmung  für  u  ^crauö: 

4 
u  =  -— •  abc7r(aa2  -*-  ßh^  -f-  yc^)  . 
15  -      ' 

QOBirb  biet  erjlenö  «  =  0,  /3  =  1,  y  =  1,  jwciten^  «  =  1,  ß=0, 
/  =  1,  bann  brittcnö  «  =  1,  ß  =  i,  y  =  0  angenommen;  fo  er«* 
^ält  man  in  berfelben  Orbnung  bie  Srägfteitdmomente  bedfelben 
breiad^ftgen  Sttipfoibö  in  Sejug  auf  bie  brei  ^auptacftfen  2a,  2b ^ 
2  c  beöfelben,  wenn  beffen  S^icftte  conflant  unb  ber  (Sin^eit  gleich 
t)orauögefefet  wirb. 

IIL    gilr  eine  britte  befonbere  Slnnafeme  enWidö,  fei: 

y(x,  y,  z)  =     ,  , 

tt!0  «,  A  y  conftante  reeöe  ©riJßen  (tnb,  bie  pofttio,  negatiD  unb  aucfe 
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fi  fi  t*  —        

u  =  abc  f  f   f  ^(ax,byyi-x2,czVl^Vl-y2)(l-x2)Vl-y2dxdydz,(D) 
-1-1  -I 

ixt  Me  Dottfl^nMge  fiöfuttg  Ui  m6  am  (Eingänge  g^f^feten  ^tob* 
Umd  i^orjlcttt 

44L  93on  ben  (Srgebnifien  ber  üorauögebfnben  9lr.  woöert  wir 
l)ier  nodö  einige  Stnwenbungen,  unter  befonbern  93ecfügungen  übet 
bie  9latur  ber  gunction  ^(x,  y,  z),  mitt^eiten. 

I.  giir  bie  etfte  befonbere  Stnna^me: 

(f(x,  y,  z)  =  rxyz)0  =  1  , 

bietet  bie  attgemeine  ©leicfeung  (D)  folgenbe  Seflimmung  ft'fr  u  bat : 

u  =  abc   I       I       I     (1— x2)  |/l— y2  dx  dy  dz  ; 
-1       -1     -1 

DoCIjiefet  man  bie  Sntegration  jut  9tecJ)ten;  fo  erhält  man: 

u  =r  —  abc  n  , 

«> 

welcher  ^u^brucf  bet  räumliche  ©e^alt  eine*  breiac^flgen  (Jöipfoib^ 
Dorflettt,  beffen  brei  Steffen  burc^: 

2a  ,    2b  ,    2c 

Dotgeflettt  |tnb. 

II.  gär  eine  jweite  befonbere  Stnna^me,  fei: 

gD(x,  y,  z)  =  ax2  -h  /Jy«  -i-  yz»  , 

WO  ay  ß,  y  conjlante  Orößen  ftnb. 

%\t  attgemeine  ©leicftung  (D)  ge^t  in  folgenbe  über: 

ti    ti     ti 

u  =:  abc    I       1       1       Uf  1— x«)  Vl—y«  dx  dy  dz  , 
,1       ^1     ,1 

mo  wir: 

U  =  «a^x«  -\-  /?b2(l^x2)y2  -H  yc2(l  — x2)(l  — y2)z2 

gefeilt  ftaben.    S)iefe  Seflimmungägleid^ung  für  u  ifl  aud)  mit  foU 

genber  gleid)bebeutenb : 

111 

u  =  8abc  I       I     J       U(l— x2)  l/i^^  dz  dx  dy  ; 

0  0  0 

integrirt  man  ftier  nacfe  z,  fo  ^at  man: 
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1     1 

u  =  8  aa^bc   I      1     x2(l  ^  x«)  Vi— y?  dx  dy 

0        0 

1       1 
H-  8^ab*c   I      I     (1  —  x2)2y2  V^l— y«  dx  dy 

0         0 

1     1 
-I-  I  y  abc3  I      I     (1— x2)2  (1— y2)  V^l—y«  dx  dy  ; 

0        0 

wirb  f)\tx  fetner  nad^  x  integrirt,  fo  ergieM  ftd^  Vit  SelWmmuttfld«» 
gleic^ung : 

u  =  -i-.aa3bc   I     ^i— y«  «^y  +  77-  i^ab^c   I    y«  |^J— y«  dy 


0 
1 


Hh  -~-  y  abc3  J    (l-y2)  yi-y2  dy  , 
0 

bie  mit  folgenber  gleic^tebeutenb  ifl: 

u  =  —  abc  («a»  -§-  ^b»  -f-  yc«)    1      |/l— y«   dy  ; 

0 

tjottjiebt  matt  enbfic^  bie  Stttegration  md)  y:  fo  fteöt  (tcft  folgenbe 
SSeitimmung  für  u  ^eraud: 

4 

u  =  —  abc7r(aa2  -*-  ßh^  -f-  yc^)  . 

ffiirb  ^ier  erftenö  a  =  0;/3=l,y  =  l,  jmeitenö  «  =  1,  /3=0, 
y  =  1,  bann  brittend  «  =  1,  ß  =  i,  y  =  0  angenommen;  fo  er* 
ba'lt  man  in  berfelben  Orbnung  bie  Srä'gfteitdmomente  beöfelben 
breiad^ftgen  Sdipfoibö  in  Sejug  auf  bie  brei  ^auptad^fen  2a,  2b, 
2  c  beöfelben,  wenn  beffen  S)icfete  conjlant  unb  ber  ©n^eit  gleid^ 
t)orauögefefet  wirb. 

III.    gär  eine  britte  befonbere  Stnnafeme  enblid^,  fei: 

y(x,  y,  z)  =  —  , 

tt!0  «,  A  y  conftante  reeöe  ©riJßen  fmb,  bie  po(ttiü,  negatiD  unb  aud^ 
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unentHc^  netitwetbenb  fein  fönnen,  fo  bietet  bie  allgemeine  ®Iei* 
c^ung  (D)  folgenbe  SBeflimmung  für  u  bar: 

fi    t^    t*  , 

_   .      C    C     C    (i-xg)yi-yg  dxdydz      

-1     .1     -1 

2)ie  etilen  partieffen  S^ifferenjiatquotienten  ber  ^ier  bargeftettten 
®cöße  u  nacb  ben  ©rößen  «,  ß  mh  y  genommen  unb  mit  ettt=» 
gegengefel^ten  3eid)en  öecfe^en,  fteöen  bie  nadb  ben  9Jid^tungen  ber 
btei  ^auptacfefen  jerlegte  9{njie^ungäfraft  beö  in  SKebe  (le^enben 
(Ettipfoibd  (wenn  nÄmlic^  bad  allgemein  anerfannte  ©raDitationd^^ 
gefel^  juOrunbe  gelegt  wirb)  auf  eine  aKa(feneint)eit  t)or,  weld^e  in 
einem  fünfte  concentrirt  oorau^gefefet  ift,  beffen  Soorbmaten, 
wenn  auf  biefelben  Steffen  ate  baö  ©llipfoib  bejogen ,  « ,  ß  unb 
y  (tnb- 

aWit  ber  Slebuction  btefeö  breifac^en  SntegraW  in  ein  einfad^eö 
beflimmteö  Sntegrale,  wenn  über  «,  /ö,  y  Um  fpecieHe  SSerfügung 
getroffen  wirb,  werben  wir  und  in  ben  folgenben  9lrn.  befajfen/ 
wobei  wir  unö  jeboc^  auf  bie  Seflimmung  oon  u  l)ingewiefcn  fe^en 
werben,  wenn  man  für  «,  ß^  y  9luttwertt)e  feftfe^t;  unb  ba  bie  eben 
aufgefteöte  ®leicf)ung,  bei  biefer  fpecieöen  SSerfägung  über  «,  ß^  /, 
fel)r  balb  jur  Äenntnip  Pon  u  (burd)  ein  einfacfted  beflimmteö  3n« 
tegrafe  auögebrüdt)  fä()rt;  —  fo  befaffen  wir  und  nod)  in  Porlie« 
genber  9lr.  bamit,  nämlich,  mit  ber  SKebuction  bed  9BertM  öon 
u  auf  ein  einfad^ed  beftimmteö  Sntegrale,  wenn  man  «=0,  ^=0 
unb  y=0  porauöfeljt. 

Stellt  man  burdb  uo  ben  SBert^  pon  u  mi  ber  oben  aufge* 
ftellten  ©leicfeung  (1)  por,  wenn  man  über  «,  /3,  /,  wie  eben  er* 
wäfent  würbe,  Perfögt;  fo  feat  man: 

fi   \\    t« 


«o=abcJ-  J  J 


(l-xg)y'i—yg  dxdydz 


VaS'x»  -*-  b2y2ci--x2)  -*-  c2z2(l— x^Ki— y^) 


weld)e  mit  folgenber  gleicl)bebeutenb  i(l: 
1     1     1 


no  =  «.bc  f    f    f  ^^—')^ 

J     J     J     Va2x2-+-b2y^(t  — 


-xg)^l-^yg  dxdydz 


-x2)  -♦-  cJ'zZri— x2)(|— y2) 

0,       0        0 
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93et9lei(^t  man  Mefed  beftimmte  bteifa(^e  Sntegtale  mit  bem 
Diel  offgemcinettt  in  9lr.  333  be^unbelten,  fo  mirb  baö  gegenwärtig 
in  9lebe  (lel)enl)e  aud  bem  citirten  gewonnen,  wenn  in  bcmfelben  x 
mit  z  öertaufd^t,  bonn  a=0,  b=0,  c=0  angenommen  wirb, 
unb  enbtic^  «,  ß^  y  ber  JReibe  nadö  ^«tdö  c,  b,  a  erfefet  werben; 
nimmt  man  nun  biefe  Umfefeungen  mit  ben  ®Ieid)ungen  (e)  unb  (f) 
ber  citirten  9lr.  333  öor,  fo  feat  man : 

■j    -j    m 


l/a2xHb2y2(l-x2)+c2z2(l-x2)(4.y2)     «bcj  J  J 


0      0     0 

wo  ber  jturje  wegen: 
M  = 


n.u2Sin.v'        Sm.u^Cos.v«         Cos.u« 


v^^ 


b2  a2 

gefeilt  würbe.  SBoffjie^t  man  nun  rcc^terftanb  bie  Sntegration  nad^ 
w  unb  flirrt  bann  bad  gewonnene  ©rgcbniß  in  bie  ©teicftung  (2) 
ein;  fo  bat  man  folgenbe  Sejlimmungögleic^ung  für  uo: 

,    C    C  Sin.udvdu 


Cos.u2         Sin.u2Cos.v2  Sin.u2Sin.v2 


0     0  a2  b2  c2 

ober  auc^  folgenbe: 


TU 

T       T 


ada  . 


"^~^  I       I  /Cos.u2       Sin.u2\       /Sin.u2       Sin.u2\^        o  i* 

a3otfjiel)t  man  bie  inner  ben  Ätammern  angejeigte  Sntegration 
mittelft  ber  erflen  ober  ber  legten  ber  in  9lr.  78  bed  erflen  25anbed 
unter  (130)  jufammengefaßten  brei  ®teicl)ungen,  unb  jwar  mittctfl 
ber  erflen,  wenn  man  c<b  annimmt,  unb  mittetfl  ber  legten  bei 
ber  entgegengefefeten  Slnna^me;  fo  gelangt  man  auf  folgenbe  SBe^ 
flimmungdglcid^ung  für  uq: 


T 


C  Sin.uda  ,_,^ 

Uo  =  2;r    I    — .  ,     . ,  ^,  ,      (2') 

J    -|/Cos.u2         Sin.u2   i/Cos.u»         "'       " 


Siii.u2 


C2 

ober  auc&,  wenn  im  beftimmten  Sntegrale  rec^terfeanb 
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Tang.u  =  V^ 

angenommen  wirb,  auf  folgende: 

dw 


"•='/ 


V/'*?1/'-f1/'*S' 


(2'0 


wtKkjt,  gleichwie  We  Dorauöge^enbe  (2')/  t)en  92Jert^  t)on  uo,  wie 
wir  oben  behauptet  feaben,  nur  noc^  Don  tem  92Jertt)e  eineö  einfad&en 
beftimmten  Sntegrafö  abWngig  barfteüft. 

442.  9lad)  einer  feöd)ft  genialen  Semerfung  Don  ^ixidjltt  läßt 
itd)  Me  fcurd^  bie  allgemeine  Oleid&ung  (D)  9lrr.  440  bargeflettte 
©cöfe  u  burcfe  ein  t)ierfacl)ed  beflimmte  Sntegrate  barfletten;  biefeö 
fann  in  gar  Dielen  gä'tten,  ju  benen  aud^  ber  in  III.  Dorange^enber 
3lv.  befprocfeene  attgemeine  gaö  ber  ©leic^ung  (1)  gel>ört,  in  ein  fünf:» 
fad&eö  beflimmte  3ntegra(e  umgefefet  werben;  wetcfeeS  (elftere  bann 
burdö  eine  SBertaufcöung  ber  Örbnungöfolge  ber  partiellen  Snte* 
grationen,  in  ben  meiden  gä'den  unb  audö  in  bem  eben  erwa'f)nten 
galle  Dorangebenber  9lr.,  auf  ein  einfacl)eö  beflimmte  Sntegrale 
einer  SBariabeln  jurücfgebra^t  werben  fann. 

2)aö  aOBefen  biefer  Semerfung  ftü^t  (tc^  auf  bie  ®leic^)ung: 


0 


dv  =:  ±  ?  , 


bie  wir  in  9lr.  388  (®l.  6)  begrünbet  ^aben,  in  ber  baö  obere  ober 
-baö  untere  3eic^en  gilt,  je  nacfebem  «  eine  po(ttiDe  ober  eine  nt^ 
gatiDe  reeöe  unb  angebbare  3a&l  DorfteOIt  —  Sebenft  man  tiÄmlidö 
bie  ©leicfeöeit: 

Sin.v  Cos.gv  =  j  Sin.Cl— g)v  i-  f  Sin.(l-»-g)v  , 

Dermöge  welcher  man: 

f  ^  Cos.gv dv=^p'°-^;-g>^  dv  .^  ^  J   gi!L(i±I>  dv 

0  0  0, 

^at:  fo  bietet  bie  oben  ju  ©runbe  gelegte  ©leicfeung,  erftend: 

> 

Sin.v 


J" 


Cos.gv  dv  =  0  , 


Digitized 


byGoogk 


.    .  Stttegralted&nuttg*  VIII.   U3.  475 

für  fÄmmHidbe  teetten  ©ett^c  Don  g  iax,  bie  numetiftfe  Mc  ©in^t 
übettreffen;  jmeitend  ^at  man: 


eo 


Sin.v   ^  j  - 

— -—  Cos.gvdv  =  ?, 


0 

wenn  bcr  numerifc^e  92Jert^  bcr  rceöen  ®r6ße  g  um  ein  %t\itf>' 
bareä  i)on  ber  (gin^eit  übertroffen  wirb;  enblid^  ^at  man  brittenö: 

eo 

I     —  Cos.gv  dv  =^  J  , 

0 

wenn  ber  numertfcJ)e  9Bert^  ber  reeöen  ©riJ^le  g  entweber  gteid^ 
ber  (gin^eit  ober  um  eine  unenblidö  Heinwerbenbe  @röße  Don  ber== 
felben  abweicht,  ^ierauö  folgt  nun  baß  ber  Sntegralauäbrucf: 


1    f^Sin^ 

71     J  V 


^   Cos,[f(x,y,z,  .  .  .)v]dv,  (VIII) 


in  welchem  f(x,y,z,...)  irgenb  eine  Function  Don  x,y,z,.. 
Dorftellt,  für  alle  aOBertfee  Don  x,  y,  z,  .  .  .,  für  welche 
f(x,y,z,..)<l  ift/  bie  ©inbeit  Dorfletlt,  für  2Bertf)e  Don 
X,  y,  z,  .  ,  .,  bie  f(x,y,z,...)  =  1  geben,  bie  Hälfte  ber 
(gin^eit  ober  ^  Dorftellt,  unb  enblic^  für  QQBert^e  Don 
X,  y,  z,  ...  bie  f(x,y,z,...)  >l  feeraudflellen,  jebeömal 
in  9lun  über9eJ)t 

S^iefe  folgenreidje  Semerfung  ifl  eö  nun,  Don  ber  wir  am  @in^ 
gange  biefer  9lr.  gefproc^en  unb  bie  wir  auf  ben  in  JRebe  (le^enben 
gaö  ber  9lr.  440  unb  hierauf  bann  auf  ben  befonbern  gaff  beö^ 
felben,  IIL  Dorberge^enber  9lr.,  in  ben  folgenben  9lrn.  jur  9ln= 
wenbung  bringen  werben. 

443.  ^at  man,  wie  folcfeeö  in  SHr.  440  Dertangt  worben  ift, 
baö  breifad&e  Sntegrate: 

/  /  /  <3t(x,y,  z)  dzdy  dx, 

baöfelbe  aU  breifad^e.  Summe  aufgefaßt,  über  jene  reeffen  92Jert^e 
Don  X,  y  unb  z  auöjube^nen,  für  welche  bie  gunction: 

fowo^l  Heiner,  ate  aucft  gteicfe  ber  reeöen  unb  pojttiDen  Sin^eit  Der^« 
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bleibt,  mi  bejeicJ)net  man  imdi  u  ben  SBett^  beöfelben;  fo  t^at  man, 
üermöge  ber  Sebeutung  beö  5(uöbcucfed  in  (VIII)  Dorange^enber 
9lr,,  folgenbe  Seftimmungögleiclöung  für  u: 

-CO     »CO    .CO        0 

wo  bie  beigefe^te  ®rö^e  R,  Aber  beten  Seflimmung  wir  unö  fofort 
ouöfpred^en  werben,  in  ben  meiflen  hätten  eine  unenblid)  Heinwer* 
benbe  ®röße  t)orileIl(t,  unb  fonad^  alöbatin  aud&  unbeachtet  ober  Der« 
nad&W^iget  werben  barf.  —  Vermöge  ber  Sigent^ümUdöfeit  iti 
citirten  Sluöbruded  in  (VIH)  ge^t  na'mlid),  in  biefer  Seftimmungö* 
gleid)ung  für  u,  ber  inner  ben  klammern  ent()altene  Sntegraluöbrucf 
in  9lutt  über,  wenn  x,  y,  z  SBertfte  annehmen,  bie  ber  Ungleid)^eit: 

X*  y*  z* 

a*  b*  c*    ^^ 

entfprec^en;  berfelbe  ^(uöbrud  ftefift  auö  gleid)em  ©runbe  ben  2Bert& 
f,  ba^er  mit  ~  ntuItipKcirt,  bie  pojttiDe  @inf)eit  bar,  wenn  bie 
2Bert^e  Pon  x,  y,  z  in  bemfetben  folgenber  Ungleict)^eit 

X«  y«  z2 

genügen;  multipticirt  man  ferner  benfelben  3luöbrucf  mit  ^,  fo 
bietet  fold&er  ben  2Bert^  -f  bar,  wenn  bie  2Bertl)e  pon  x,  y,  z 
folgenber  ©leid^ung  gemäß: 

x2  y2  z2  ^ 

a2  b2  C2      "~ 

beflimmt  werben.  9lun  erfc^eint  befagter  5{uöbru(f  in  ber  Ztjat  mit 
;?  unb  überbieß  nod)  mit: 

<3p(x,  y,  z)  dz  dy  dx 

multiplidrt,  wo  permöge  ber  beigefefeten  Sntegrationögrenjen  ber 
aSariabeln  x,  y  unb  z  biefelben  fä'mmtacf)e  reellen  2Bert^e  Pon 
—  Qo  biö  +  Qo  burc^taufen;  —  ba^er  wirb  bie  Summe  affer  biefer 
^robufte  ben  QBertb  beö  breifacl)en  Sntegralö; 

/  /  /  gr(x.  y,z)dzdydx, 

Über  äffe  QBert^e  Pon  x,  y  unb  z  auögebe^nt  barfteöen,  bie  ber 
Ungleid&^eit: 
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X2  y2  T? 

-iT  "*-  -52-  -^  -^  <  * 

flenögen,  un6  übetMetl  no(^  tie  ^älfle  tedfetben  breifad)en  3n= 
tegratd,  wenn  in  temfelben  Me  aSariabetn  aöe  ©ett^c,  bie  ber 
©feiö^ung : 

x2  y2  z2 

entfprec^en,  bur^laufen.  2Bir  feaben  aber  in  9lr.  440  unter  u  ben 
saSert^  beöfelben  breifacJ)en  Sntegrald  Dorgeflettt,  wenn  in  bemfelten 
X ,  y  unb  z  fä'mmtlid^e  SBertbe  burd)laufen,  bie  fotflenber  Ungteid^'» 
feeit  unb  @leid)^cit: 

x2         y2  7-^   ^  . 

a2  b2  c2     =  ^ 

geniigen :  —  fonad^  ergiebt  ftd)  für  R  fofgenbe  Seflimmungägleid^ung: 

wo  bie  breifad)e  Sntegration  über  aöe  ffiert^e  üon  x,  y  unb  z 
ftd^  erfhrecft,  bie  ber  ©leicbung: 

■^     "*"      b2      "^      C2     ""    ^ 

genügen;  b.  %  in  ber  2)ifferenjiaIfunction: 

<3r(x,  y,  z)  dz  dy  dx  , 

^at  man  für  x,  y  unb  z  alle  2Bertf)e  ju  fe|en,  bie  ber  eben  au^ 
gefletlten  ©leic^ung  ein  ©enüge  tt)un,  unb  bie  ^albe  ©umnte  aöer 
biefer  Srgebnifie  ftettt  bann  ben  QBertt)  Don  R  in  ber  obigen  u  bar* 
fteöenben  ©leie^ung  (r')  öor. 
aWan  wirb  a(fO;  wenn: 

dx  =r  w  ,    dy  =  cy'  ,    dz  =  w" 

gefegt  wirb,  burc^  S:)ifferenjiation  ber  obigen  -  ©teid&ung  jwifd&en 
X,  y  unb  z  folgenben  3«fantmenf)ang  unter  biefen  unenblid)Kein 
werbenben  ©rößen  baben: 

auö  wel(j&em 

a*      z  b^      z 
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gejogen  wivb;  fiH)rt  man  Wefe  Seflimmung  für  w"  in  Me  Skiffe» 
renjialfunction : 

i  <p(x,  y,  z)  dz  dy  dx  obe?  j^  g?(x,  y,  z)  cö"  w'  w 

ein,  woturd^  hefelbe  in: 

tibetfle^t,  fo  wirb  man,  nac^  bem  man  nod)  z  afö  Function  bon 
X  unb  y  mittelfl  ber  obigen  ®IeicJ)un9  ctfefet  baben  wirb/  biefcn 
SJuöbrucJ  in  Sejug  auf  Jene  9QBertt)e  oon  x  unb  y  ju  fummiren 
ober  ju  integciren  ^aben,  bie  fofgenber  ^nforberung: 

x2  y2    ^ 

naö^fommen,  b.  I).  man  t)at: 

R=— f^w  rr(r(x,y,70Y^y<J*  — in-'>'rr<;p(^^  00 

wo  bie  S^oppeUntegralien,  nadö  bem  ani  benfelben  z  mittelfl  ber 

®Ieid^ung: 

xg        yg        zg  _ 

a»    ■*"    b«    "*"    c2    "~ 

eliminirt  worben  ift,  über  jene  QQBert^e  Don  x  unb  y  (ic^  erflrecfen, 

bie  ber  Sebingung: 

x«         yg  ^ 

a«  bg     =  * 

nac^fommen.  91un  fmb  biefe  S)oppelintegraIien,  mit  ben  unenblid) 
Heittwerbenben  gaftoren  w  unb  w'  ju  multipliciren  ;  —  bafter  wirb , 
wenn  befagte  S:)oppeIintegraIien  in  bie  Älaffe  jener  fallen,  bie  wir  in 
VXv.  314  afö  aieprä'fentanten  mat^cmaHfd&er  Orö^en  erfWrt  ^aben,  bie 
©riJf  e  R  in  ber  obigen  u  barfleffenben  ©leic^ung  üernad&laliget  werben 
börfen;  im  entgegengefegten  gatle  aber  wirb  R  eine  unbeftimmte 
®r&fe  t)or(letten,  in  welchem  gatte  bie  obige  ©leic^ung  (rO,  afö 
burd^auÄ  unbrauchbar  jur  2)arftetlung  ber  ©riJße  u  ertlärt  werben 
mu^*  ße^en  wir  alfo  Don  bem  lefetern  biefer  goKe  c^:  fo  ge^t 
bie  obige  ©tei^ung  (r')  über  in: 

■JoO     4*00     ^60      MS 
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bie  auil^  mit  folgentet  gletd^beteutent  ifl: 

+00     t«    t«    « 

u=H5pr    r    I     rg)(ax,by,cz)Cos.[(x2+y2+z2)v]^^dvdzdydx,(D') 

.CO     .CO     .CO     0 

We,  wie  öot^in  gejeigt  würbe,  infofern  Me  Söfung  beä  ont  Sin* 
gange  Dortiegenber  9lr.  ober  bed  in  9lr.  440  und  gefegten  ^roMemd 
barjleöt;  ald  bie  S^Joppelintegralien  in  ber  obigen  @Ieid&ung  (v),  in 
ber  oben  befd)riebenen  iXBeife  aU  S^oppelfummen  aufgefo^t,  9leprä':» 
fentanten  matbemaHfd)er  ©rößen  ftnb.  S:)iefeö  trifft,  wie  bei  fo 
mancber  onbern  3lnna^me,  mdt)  bei  ber: 

g)(x,y,a)  =      . 

|/(a— x2)  Hh  (/?— y)2  H-  (y— z)2 

ein,  welcf)e  9(nna^me  ben  in  9lr.  441  unter  III.  be^onbelten  gaö 
befdbWgt,  mit  welchem,  wie  mr:  bafelbfl  ongiefiinbiget  feaben,  wir 
mi  in  ben  folgenben  9lrn.  näber  befajfen  werben. 

444.  2Birb  in  ber  allgemeinen  ©leidbwng  (DO  Dorongebenber 
9lr.  über  bie  Function  ^(x,y,z)  in  ber  Sluögangä  berfelben  9lr, 
erwähnter  QQBeife  öerfügt;  fo  feat  man,  wenn  überbie^  nodb  bie 
Drbnungöfotge  ber  partietten  Sntegrationen  üertaufdbt  wirb,  fol» 
genbe  ©teid^ung: 

2abc  C^C^C^C^     Cos.[(x2+y2-i-z2)v]       Sin.v 
^  =  "irj    J    J    J     l/(«.ax)2+(^.byWy-cz)2"T-<J-^ydxdv  ,  (!') 

0         «QO      .CO       -CO 

weld&e  bie  in  (1)  9lr.  441  aufgeflettte  ®reict)ung  erfefet,  auö  ber 
wir  für  u  ein  einfad^ed  bejlimmteä  Sntegrale  jieben  werben. 

9Q5ir  ^aben  im  erflen  Sanbe,  in  9lr.  166,  folgenbe  jwei  ®tei- 
d^ungen  begriinbet: 

1         1  /  2     f   Cos.bw   ,  1         1  /  2     f   Sin.bw  . 

0  0 

bie  auö  ben  ©leid^ungen  (77)  a.  a.  D.  fliegen  unb  für  aöe  pofttiüen 
teeöen,  jeboc^  angebbaren  2Bertbe  Don  b  befteben ;  auö  biefen  ®Iei* 
dbungen  jie^t  man  aud^  fe^r  leicht  bie  folgenbe: 


yT>  y7f      J     '^  y^ 
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bie,  gleidbwie  bie  Dot^ergefeeitbeit,  wenn  b  cceö  ifl,  nur  für  aiigeD* 
bare  pojttiöc  2Bectf)e  biefct  ®röfe  Scftanb  t}at 
@efet  man  nun  in  biefet  ©fcid^ftcit : 

b  =  (a  —  ax)2  -I-  (^—  by)2  -H  (y  —  cz)2  , 

WO,  jut  9le(f)ten  Dom  ®lci(f){)eitöjeiciben,  a,  b,  c,  er,  ^,  /  teette 
©rö^cn  üorfleffen,  fo  tjerbleibt  berfelbe  9(uöbrud  re(f)ter^onb  bei 
jeber  reellen  SSevfügung  übet  x,  y  unb  z  angebbac  unb  pofttiü, 
wenn  nur  ni(f)t  «,  /3  unb  ^^  jugleid^  9lullfwert^e  annehmen;  unter 
biefer  QSerfügung  über  a^  ß  ntib  y  ge^t  fonac^  bic  obige  ®teicl)ung 
(1')  in  folgenbe  über: 

2abc     C     C  (^    Sin.v 


u  = ^^     I      I    S    ^_  ^  j  dv  dw  , 


0       0 

in  ber  wir  jur  SSereinfad^ung  ber  SJarfleÖung : 

gefeilt  Ijaben.    Umfefet  man  in  biefen  ®lei(f)ungen  w  in  — ,  fo  bat 
man  aud^: 


2abc     C     C    Qi     Sin.v        ,     , 
u  =  — -psr    11^  — ^    y^  dv  dw  , 


(1") 


0        0 

unb 

"too   "föö  "i"« 


(3) 


.00     .00     .« 


Um  aud  biefer  ®teicfeung  (1")  ben  2Bert^  üon  u  ju  erhalten, 
^aben  wir  und  }UDörberfl  mit  ber  ^uömittelung  ber  eben  aufge:= 
fleöten  ®röfe  S'  ju  befaffen,  bie,  wie  aud  bem  93oraudgefcfeidften 
erhellet,  not^wenbig  einen  reeffen  2Bert^  barbieten  muß.  —  2)ie« 
felbe  JU  beftlmmen,  fcl)lagen  wir  baö  bei  anbern  analogen  gälKen 
mit  Erfolg  angewanbte  93erfa^ren  ein,  nämlidb/  wi^  fefeen  itocf)  bie 
®lei^ung  fefl:: 

+00      +flO     "^OO 
.CO      .QO    -CO 

wo  aud  gleichen  ®ränben  (tndi  T'  einen  reeöen  QBertfe  üorfleßen 
wirb,  unb  beflimmen  bann  ben  9(uöbrudf: 
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S'  -^  T'  V^  ; 

bcr  veeüe  Z^t\\  tiefer  Seftimmung  wirb  S'  unb  bet  ^aftot  oon 
\/'— 1  in  berfelben  wirb  ben  SBert^  üon  T'  batbiete«. 

Sterben  nun  ber  Äörje  wegen  folgenbe  ©leidjungen  feftgeftettt: 

a^  b^  c2 

A  =  l-f-— ,     B  =  l-i-— ,     C  =  l+_, 
www 

D._-_i:i,    E  =  -  M,    F  =  -  -^, 

www 

G  ==  -i-  («2  -H  /9»  ^  y«)  ; 

fo  baben  wir  jur  Seftimmung  öon  S'  unb  T'^  bie  ®leicl)ung: 

S'  -t-  T'  y^  — 

.9»    «oe    .00 

WO,  wie  auö  ber  ©leic^ung  (1")  ju  entnebmen  ift,  w  feinen  nega» 
ttDen  QQ3ertt)  t)or(le(l[t/  babet  bann  aud)  bie  @ro$en  A,  B  unb  C 
reelle,  angebbar  pojttiöe  2Bertbe  repra'fentiren. 

Obgleid)  bie  breifacfee  Sntegration  rec^terbanb  biefer  ®leid)ung 
febr  leicfet  öottjogen  werben  !ann,  jieben  wir  eö  gleid)wobl  üor, 
btefelbe  aU  fpecieUen  ^aU  eineä  Diel  aOfgemeinern  breifad)en  Snte» 
grald  anjufeben,  welcfeed  wir  in  ber  folgenben  9lr*  unö  Dorlegen, 
unb  auf  ein  einfa^ed  beflimmteö  Sntegrale  jurücf jubringen  lebren 
werben. 

445.  ^aä  allgemeine  breifad}e  Sntegrale/  beffen  ^udgang^  bor» 
berge^enber  91r.  Srwäbnung  gefd}ai)/  ifl  folgenbeä: 

4-»    -»«  +oe 

ü  =  /   /  /    r^(Ax2  +  By2-+-C?i2-^2Dx-^2Ey-i-2Fz-i-G)dxdydz. 

.00     .«0     .M 

WO  q>  irgenb  ein  gunctionöjeid)ett  öorfleUt,  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G 
reede  (Eonfianten  {tnb;  worunter  bie  brei  erflern/  ndmlid): 

A,    B.    C 
angebbare  pofitiüe  93Jertbe  repräfentiren. 

(Jrfel^t  man  bie  SntegrationdPariabeln  x,  y  unb  z  ber  JReibe 
nact)  burct): 

D  E  F 

^~X'    y~T'     ^"--c"' 

iKaabe,  IDiff.  u.  ?nt.  Stecbnuii^  ii.  31 
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fo  t^at  man,  wenn  aud^  feine  bec  ®rößen  D,  E  unb  F  uneiiMicl& 
grofwetbenb  ift,  fotgenbe:  ^ 

U  =  /  "7  */  "^(Ax2  +  By2  -f-  Cz2  -f-  H)  dx  dy  dz  , 

.00      .00     .ao 

WO  man  jur  SSereinfa^ung: 

D2         £2  F« 

^=^~-A"-    B---C- 

gefegt  ftat;  biefe,  bie  ©röfe  ü  barflettenbe  ®Ieicl)ttng,  ifl,  weil  in 
berfelben  bie  Sntegration^öariabeln  nur  in  geraben  ^otenjen  J)oc» 
fommen,  mit  folgenber  gleic^bebeutenb : 

U  =2  s  r  f  f  <^(Ax?  -*-  By«  +  Cz«  h-  H)  dx  dy  dz  ; 

0       0       0 

unb  ba  biefe,  wenn,  wie  folcbed  am  ©ingange  oorauögefefet  würbe, 
bie  goefficienten  A,  B  unb  C  in  berfelben  Don  Slutt  Derfcl)ieben 
unb  pojitiD  (tttb,  nac^  ®leid)ung  («)  9lr.  334,  mit  ber  folgenben: 


"=ipäü /"'•'"  ="^"^ 


gleid^bebeutenb  ijl :  fo  befielt  folgenbe  aögemeine  Umf6rmungdgleid)ung: 

/  "/  */  \(^^^  -»-  ßy*  -f-  Cz2  -^  2Dx  -f-  2Ey  -I-  2Fz  -f-  G)  dx  dy  dz  =r 
2;r        .        .      _  ^        ^  -  *     i...-        (IX) 


J/  D«         E«  F2\    ^    , 


>^ABC 

V 

bie  bei  jeber  SJerfilgung  über  bie  Function  g»,  unb  bei  ber  gegenwärtig 
feftgeflelKten  9lnnaftme  eineö  Keettfeind  ber  Soefficienten  A,  B,  C 
D,  E  unb  F  nur  infofern  Seflanb  bot,  aö  bie  brei  erjlern,  A, 
B  unb  C,  pofitit)  unb  angebbar,  unb  bie  brei  lel^tern,  D,  E  unb 
F,.md)t  unenblic^  grofwerbenb  pnb. 

aSermoge  ber  OOBittfübrlicfefeit  ber  Function  ^  i(l  man  nunmehr 
aucft  jur  5luf|leüung  folgenber  Umformungdgleic^ung  bere^tiget: 

+  Ä     +00    +«Ä 

S    S  />{/«^(Ax2-^By2-^Cz2-|.2Dx-i-2Ey-f-2Fz-^G)}  dxdydz  = 

_       .«e   .OD 


2t 


l/ABC 

0 


J-,j,(..a-f-^-^)j^.^.   ex, 
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in  bet  We  Soejficicnten  A,  B,  C,  .  ,  .  benfelbeti  Sefi^ränfunaen, 
aU  in  bcr  Dorauöge^enben  ©Icid^ung  unterliegen,  bie  gunction  g? 
gleicfefalld  wie  in  bet  öorftetgefeenben  uöttig  wifffö^rli^  verbleibt,  unb 
enblid)  ^  eine  milKfti^tlicfee  gonflante  öorfleöt,  bie  reell  ober  imaginär, 
pofttit)  ober  negatit)  u.  f-  w.  fein  fann.  93on  biefer  @leid)ung  (X) 
werben  wir  bei  ber  Umformung  ber  ©leic^ung  (5)  Doraudge^enber 
9lr.  ©ebraucft  mad^m. 

446.  SBirb  über  bie  wilK{ä^rti^e  Function  ^  ber  ®Iei(^ung 
(X)  Dor^ergebenber  9lr.  bergeftalt  üerfflgt,  ba^  für  irgenb  eine  all* 
gemeine  ®r8fe  J: 

9,(1)  =  el 

werbe ,  unb  fel^t  man  überbief  nod) : 

fo  bat  man,  wenn  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G  biefelben  Sebeutungcn, 
wie  in  ber  ©leid^ung  (5)  9lr*  444  baben,  jlatt  biefer  ®leicl)ung  (5), 
bie  folgenbe: 

S'  -*■  T'  V^  = 


__^  2nw  \^v  e" 


= — 7      --    I     e  yx dx  , 


bie  mit  ber  folgenben  glei^bebeutenb  ift: 

S'  -f-  T'  y^  = 

"~  l/a2-«-w  yB^Tw  l/c«Hh^*  J  * 

0 

in  ber  alfo,  üermöge  ber  S)ebuction  berfelben,  bie  ©röfen  «,  ß 
unb  y  Weber  jugleicb  unenblic^  fleinwerbenb  nod)  unenblic^  groß« 
werbenb  fein  bürfen.  (grfe|t  man  aber  in  ben  ©leidbbeiten  (1) 
9lr.416 

a  butcb  ^  unb  b  butcb  V  , 

multiplicirt  bie  jweite  mit  V^l  unb  nimmt  bann  bie  (Summe  ber* 
felben,  fo  f^at  man: 
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0 

ober  aucf)^  mit  Seadjtung  6er  ®letcl)un9en  (ß)  ml  (f)  ber  9^rtt. 
220  unb  221  beö  erfle«  Sanbeö,  bie  folgenbe: 

0 

ti  geW  betnnac^  bie  öorige  ©leic^iung  ober  in: 


Va2-*-w  Vb2-^w  |/c2-^w 

auö  ber: 

^       vy^  l/ä2-4-w  l/b2-#-w  Vc8-i-w  . 


^        /     «2  /?2  y2      \ 

^  wi/w  \a2-t-w       b^H-w       c2-i-w/ 

^       vy^  Va^-^-w  l/b2-*-w  Vt^^ 


m 


gefolgert  wirb ,  m  S'  unb  T'  bie  burc^  bie  ©leicfeuttgen  (3)  unb 
(4)  ber  gir.  444  feflgefleaten  Sebeutungen  beibebalten. 

QQBirb  nun  biefe  für  S'  gewonnene  ^ejhmmung  in  bie  ®Iei^ 
d)ung  (1")  ber  eben  citirten  Sir.  eingefefct,  fo  ftettt  fi*  folgenbe  SJe«^ 
jlimmungögleicl)ung  för  u  tjtxauä: 

L  \*  **"W       h^-^-w      c2-*-w^J  dvdw 

bie  mit  9tu«nabme  eine«  gleicftjeitigen  »ejlonb^abenö  folgenber  ©lei:* 
d)ungen: 

«  =  0,^9  =  0,    7=0, 

wie  ber  folgenben: 

a=QO»     iS=QO>     y=QO» 

bie  Söfung  beö  und  unter  III.  in  9lr.  441  gefegten  ^roMemö 
barftettt. 

3Bie  nun  weiter  ju  Derfaferen  fei,  um  aud  biefer  ©leid^ung  bie 
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®rö#e  u  burd)  ein  einfa^ed  Sttte^rale  (arsefleHt  }u  befommen^ 
Yoetben  wir  in  folgenber  9lt.  jeigen, 

447*    S>ie  SluögangS  uor^erge^enbcr  9lr.  aufgeflcttte  ScfKm« 
mungdgleicftung  für  u  Wft  f!cf),  wenn  bet  Äflrae  wegen 


a^-i-w         b2-*-w         c^-i-w 

gefegt  wirb/  au^  folgenberma^en  barfleöen: 


00 


Cos.(l-W)v— Cos.(l-*^W)\      l dw ^ 

dv  >  • — , — .        — / » (*    ) 


v2 


l/'t5l/«&l/»ä 


au«  ber  wir  ^ier,  nacf)  bem  wir  bad  innerhalb  ber  Älamntern  ent» 
baltene  beflimmte  Sntegrale  ermittelt  feaben  werben,  bie  gefucfete 
©röfe  u,  bur^  ein  einfacl)eÄ  beflimmteö  Sntegrale  aoögebrücft, 
jiefeen  werben. 

Sebufd  ber  Sluömittelung  bed  eben  erwähnten  beflimmten  Sn^ 
tegratt  multipliciren  wir  bie  in  91r.  388  aufgefleöte  ®leicl)ung  (5) 
mit  dp  unb  integriren  bann  folcl)e,  nad)  bem  man  nod)  in  berfelben 
«  in  V  umgefel^t  feat;  öon  p  =  M  biö  p  =  N;  baburd)  ersten 
wir  juna'd)(t  bie  ©feidbuttg- 

J  CcMv-OcN.  ^_  ,^  ^  J  ^^^^^^   ^  ^p 

0  M 

unb  wenn  )ur  Steckten  bie  3ntegration  DoUaogen  wirb  bie  folgenbe:  ^ 


Cos.Mv — Cos.Nv     _nj^   . 

V2  «  ^^   = 


=  N  Arctang.  —  -  M  Arctang.  —  "^  ^  log.  ;j;^:j^  .  (a) 

^\s&  ber,  wenn  matt: 

M  =  i-^WmibN  =  i-f-W 

fefet,  bie  folgenbe  gejogen  wirb: 

C  Cos.d— W)Y—  Cos>(i-i-W)v  ^.„^  ^^  _ 
=  ,«W,A,.U.!^-<.-W,A™»^=.'-^t?l.,.^|^. 
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aud  tec  enMidi),  je  nadb  ber  ©röfjenbefci&ajfen^eit  üon  W,  iai  in 
JRebc  flcfeenbe  beflimmte  Sntegtalc,  me  folgt,  ermittcft  wirb.  93cr* 
fe^en  wir  nämlid)  in  berfelben  bie  po(ttii)e  ©röf  e  m  in  ben  3u(lanb 
bed  unenbli(|en  Slbnc^menö,  fo  erhalten  wir,  ba  na^  bem  03or* 
audgefd&idten  W  not^wenbig  pofitiöe  reeße  QBcrtbe  barbictet,  je 
nacl)bcm  W  <  l  ober  W  =  1  ober  enblicö  W  >  1  ift,  in  berfelben' 
Orbnung  folgenbe  brei  Se(Hmmung6gIeid)ungen: 

5^ —^—^ ^^ ^  dv  =  (1-^W)  J  -  (1-W)  J  ■=  Wff  , 


oe 

/ 

0 

f 


Co8.(l— W)v  — Cos.(H-W)v   ,  ,.      ,„ 


Cos.(l-W)v-Cos.(l..W)v  ^^  ^  ^^^^^  ,  ^  ^^_^^ ,  ^  ^  ^ 


0 

b.  fe.  wir  ^aben: 

J  V2 

0 


Cos.d— W)v  —  Cos.(H-W)v    .  .«  „, 

' ^^ ^—^ ^ —  dv  =  W;r ,   wenn  W 

(6) 


0 

ifl.  S)iefed  boppelte  (£rgebnif  fflr  ben  innert)o(b  ber  Älammern  in 
j  ©lei^ung  (!'")  enthaltenen  befUmmten  Sntegratauöbrucf  madit  eine 
abgefonberte  Sefeanblung  biefer  ©leid^ung  nad)  ben  biefen  (£rgeb= 
niffen  entfprecfeenben  9{nnat)men  not^wenbig;  woju  wir  nunmet)r 
and)  übergeben. 

I.  Setra^ten  wir  juerfl  ben  gaU  ber  @leid)ung  (1'")/  wenn  man: 

«2  /53  y2 

^at  —  Sei  biefer  Slnna^tne  ^at  man: 

Ofl  32  y2 

a^+w  b2-t-W  C2-HW 

unb  ^Oi  in  ber  S^at  bie  auf  w  Sejug  t)abenben  Stttegrationögrenjen 
ber  ©leid^ung  (1"0  fä'mmtli^e  reellen  nid^t  negativen  QQBert^e  Don 
w  bef^tagen:  fo  ge^t,  permöge  ber  erflem  ber  ©lei^^eiten  in  (6), 
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bct  9üiöku(f  ittt  gierten  in  ®Ieid)un9  (!"')  in  folgenben  über: 


J"    «^     ^     /^^     ^     y^ 
a2-f-w  b^-i-w  c^-i-w 


dw 


S)iefcr  3(u6bru(f  flcüt  ben  92Jertfe  bet  gegentvfitKg  in  Kebe  fle^enbcn 
(Srö^e  u  Dor,  wenn  «,  /3,  y  ber  Ungleirij^eit  in  (7)  entfptec{)en, 
mit  3(uöfcl)nefun9  jebod)  beö  gatteö,  wenn  «,  ^3  unb  ^^  jugleidö 
9lttll(wertt)e  Dorjleöen,  welcf)e  3(nna^me  gleicfefaHö  noc^  ber^Un^^ 
gleid^fteit  in  (7)  entfpri^t  ©teilt  man  nun  burcft  J  ben  QBertt) 
toon  u  öot,  ber  oCen  reellen  2Bertf)en  üon  a,  ß,  y  eptfpridjt,  bie 
ber  Ungleichheit  in  (7)  genügen,  fonad)  aud^  jenen  ber  ^nnaftme: 

«  =  0  ,     /?  =  0   unb   y  =r  0  ; 

fo  wirb  man: 


ftg  ffg  yg 


a^-f-w  b^-i-w  c2-i-w      - 

= :z== ==,   CIW 


feljen  müfien,  wo  C  eine  Don  «,  ^,  y  inbepenbente  ©rö^e  bar« 
flettt,  bie  folgenberma^en  beflimmt  wirb* 

9limmt  man  in  biefer  ©lei^ung  a  =  0,  ß=0  unb  y  =  0  an, 
fo  Derf(f)winbet  bad  befhmmte  Sntegrale  re^terbanb  unb  bie  ©röfe 
J  jur  fiinfen  fleßt  bann  genau  bie  in  9lr.  441  burcft  ®leicl)ung  (2") 
auägebrü(lte  @röfe  uo  Por;  baburd^  gewinnt  man  bie  ®leid)ung: 


Ol 

■J 


'"  =c 


0 

unb  folglid): 


dw ,         (8) 


welche  ®röfe  J  ben  92Jertft  Pon  u  auö  ®Ieic^ung  (1)  9lr. 
441  für  alle  reellen  92Jertfte  pon  «,  ß,  y^  barflellt,  bie 
ber  Ungleichheit  in  (7)  na^f  ommen. 
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II.  S5etrad)ten  wir  nun  ben  jwciten  ju  bem  oben  bef)anbelten 
genau  im  ©egenfafee  fieftenben  gaJK,  wenn  nämlid)  bie  reetten  92Jert{)c 
üon  u,  ß  mi  y  folgenber  Un9leicl)l)ett  nact)fommen: 

„2  ß2  y2 

%0i  bie  ®töfe  W,  alä  Function  Don  w,  für  fÄmmtIict)e  nid)t 
negatiüen  QBert^c  t)on  w  continuirlid)  pnb  befld'nbig  pofitio  öer* 
bleibt;  unb  \i^  biefelbe  gunction,  nad)  ber  eben  fejlgeflelKten  Un= 
9leid)t)eit/  für  w  =  0  größer  alö  ®inö,  hingegen  für  w  =  oo 
ben  9lutl(wertb  annimmt:  fo  niuf  eö  einen  pofttioen  QOBertfe  für  w 
geben  unb  jwar,  weil  beim  Uebergange  t)on  w  =0  bid  w  =  oo 
bie  Function  W  bejlcfnbig  abnimmt,  nur  einen  einzigen,  ber  in  bie 
Function  W  flatt  w  gefegt,  erflere  ber  Sinbeit  gfeid)  macht  ©teßen 
wir  biefen  einjigen  2Bertb  üon  w  burd)  wi  oor,  fo  wirb  folc^er  <\}3& 
ber  @Ieid)ung: 

«2  ß2  y2 

a2-+-W|         b^+Wt         c2-»-W|  ^  ' 

)U  befUmmen  fein,  unb  man  wirb  t)aben: 

W  >  1    fßc    w  <  Wi  ,    unb   W  <  l    füt   w  >  W|  ; 

ferner  farni  ber  Sluöbrucf  jur  fRecbten  in  ®Ieicf)ung  (1'")  aud), 
wie  folgt: 


^1        « 
r    l     r   Cos.(l-W)v-Cos.(l-fW)v^^  (  Jw^ 


00  Ol 

wi  0 


Cos.(l-W)v-Co8.(l+W>j    { ^ 

____ dv^ 


l/*^Tl/itJl/it^' 


gefleöt  werben:  baber  gebt  berfelbe,  mit  Sead&tung  ber  (Steigungen 
in  (6),  über  in: 

C  dw  I    a2-+-w      b^H-w      c2-+-w      . 

I   ' n=: ,    —  ;r   I   ■ -   =^ GW. 

2)iefev  3luöbrucf  fleOt  bie  in  9lebe  flebenbe  ®rö^  u  ber  ©leic^ung 
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(4)  9lr.  441 ,  bei  9lntiabme  iti  Seftantbabend  ber  Un9leid)l)ett  in 
(7')  t)or,  mit  aöeiniget  Sluöfdjlic^ung  jeboet)  ber  9lnnof)me: 

welche  5lnnabme  noc^  in  i)otl(ct  Uebereinftimmuttg  mit  biefer  Uli* 
glcid^feeit  in  (7')  ift.  fSBirb  nun  burd^  A  ber  SBcrtft  t)on  u  oorge^ 
flettt,  bet  aßen  reeßen  QSerfügunflen  über  «,  /?  unb  y,  fo  betUn« 
glei^beit  in  (7')  nacl)fommcn,  entfptid)t;  fo  wirb  man: 

^       P dw _^^     I   ag-<-w      b^-f-w        cg-i-w 

0 

ju  fefeen  baben,  wo  C  eine  Don  «,  /ö,  y  inbepenbente  €onjlante 
öotfleßen  wirb;  welcl)e  wir  in  folgenber  ©eife  beflimmen. 

0e|t  man  nämlid)  in  biefer  ©feicbung  bie  ®rö^en  «,  ß  unb  y 
aU  unenblid)  grofwerbenbe  Doraud,  fo  jeigt  bie  @Ieid)un9  (9)  für 
wi  einen  unenblicb  grofwerbenben  2BertJ)  im,  woburdb  ber  9lud» 
brudf  recl)ter()anb  ber  eben  aufgeflettten  95e(limmun9ö9leiet)un9  fflt 
A  folgenbe  gorm  annimmt: 


C   -  ;r 


«9 

Jdw 
V^  V^  v/'-?  ^ 


anberfcitd  bietet  ber  Slu^brucf  recl)terbanb  in  ©leicöung  (1)  9lr. 
441,  wenn  gleicbfaöÄ  et,  /3,  unb  y  unenblicb  groliwerbenb  ange* 
nommen  werben,  ben  9]tu(i[wertb  bar:  folgltd)  f)at  man: 

dw 

0 

auä  bet  C  befümmt  werben  tarn.  2Btrb  baö  Stgcbnif  biefer  SJe= 
(Kmtttung  in  bie  obige  A  borfieöenbe  ©lei^ung  gefegt;  fo  ergiebt  (td): 

A  = .      vt!:! ^   !!rr>^dw.    (8-) 
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wo  wi  ben  Ut  aüd  itt  ©lei^ung  (9)  ju  folgeruben  pofititocn  SBettb 
barfletlt  <Jd  ftellt  fonad)  biefe  ©töfc  A  ben  9Bettft  t>iyn 
u  aud  ®Ieicl)un9  (1)  9lr.  441  ftär  alle  reellen  ?SBertfte 
üon«,  /Junb;'  t)or,  bie  ber  Ungleidjfteit  (7')  entfprec^en. 
9Bit  fflgen  nod)  bie  Semetfung  Wnju,  ba^  bie  ©leidjungen  (8) 
unb  (8')/  bie  Sluöbrucfe  jur  SKe^ten  berfelben  nämlich,  jufammen* 
fallen,  wenn  bie  Ungleidjbeiten  in  (7)  unb  (7')  m  folgenbe  ©teicftung 

«2  /?2  5/2 

a2  b2  c2     ~" 

fiberge^en;  cö  bietet  na'mlicft  bei  biefer  9(nnaöme  bie  ©leidjung  (9) 
für  wi  ben  Sluttwert^  bar,  worauf  bann  bie  9lid)tigfeit  biefec 
Sludfage  berDor9el)t 

9lacf)  ber  in  Sit.  441,  III.  gemacfeten  SWittbeilung  feaben  wir, 
um  bie  nad^  ben  ^auptacl)fen  beö  ©dipfoibä  jerlegten  Slnjieftungd* 
fräfte  bedfetben  auf  einer  in  einem  fünfte  concentrirten  aWaflen^« 
ein^eit  ju  erfahren,  bie  eben  gewonnenen  (Ergebniffe  für  J  unb 
A  partieff  nad)  «,  /3  unb  7  ju  bifferenjiren.  Setreffenb  nun  bie 
partieöen  2)ifferenjialquotienten  t)on  J,  werben  folcfee  auö  ber 
®leic()un9  (8)  na^  einem  bereite  im  erfl:en  Steile  ber  Sutcgratredö'^ 
nung  begränbeten  @al^e  febr  leidbt  bergefteHt;  bie  ^erfteHung  ber 
partiellen  2)ifferenjial<|uotienten  üon  A  hingegen  bürfte  be^wegen 
etwelc{)e  0d)wierigfeit  barbieten,  inbem  baö  bejlimmt^  Sntegrale  ber 
©lei^ung  (8')  atö  untere  Sntegrationögrenje  bie  ®rö^e  wi  ^at,  unb 
biefe,  wie  bie  @leicl)ung  (9)  jeigt,  felbft  eine  Function  oon  «,  ß 
unb  y  i(l.  SlÖerbingö  tiefe  (td)  burc^  eine  Umformung  biefeg  3n* 
tegrald,  j.  93.  wenn  bie  Sntegrationöoariabte  w  in  bemfelben  burd) 
wi  +  w  erfe^t  warb«,  für.  A  ein  ganj  analoge^  Sntegrale,  wie 
bad  für  J  in  (8')  berfletten ;  allein  bie  SSoÜftänbigfeit,  mit  ber  wir  bie 
bestimmten  einfa^en  unb  mebrfad)en  Sntegralien  bebanbelt  feaben. 
Perlangt,  baf  wir  au^  biefen  ©egenflanb,  bie  partieüe  2)ifferenjia» 
tion  eined  Sntegralaudbrudfe^  nacft  einer  pon  ben  Sntegrationöoa» 
riabeln  unabba'ngigen  ©riJfe,  wenn  bie  Sntegrationdgrenjen  gunc* 
tionen  berfelben  (tnb,  allgemein  in  Unterfuc^ung  jieben  unb  bie 
Snbergebnifie  unter. ben  einfacfeflen  gormen  mittfeeilen;  womit  wir 
und  awii  in  ben  jwci  folgenben  ©dbluf  nummern  biefeä  SanbeiS  noc^ 
befaffen  werben* 
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448.    ^ot  man  bie  ©feic^ung: 

A 

u  =  /  <)d(x,  «)  dx  (1) 


Dorgelegt,  wo  a  unb  A  aU  Functionen  Doh  «  auftreten;  fo  bietet 
ben  2)ijfeten)iaIquotienten  Don  u  nad^  a  }unäc{}fl  bie  (Steigung: 

A 

da 


ii=j-iä^,_(^) 


bar,  wo^-T^I  ben  2)ifferenjialquotienten  Don  u  nac^  et  öorflelKt,  ber 

bloß  öon  ben  Sntegrationögrenjen  a  unb  A,  infofern  foId)e  gun?* 
tionen  Don  «  (inb,  ^erröfert  S5ebenlt  man  ferner,  baf  bie  Dor:* 
getegte  @(eici)ung  aud)  folgenbermafen.seflettt  werben  fann: 

A  a 

u  =  f    gc(x,  a)  dx  —  /    gc(x,  a)  dx  ;  (3) 

fo  ^aben  wir,  jur  Äenntnif  Don  (-^\  ju  gelangen,  ben  S)ifferen* 
jialquotienten  eined  Sntegralauöbrudeö  ber  Form: 

/      F(x)dx 

0 

nac^  a  JU  befUmmen,  in  weld^em  F(x)  t)on  «  inbepenbent,  unb  f(a) 
irgenb  eine  gunction  üon  «  ift. 

6ei  nun,  biefen  2)ifferenjiaIquotienten  ^er jufletten , 

na) 
V  =     /    F(x)  dx  , 

0 

foill: 

Hat©)  r(«) 

Ta=i-\i        FC-)---/       F(x)<lx(. 

0  0 

wo  €0  eine  unenblid)  fleinwerbenbe  ©röfe  repräfentirt;  biefe  ®Iei* 
d^ung  ift  aud^  mit  folgenber  glei(f}bebeutenb : 

unb  biefe  mit  folgenber: 
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0 

ober  aud^  mit  Ut  folgenben: 

<*>U  (a) 

dv      1  r 

0 

WO  (t(a)  im  S)iffereniiaIquoticnten  Don  f(a)  nacf)  «  öorftettt;  wirb 
Wer  cnblid)  x  bur^  ©x  erfel^t:  fo  crgiebt  (id): 

Ji  (a) 

F[cr^x-4-f(a)]dx, 

0 

aud  bcr  für  atte  SBertfee  Don  «,  für  wel*e  fi(a)  tiicf)t  unenblid» 
grofwerbenb  wirb,  folgenbe  Sefhmmungdgleid^ung  gejogen  wirb: 

fila) 
-^  =  F(f(«))  J         dx  =  F(f(«))  U  («)  . 

0 

SRit  Siea^tung  biefeö  (Srgebmifeä  nutt/  )ieW  matt  anä  ber  ©(ei^mtg 
(3)  folgenbe: 

/du\  ,*      .dA  da 

(i^)  =  ^^^'«^d;r"^^"'«)  d^' 

welcf)e,  in  95erbinbung  mit  ben  ®leid)angen  (1)  unb  (2),  auf  fol» 
genbe  Seüimmungdgleicf}ung  fu^rt: 

A 

d./()r(x,«)dx  /,     ,       ,  ..  , 

a  I     d.(i(x,a)  ,  dA       ^.      ^         da      ^  -. 

a 

welche  aU  ®(eict)^eit  ftit  aOe  92}et;t^e  oon  «  (efle^t,  fQt  wel^e  He 

da  da 


dA  da 

2>ifferenjiaIquotienten  j—  unb  -j-  nic&t  unenblid^  groß werbenb  üuä^ 


fattem 

2)af  man  mittelfl  bicfcr  ®teid)^eit  (I)  bie  partiellen  2)iffercn* 
jialquotienten  öon  J  unb  A  äuö  ben  ®IeicJ)ungen  (8)  unb  (8')  Dor* 
l)ergcl)enber  9lr*  nacft  «,  /ö  unb  y  fefer  leicl)t  fterfletten  fann,  teuftet 
obneweiterd  ein;  wir  öerweUen  jebo^  nic^t  babei,  biefelben  nocfe  fter^ 
{ufleden,  fonbem  übergeben  jur  @(j^(u$nummer/  um  aud^  ä^nlid^e 
@(ei(l}&eiten  wie  (I)  für  )wei>  unb  breifac^e  Sntegrolien  abzuleiten. 
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449.    ««  fei: 

B     A 

tt  =  /  /  <f(^*  y» «)  dx  dy  ,  (4) 

b      a 

fo  »offen  wir,  unter  ber  JBoraudfeftung  la^  We  Sntegrationdgrenjen 
b,  B,  a  unb  A  Functionen  öon  «  (tn>,  ben  S)ifferenjiaIquotienten 
Don  u  nact)  a  ableiten. 

SBorerfl  M  nton  bie  ©lei^ung: 

b         a 

WO  (  j^)  ^^tt  S^eil  bed  S)ifferenaiaIquotienten  Don  u  nad) «  öorflefft, 

ber  blofi  öon  ben  Sntegrationdgrenjen,  infofern  foIcf)e  Functionen 
Don  a  (tnb,  fterrü^rt. 

0ei  nun,  biefen  S^eil  ju  erhalten, 

V  =  //F(x,y)dxdy, 

b       a 

WO  wir  F(x,y)  unabhängig  Don  a  öorauöfel^en;  fo  wirb  man  mit 
3ujiet)ung  ber  ®Ieicfel)eit  (I)  öorfeergebenber  9lr.  unb  mit  Sead)tung 
Ui  Umflanbed,  baf  A  unb  a  F^tnctionen  t)on  a  fmb,  attnäct)il  foU 
genbe  ©leid^ung  ^aben: 

b  >  a  • 

nact)  berfelben  ®lei^6eit  (I)  i)at  man  aber,  unter  ber  getroffenen 
5Jorau«feftung  über  bie  Function  F(x,y),  aud)  folgenbe: 

d./F(x,y)dx 
_^___=3^F(A.y)-.^F(a,y,; 

folglid^  ^at  man : 

b  b  a  a 

SRit  3u)ie^ung  biefed  (Srgebniffeö  flefft  ftc^  bea^tenb  bie  ©lei« 
c^ungen  (4)  unb  (5)  folgenbe  Seflimmungögleic^ung  t^aui: 
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B    A 


^SS  gp(x,  y,  a)  dx  dy 


da 

RA  B 


h        »  h  h 

A  A 

"*"d^J  9^(^»ß»«)^^-j^J  g'(x,b,a)dx,  (II) 


We,  gteid^wie  (I)  t)orftergef)enber  9lr.,  für  alKe  2Bert^c  J)on  «  oö 

dA      jda^ 
da  '    da 


©leid&^eit  befielt,  für  mW  bie  2)iffcrettjialquotienten  ^^  -^^ 


-^  unb  —  feine  unenblicfe  wad^f^nben  QQBett^e  öotflcöen- 

®anj  in  a't)nliciöer  QBeife  erhält  man  mit  Sujie^unfl  bec  ®Ieicft=» 
Reiten  in  (I)  unb  (II)  folaenbe  SejUmmungägleic^ung : 

C    B    A 

^•/  /  /  qr{x, y, z, a)  dx dy  dz 

c     b     a  ^  ^__^ 


da 

C        B       A 


c         b         d 

C       B  C      B 

'*'d^J    J    ^^^»  y»  ^» «)  ^y  ^^  ""  d^  J    J    <;D(a,y,z,a)dydz 

c         b  c        b 

A         C  A      C 

-*■  -r-  I     I    g:{x,  B,  z,  a)  dz  dx  —  -=—    |     1    g)(x,  b,  z,  a)  dz  dx 

a         c  a     '  o 

B       A  B       A 

"*"d;^J    J    ^(^»y»^'"^*^^^'"!;^  J    J    g)(x,y,C)«)dxdy,    (HI) 

b       a  b       a 

in  ber  flleic^faöd  bie  Sniegrationögtenjen  A,  a,  B,  b,  C,  c  gunc^» 
tion  Don  a  ftnb^  unb  bie  ibentifc^  für  jene  QQBertbe  Don  «  ©tatt 

j)öt/  fötr  wel*e  bie  S^iffetenjidquoHenten^,  ^,^,  ^,  ~, 
-^  nid^  o^ne  <5nbe  wac^fenbe  QBett^e  annehmen. 


(5nbe  ber  et^en  $l6tl^e{(ung  bed  }tt>etten  S^l^eiled  Ut  JDiffetensiaU  unb  Sntegvalred^tmnd* 
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95crjei(^ni$  cinig'cr  Sirutffe^lcr. 


2  ^iili  10  t)on  oben  flatt:  etnet 

fodffe^en:  eine 

26     » 

9 

»  unten 

.  um 

» 

festen 

28      . 

14 

¥            » 

»        X 

» 

y 

128      » 

4 

»            » 

.     X,y-« 

» 

X2y-3 

151      » 

5 
5 

»oben 
•  unten 

,    3n>e(ftii 

-V»    . 

3n>e4 

161      » 

I^c2(i+u2)-v« 

189      » 

12 

»  oben 

,     SU».  329 

» 

Sflr*  330 

285      » 

20 

»  unten 

.     bitiübm 

» 

btefelbe 

336      » 

4 

•     • 

.     x  =  A 

» 

x'=:A 

417      , 

4 

»  oben 

»     =Mog. 

•    •    ar 

=  T  ^®g*   •   •   • 

419      . 

9 

»  unten 

•-/ 

•   •     » 

=  ?/ 

423      , 

1 

»  oben 

•-/• 

•    •     » 

=  ?J... 

423      ^ 

2 

»  unten 

.    in  (15) 

«r 

in  (16) 

426      » 

3 

»     » 

1— X2 
•        1-C2x2 

» 

1/  *-*' 

K     1-C»X« 

431 


432     »      3    »  oben 


J J      '    •    ' 


ya2+l-c2  Vlta«(l-o«) 

j j  •       • 


9la(^ttSgK(^e  Setic^tiaunaen  jum  etilen  SSlanbe» 

Seite    5  3etk  11  t)on  oben  foU  »erßete''  mit  »Ie(tete''  t>ertduf(^t  roctben* 
»     26     ^     12    »       ^    am  e^Iuffe  btefet  Stilt  fott  (^ij)  flehen- 
»     57  3n  ben  auf  ben  d^i^en  6—9  t)on  unten  ent^Uenen  (BUic^ungen 
ftnb  bie  Slutfbriide  tec^ter^anb  bet  ®(etd^^eit^}ci(^en  mit  ben  d^naii 
entdegengefeiiten  ^ot^eic^en  au  nehmen. 
»     58  3n  ben  beiben  ®(ei(bunden  (54)  unb  (55)  fliib  btc  ^nibtüät  tec^s 

ter^anb  gleic^faD«  mit  entgegengefetten  ^Soe^eic^en  ju  nehmen* 
»     70  3et(e  6  t>on  unten  foU  (78)  butc^  (79)  etfe^t  mttbtn* 
»79     »     9    »   oben,  bet  3ä§teK  im  ^ntegtoIauSbrucfe  linfetl^nb  ift 
n)ie  folgt,  abauSnbern. 
Cos.  m  X  dh  X  Gos.(m  -*- 1)  X 
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180 

,    12 

184 

.     7 

230 

.  .14 

6dte  983€flel8  Don  unten  foO  c^  ^et^cn:  t)on  5et  ^oxiabtln 
»102     »     5    »   ci6(n,  bem  Slu^btude  rnntt  5en  ftlammern  aar  Efnfen 
oom  ®(et(^^ett«5d((^en  tfl  ein  ^ntegvol^etcben  t)OKiufe«en. 

*  i26     »     1    *    oben^  5UK  8?e(^ten  t)om  ©Uic^^eit^^etc^en  ifl  dx  In  dy 

omjufelen. 

unten,  foO  i^benn"  burct»  »ben"  erfe|t  wetben. 
oben  foQ  »abfielet''  burcb  »fiberttofen  witb*'  etfel^t  werben, 
oben.  3nt  3a'&'«  re*ter&anb  fott  tieften:  (2p  h-  i) 2p 
»  249  2)em  Qluobrucfe  red^tecbanb  t>oni  ®(ef(bb«t5aef(ben  In (57)  tfl  ba^Sop^ 
pe($el4)en  db  t>otpfeten ;  ba^  obete  S^iibtn  ^ilt,  wenn  ble  ®rof e  a 
In  befagtev  ®(el(^ung  poftth);   ba^  untere^  wenn  blefeCbe  ®tope  a 
negottt)  1(1. 
«  250  3)le  3^t(e  1 1  wn  unten  tfl  folgenbermafen  abauSnbem :  Z)te  b^<( 

aufgefleHten  ®!el(bungen  (58)  —  (60)  befielen  u.  f.  w. 
;  286  3eil€  6  oon  unten,  )nr  üitd^tm  t>om  ®Iel(b^eltd$el(ben  ifl  ba^  ^ou 

jelcben  —  5U  feften. 
\  287     *     1    »   oben,  aucb  §ter  tfl  rec^tet^anb  ba^  3d(b(n  —  t>orsufel)en. 

*  306     »     3    »    unten,  Innet  ben  Alammetn  Iß  —  j^  butcb  j^  ju  erfe^en. 
»308     »     5    »       *      Set  S^ennet  betf  Srucbttf  tecbtetbonb  (outet: 

»71  a,T 

e«  —  e    '« 

»  3iO  »  1  *  oben.  Serauobeucf  (Inf etbanb  (outet:  j^(-i)\$)^''V;;k 
»  342  Qltted  von  3etle  2  bl^  unb  mit  3el(e  10  Ifl  p  firetcben,  unb  an 
befTen  €tatt  ffotgenbc^  p  fe$en :  ^bd  3udtunbe(egund-  bet  (e(ten 
»unter  ben  ®(et(bungen  (48)  Snr.  156  fleOt  ftc^  ndoidcb  ber  SGBertb 
»befodten  3ntegra(d  für  jeben  iSBert^  Don  a,  al6  unenbllc^  grofiveebenb 
»betaut,  wSf^ttttb  au6  bem  SSetfolge  blefet  fftt.  auf  eine  un^melbeus 
»tlge  SEBdfe  b^v^otgebt,  bof  befagte^  befUmmte  3ntegra(e  einen  tnbs 
Jlibtn  SBertb  batbietet. " 
,  345  3d(e  8  t)on  unten.  3n  bem  auf  bo^  ctfle  @umm«n$el(ben  fo(denben 

aiu^bwicfe  fott  (j^f"^  fleben. 

»  353     •    14    »    unten,  ba^  i^üibtn  —  Ifl  burcb  -*■  SU  etfe^cn. 

»  360  3n  ben  auf  ben  ^tiltn  9  unb  12  t)on  oben  entba(tenen  ®(el(bungen 

Ifl  jebem  ber  (HuObrtide  recbtetbonb  bao  S^id^tn  —  t>or)ufel)en. 
«   377  3d(e  3  oon  unten,  foD  t6  belfen:  Sie  ®ro0en  ic. 
»412    ;»     6    f   oben,  foH  ba^  ®lleb  —  j-Sja  abgeSnbett  werben  In 

»  4i4     »     7    »    unten,  foS  »Dte(fad^e«  burcb  i^f'^obufte'*  erfe(t  werben. 
.  «ßo     »   >•  »  ^    ;      fon  e«  beißen:  h«  <  ^  • 
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